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Резюме. Проведено аналiз та розробка нових конструктивних
пiдходiв для якiсного аналiзу розв’язкiв рiзницевих нечiтких си-
стем, вирiшено ряд задач обробки нечiтких даних спецiального
вигляду, розроблено методи та алгоритми для роботи з нечiткою
iнформацiєю. Результати можуть бути використанi для створен-
ня та супроводження систем пiдтримки прийняття управлiнських
рiшень в умовах невизначеностi.

Нечiткi системи як об’єкт дослiдження

Швидкий розвиток математичної теорiї керування останнiм часом актив-
но впливає на процеси застосування загальних пiдходiв теорiї управлiння
для розробки математичних моделей соцiальних i економiчних систем. Спе-
цифiка останнiх полягає в тому, що при виборi керуючих впливiв необхiдно
передбачати можливi реакцiї керованих суб’єктiв i використовувати такi
механiзми прийняття управлiнських рiшень, якi б дозволяли максимально
точно враховувати i узгоджувати iнтереси керуючого органу i керованих
суб’єктiв. Iншою особливiстю соцiальних i економiчних систем є неавто-
номнiсть їх станiв та керувань, що приводить до необхiдностi детального
аналiзу та дослiдження поведiнки систем.

Для проведення дослiдження дуже важливо правильно формалiзувати
процеси, що вiдбуваються в об’єктi дослiдження, застосовуючи, наприклад,
пiдходи математичного моделювання. Одним з таких пiдходiв, що дозволяє
описати динамiку систем, є визначення еволюцiї станiв системи шляхом за-
дання початкових значень станiв системи i рiвнянь, що формалiзують змi-
ну координат з часом. Якщо дослiджується поведiнка складних нелiнiйних
систем, що мiстять набiр пiдсистем, то, як правило, використовують ”при-
близний” опис цих пiдсистем для спрощення математичного моделювання
поведiнки всiєї системи. Розрахунок координат, якi визначають стан скла-
дної нелiнiйної системи, принципово має неточностi внаслiдок приблизностi
обчислень, нестiйкостi системи i неможливостi достатньо точного задання
початкових даних i еволюцiйних рiвнянь.
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Для опису неточностi математичної моделi найбiльш розповсюдженим є
стохастичний пiдхiд. При цьому, для адекватного застосування стохасти-
чних принципiв при моделюваннi систем необхiдно, щоб величини, що спо-
стерiгаються, були результатом усереднення незалежних випадкових вели-
чин. Для практичних задач такий пiдхiд є не зовсiм природнiм. Тому про-
понується використовувати нечiткий пiдхiд, при якому неточнiсть функцiо-
нування моделi описується в термiнах теорiї нечiтких множин Л. А. Заде
[1].

У вiдповiдностi до iдеї Заде, нечiтка пiдмножина заданої множини X
розглядається як пiдмножина {(x, µ(x)) : x ∈ X} прямого добутку X×[0, 1]
з деякою функцiєю µ : X → [0, 1], що визначає ступiнь належностi елемен-
тiв x ∈ X до нечiткої пiдмножини.

Розглянемо динамiчну систему, що описується набором фазових коор-
динат x(t) ∈ Rn, t ∈ [0, T ], де Rn — евклiдiв простiр, T — деяке наперед
задане додатне число, для якої задано еволюцiйне рiвняння [2]:

ẋ(t) = F (x, t), t ∈ (0, T ] (1)

з початковим станом x(0) = x0. Якщо F мiстить нечiткi параметри, то при-
родно вважати i розв’язок x(t) нечiтким елементом Rn при фiксованому t.
Таким чином, в заданний момент часу t нечiткий процес можна розглядати
як множину, що залежить вiд параметра t, нечiтких елементiв {R,µ(·, t)},
де R — множина значень координати x(t), а µ(z, t), z ∈ Rn, — можливiсть
рiвностi x(t) = z в момент часу t. Однак множина всiх нечiтких елементiв
ще не визначає процес як функцiю часу, для цього потрiбно ще описати мо-
жливiсть iснування пар x(t1) = z1, x(t2) = z2 для будь-яких двох моментiв
часу t1 i t2; можливiсть iснування трьох рiвностей для трьох моментiв часу
t1, t2, t3 i т.д. Нечiткий процес визначений, якщо заданi нечiткi елементи

{R,µ(·, t1)}, t1 ∈ [0, T ];

{R ◦R,µ(·, t1, ·, t2)}, t1, t2 ∈ [0, T ]; . . .

{R ◦R ◦ ... ◦R,µ(·, t1, ·, t2, ..., ·, tn)}, t1, t2, ..., tn ∈ [0, T ];

де t1, t2, ... — розглядаються як параметри, ◦ — операцiя композицiї. Вва-
жається, якщо µ(x, t) = µ0, то iмовiрнiсть того, що координата x ∈ Rn,
дорiвнює µ0. Функцiя µ(x, t) задається розподiлом значень нечiткого ве-
ктора x(t), що визначає стани системи в моменти часу t ∈ [0, T ].

Нехай задано моменти часу t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn ≤ tn+1. Тодi розподiл
µ(xn+1, tn+1|x1, t1, ..., xn, tn) нечiткого елемента x(t) в момент часу tn+1 за
умови, що система в моменти часу t1, ..., tn знаходилась в станах x1, ..., xn
вiдповiдно, можна визначити у виглядi рiвняння, яке задовольняє умовi

min(µ(xn+1, tn+1|x1, t1, ..., xn, tn), µ(x1, t1, ..., xn, tn)) = (2)

= µ(x1, t1, ..., xn, tn, xn+1, tn+1)

Розв’язок рiвняння (2), взагалi кажучи, може бути знайдений неодно-
значно, однак будь-який розв’язок дозволяє за вiдомим розподiлом
µ(x1, t1, ..., xn, tn) обчислити значення величини розподiлу у момент часу
tn+1.
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Бiльшiсть реальних процесiв можуть бути формалiзованi у виглядi ди-
ференцiальних рiвнянь того або iншого виду, але застосування нових ти-
пiв диференцiальних рiвнянь для вирiшення конкретних задач потребує
створення теоретичної основи для їх вивчення. В монографiї Меренкова
Ю. Н. [3] наведено результати дослiджень стiйкоподiбних властивостей для
диференцiальних включень, нечiтких i стохастичних диференцiальних рiв-
нянь. В якостi основних властивостей розглядається стiйкiсть за Ляпуно-
вим й асимптотична стiйкiсть iнварiантних замкнених множин, а модель
динамiчної системи, що дослiджується, подається системою диференцiаль-
них рiвнянь

dx

dt
= f(t, x). (3)

Зрозумiло, що права частина рiвняння (3) у кожнiй точцi (t, x) може
мати множину F (t, x) можливих значень. Тому задача формулюється як
пошук розв’язкiв x(t) диференцiального включення:

dx

dt
∈ F (t, x). (4)

Велика увага до диференцiальних включень зв’язана, зокрема, з їх вда-
лим застосуванням у теорiї керування i у дослiдженнi нечiтких диференцi-
альних рiвнянь. В [3] узагальнено теореми про властивостi розв’язкiв дифе-
ренцiальних включень з неперервною правою частиною. Деякi результати
по дослiдженню диференцiальних включень наведено, наприклад, в [4–6].

Нехай F (t, x) = {f(t, x, b) : b ∈ B}, де B — непорожня множина значень
параметра b, а пiдмножина Bα — бiльш вузька множина значень параметра
b, яку можна отримати при накладаннi додаткових вимог, що визначаються
параметром α ∈ (0, 1] для уточнення об’єкта управлiння i для корегування
його траєкторiї. Природно вважати, що Aα ⊂ Aβ при α > β, тобто при
збiльшенi витрат — невизначенiсть в траєкторiї руху може тiльки зменшу-
ватись. Таким чином, можна говорити про появу нечiткої множини у рiв-
няннi (4) — параметра b з носiєм B i з рiвнями значимостi Bα, α ∈ (0, 1].
У цьому випадку, рiвняння (4) зводиться до нечiткого диференцiального
рiвняння:

dx

dt
= F (t, x), (5)

яке також можна розглядати як сiмейство диференцiальних включень
dx

dt
∈ Fα(t, x), α ∈ (0, 1], (6)

де Fα(t, x) = {f(t, x, b)|b ∈ Ba}. Значення величини α (рiвня значимостi)
при цьому можуть вибиратися за конкретними (реальними) критерiями.
Зручнiсть введення нечiткої множини: всi можливi невизначеностi в умо-
вах руху об’єкта поглинаються змiстом рiвняння (5) i можна вiдокремити
задачу по уточненню цих невизначеностей вiд розв’язку конкретного рiв-
няння (6).
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Використання нечiтких динамiчних моделей

Стiйкiсть є однiєю з найбiльш важливих властивостей динамiчних си-
стем. У класичному випадку пiд стiйкiстю розумiють спроможнiсть систе-
ми повертатися до положення рiвноваги пiсля закiнчення дiї сил, що вивели
систему з цього положення. Оцiнка стiйкостi розв’язкiв у класичному ро-
зумiннi має бiнарний характер: система має стiйкi розв’язкi, або нестiйкi,
як правило, без визначення запасу стiйкостi. Для дослiдження динамiки
систем з невизначенiстю характерними можуть бути оцiнки стiйкостi типу
”слабо стiйка”, ”бiльш або менш стiйка”, ”сильно стiйка” i т.i.

Створення конструктивних пiдходiв для моделювання динамiки та якi-
сного аналiзу поведiнки нечiтких систем можливе на основi множин
Л. А. Заде [1,7,8]. Запропонована Л. А. Заде методика базується на вико-
ристаннi функцiй належностi. Цi функцiї дають суб’єктивне уявлення до-
слiдника про особливiсть подiї, що дослiджується, про характер обмежень i
цiлей дослiдження. Використовуючи значення функцiї належностi, можно
формулювати принципи, що дозволяють аналiзувати поведiнку розв’язкiв
систем. Таким чином, основна iдея цiєї схеми дослiдження полягає у ство-
реннi системи гiпотез, якi записуються в термiнах ”суб’єктивної” належно-
стi i у подальшому формалiзуються у виглядi функцiї належностi деякiй
нечiткiй множинi.

Якщо система, що дослiджується, представляється у виглядi сукупностi
пiдсистем, то аналiз поведiнки системи можна провести по частинах. Роз-
биття часто необхiдне, оскiльки неможливо достатньо точно i компактно
математично описати i дослiдити всi рiзноманiтнi властивостi повної си-
стеми. Правила розбиття визначаються конкретними цiлями дослiдження.
Використання такого пiдходу приводить до необхiдностi врахування дода-
ткового елементу системи — границь переходу мiж пiдсистемами. Крiм цьо-
го, при аналiзi кожної видiленої пiдсистеми потрiбно враховувати її зв’язки
з iншими частинами системи. У загальному випадку не iснує засобiв, щоб
точно описати всi зв’язки пiдсистем. Але важливим є те, що iнформацiя
про границi переходiв пiдсистем може бути виражена у поняттях, що мають
нечiткий змiст.

У подальшому викладеннi матерiалу дослiдження нечiткi пiдмножини
заданої множини X будемо називати ”нечiткими множинами”, а саму мно-
жину X — ”унiверсальною множиною”. Для позначення звичайних множин
будемо використовувати великi лiтери, а нечiтких множин — великi лiтери
з хвилею.

Означення 1. ([1]) Нечiткою множиною Ã унiверсальної множини X, на-
зивається сукупнiсть пар Ã = (x, µÃ(x))|x ∈ X, де µÃ(x) : X → [0, 1] —
вiдображення множини X в одиничний вiдрiзок [0,1], яке називається фун-
кцiєю належностi нечiткої множини A.

Значення функцiї належностi µÃ(x) для елемента x ∈ X називається
ступенем належностi нечiткiй множинi. Iнтерпретацiєю ступеня належно-
стi µÃ(x) є суб’єктивна мiра того, наскiльки елемент x ∈ X вiдповiдає
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поняттю, змiст якого формалiзується нечiткою множиною A. Для порiвня-
ння, в класичнiй теорiї множин належнiсть елемента x деякiй множинi A
можна записати в формалiзованому виглядi: x ∈ A або x /∈ A.

Основною проблемою, що виникає при роботi з нечiткими множинами,
є побудова функцiї належностi для визначення нечiткої множини, яка по-
лягає в тому, що ”функцiя належностi повинна бути задана поза самою
теорiєю й, отже, її адекватнiсть не може бути перевiрена безпосередньо
засобами теорiї” [9].

Конкретний вид функцiй належностi визначається на основi рiзних дода-
ткових припущень про властивостi цих функцiй з урахуванням специфiки
задачi та характеристики наявної невизначеностi. У багатьох практичних
ситуацiях функцiя належностi може бути оцiненою, виходячи iз часткової
iнформацiї про неї, тобто, значень, якi вона приймає на скiнченнiй множинi
”опорних” значень x1, ..., xn. У цьому випадку говорять, що вона є частково
визначеною.

Ягер Р. Р. [10] для оцiнки функцiй належностi використовує поняття
множини рiвня. Цей метод дозволяє визначити ступiнь належностi еле-
ментiв до нечiткої пiдмножини A з урахуванням вiдомих сукупностей еле-
ментiв множини X для фiксованих α — рiвнiв.

Серед групи методiв побудови функцiї належностi можна видiлити прямi
й непрямi [9, 11, 12]. У прямих методах явно задаються правила визначе-
ння функцiї належностi (формулою, таблицею, прикладом). У непрямих
методах функцiя належностi вибирається так, щоб задовольняти деяким
заздалегiдь сформульованим умовам. Для кожної групи методiв можлива
побудова та уточнення функцiї належностi на основi експертної iнформа-
цiї. При цьому експерти використовують формальнi критерiї, вибiр яких,
як правило, є суб’єктивним.

Незважаючи на iснуючi проблеми, використання теорiї нечiтких мно-
жин дало ряд якiсних практичних результатiв. Серед них слiд вiдзначити
застосування нечiткої логiки як засобу формалiзацiї процесiв побудови ви-
сновкiв, що впровадженi в автоматизованих засобах пiдтримки прийняття
рiшень.

Базуючись на поняттi нечiткої множини розроблена теорiя, яка має на-
зву ”теорiя можливостей” i яку розглядають як альтернативу класичнiй
теорiї iмовiрностей та математичної статистики. В монографiї
Пит’єва Ю. П. [13] показано, що теоретико-можливiснi моделi дозволяють
розв’язувати задачi аналiзу й iнтерпретацiї експерименту такi, наприклад,
як задача оптимального оцiнювання, прогнозування й т.i., не менш якiсно,
нiж iстотно бiльш детальнi, теоретико-iмовiрнiснi моделi.

Багато робiт присвячено нечiтким диференцiйним рiвнянням та систе-
мам, визначено способи їх дослiджень [4, 14, 15]. Для якiсного аналiзу
розв’язкiв таких систем формулюються новi означення стiйкостi, критерiї
дослiдження, що ґрунтуються на використаннi спецiальних функцiй Ляпу-
нова або фундаментальних розв’язкiв системи. Однак слiд вiдмiтити, що
усi запропонованi пiдходи мають один загальний недолiк — якiсний аналiз
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проводиться не напряму, а зводиться до дослiдження стiйкостi класичних
(”чiтких”) систем.

Нечiткi множини. Основнi поняття та визначення
Розглянемо основнi операцiї над нечiткими множинами. Традицiйнi опе-

рацiї доповнення, перетину та об’єднання множин у випадку нечiтких мно-
жин визначаються таким чином:

– доповненням нечiткої множини Ã, що позначимо через Ãc, є нечiтка
множина, для якої µÃc(x) = 1− µÃ(x), ∀x ∈ X.

– перетином двох нечiтких множин Ã та B̃ називають нечiтку множину
C̃, для якої µC̃(x) = µÃ

∩
B̃ = min(µÃ(x), µB̃(x)), ∀x ∈ X.

– об’єднанням нечiтких множин Ã та B̃ називають нечiтку множину C̃,
для якої µC̃(x) = µÃ

∪
B̃ = max(µÃ(x), µB̃(x)), ∀x ∈ X.

– нечiтку множину Ã називають порожньою, якщо µÃ(x) ≡ 0, ∀x ∈ X.
Множинами α –рiвня ( α –зрiзи), α ∈ [0, 1] нечiткої множини Ã назива-

ють звичайнi множини Aα =
{
x ∈ X : µÃ(x) ≥ α

}
, α ∈ [0, 1].

Множину
{
x ∈ X : µÃ(x) > 0

}
називають носiєм нечiткої множини Ã i

позначають через supp Ã.
Для довiльної нечiткої множини Ã величина h(Ã) = max

x∈X
µ(x), h(Ã) ≥ 0,

називається висотою нечiткої множини.
Для практичного використання множини рiвня вважають компактними

i, якщо унiверсальна множина X є лiнiйним простором, опуклими. Факти-
чно, опуклiсть множини рiвня нечiткої множини A0 еквiвалентна опуклостi
нечiткої множини.

Означення 2. Нечiтка множина Ã називається опуклою, якщо

µÃ(λx+ (1− λ)y) ≥ min(µÃ(x), µÃ(y)) (7)

для всiх x, y ∈ X,λ ∈ [0, 1] .

Розглянемо у якостi унiверсальної множини X скiнченновимiрний про-
стiр над полем дiйсних чисел Rm, тобто X = Rm.

Нехай A та B – двi пiдмножини X i λ ∈ R1. Додавання елементiв мно-
жин A та B, а також множення на число λ визначаються у розумiннi
Мiнковського:

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B},
λA = {λa : a ∈ A} .

Припустимо, що x – деяка точка з X i A – непорожня множина. Вiдстань
d(x,A) вiд елемента x до A визначається у виглядi:

d(x,A) = inf {∥x− a∥ : a ∈ A},
d(x,A) ≥ 0,
d(x,A) = 0, ∀x ∈ A,

де пiд ∥·∥ розумiється евклiдова норма.
Вiдстань мiж непорожнiми множинами A i B задається у виглядi [16]:

dH(B,A) = sup {d(b, A) : b ∈ B} . (8)
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Тодi, використовуючи (8), вiдстань мiж двома нечiткими множинами Ã
i B̃ унiверсальної множини X можна визначити у виглядi

dH(Ã, B̃) = sup
0≤α≤1

dH(Aα, Bα). (9)

Вiдомо, що для довiльних нечiтких множин Ã, B̃, C̃ справедливi спiв-
вiдношення [3]:

1) dH(Ã+ C̃, B̃ + C̃) = dH(Ã, B̃);

2) dH(Ã, B̃) = dH(B̃, Ã);

3) dH(λÃ, λB̃) = λdH(Ã, B̃), λ ∈ R1;

4) dH(Ã, B̃) ≤ dH(Ã, C̃) + dH(C̃, B̃).

Позначимо через En простiр всiх нечiтких множин в X. Визначення вiд-
станi (9) мiж нечiткими множинами задає в просторi En метрику, яка вi-
дома як метрика Хаусдорфа [16]. При цьому (En, dH) є повним метричним
простором.

Для нечiткої множини Ã з En справедливi властивостi [3]:
1) µÃ(x) ∈ [0, 1], ∀x ∈ X;
2) A0 обмежена множина в X;
3) Aα, α ∈ [0, 1] – компактнi множини в X;
4) Ã – опукла множина в розумiннi (7).
Зауважимо також, що, якщо Ã – опукла множина i x, y ∈ Aα для деякого

α ∈ (0, 1], то µÃ(x) ≥ α, µÃ(y) ≥ α, i, як наслiдок, µÃ(λx + (1 − λ)y) ≥
≥ min(µÃ(x), µÃ(y)) ≥ α для довiльного α ∈ [0, 1]. Це означає, що точка
λx + (1 − λ)y ∈ Aα i Aα є опуклою пiдмножиною унiверсальної множини
X, α ∈ [0, 1].

Для довiльної нечiткої множини Ã має мiсце представлення через мно-
жини рiвня [17]:

Ã =
∪

α∈[0,1]

Ãα, (10)

де Ãα – нечiтка множина з функцiєю належностi µÃα
(x) = α, x ∈ X.

Означення 3. Нечiтку множину ÃH назвемо нормованою по вiдношенню
до нечiткої множини Ã, якщо для ∀ x ∈ X : µÃH (x) = µÃ(x)

/
h(Ã).

Очевидно, що частковим випадком нормованої нечiткої множини буде
нечiтка множина, для якої h( Ã )=1.

Означення 4. Нечiтким вiдображенням R̃ з X у довiльний скiнченно-
вимiрний простiр Y називається нечiтка множина R̃ в X × Y з функцiєю
належностi

µR̃(x, y) : X × Y → [0, 1], x ∈ X, y ∈ Y. (11)

Подальшим розвитком нечiтких множин є невизначенi нечiткi множи-
ни. Як було зазначено в роботi Орловського С. А. [18], рiвнi представлення
нечiткостi (неточностi, невизначеностi) можуть бути узагальненi за допо-
могою нечiтких множин довiльного степеня iєрархiї.
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Поняття невизначених нечiтких множин, запропоноване Ю. П. Пит’євим
[13], базується на неможливостi точної оцiнки рiвня належностi елементiв
x ∈ X до множини Ã.

Означення 5. Невизначеною нечiткою множиною (ННМ) ˜̃A в X будемо
називати множину

{(
x, µ (x) ; τ ˜̃A

(x, µ (x))
)}

, в якiй для кожного x ∈ X

значення функцiї τ ˜̃A
(x, µ (x)) ∈ [0, 1] визначає рiвень достовiрностi того,

що величина µ (x) ∈ [0, 1] задає ступiнь включення x до нечiткої множини
Ã.

Наприклад, якщо τ ˜̃A
(x, µ (x)) = 1, то “цiлком достовiрно”, що µ (x) задає

ступiнь належностi елемента x ∈ X нечiткiй множинi Ã. Якщо
τ ˜̃A

(x, µ (x)) = 0, 5, тодi “невiдомо”, чи можна вважати, що µ (x) – рiвень
належностi x до Ã, i, нарештi, якщо τ ˜̃A

(x, µ (x)) = 0, “неправдоподiбно”,
що µ (x) задає ступiнь включення x до Ã.

Означення 6. Невизначена нечiтка множина ˜̃A∗ називається верхньою
спряженою ННМ для заданої невизначеної нечiткої множини ˜̃A, якщо
∀x ∈ X, µ(x) ∈ [0, 1] ,

(
x, µ(x); τ ˜̃A∗(x, µ(x))

)
∈ ˜̃A виконується

τ ˜̃A∗ (x, µ) = sup
α≥µ

τ ˜̃A
(x, α) . (12)

Означення 7. Невизначена нечiтка множина ˜̃A∗ називається нижньою
спряженою ННМ для заданої невизначеної нечiткої множини ˜̃A, якщо
∀x ∈ X, µ(x) ∈ [0, 1] ,

(
x, µ(x); τ ˜̃A∗

(x, µ(x))
)
∈ ˜̃A виконується

τ ˜̃A∗
(x, µ) = sup

α≤µ
τ ˜̃A

(x, α) . (13)

Припустимо, що для невизначеної нечiткої множини ˜̃A виконується умо-
ва: ¬∃x :

{(
x, µ (x) ; τ1˜̃A

(x, µ (x))
)}
∈ ˜̃A,

{(
x, µ (x) ; τ2˜̃A

(x, µ (x))
)}
∈ ˜̃A.

Тодi, виходячи з наведених вище визначень, нескладно зрозумiти, що
для будь-якої невизначеної нечiткої множини ˜̃A можна отримати нечiтку
множину Ã заданого рiвня достовiрностi τ ˜̃A

(x, µ(x)) = β. Будемо познача-

ти такi множини ¯̃Aβ :
¯̃Aβ =

{{(
x, µÃ(x)

)}
∈ En : τ ˜̃A

(
x, µÃ(x)

)
≥ β

}
. (14)

За таких умов невизначена нечiтка множина ˜̃A представляється у
виглядi:

˜̃A =
∪

β∈[0,1]

˜̃Aβ, (15)

де ˜̃Aβ — невизначена нечiтка множина з рiвнем достовiрностi τ ˜̃A
(x, µ(x)) =

= β, x ∈ X, µ(x) ∈ [0, 1] , (x, µ(x)) ∈ En.
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Означення 8. Невизначену нечiтку множину ˜̃V будемо називати β – ре-
гулярною, β ∈ [0, 1], якщо регулярною буде множина ¯̃Vβ.

Означення 9. Невизначену нечiтку множину ˜̃V будемо називати нормо-
вано β–регулярною, β ∈ [0, 1], якщо нормовано регулярною буде множина
¯̃Vβ.

Означення 10. Невизначену нечiтку множину ˜̃V будемо називати регу-
лярною, якщо для ∀β ∈ [0, 1] нечiтка множина ¯̃Vβ буде нормовано регу-
лярною, або, iншими словами, для ∀β ∈ [0, 1] множина ˜̃V є нормовано
β–регулярною.

Iншим узагальненням поняття нечiтких множин є складенi нечiткi мно-
жини. Нехай задано сукупнiсть нечiтких множин Ã1, ..., Ãm, що визначенi
у вiдповiдних унiверсальних множинах X1, . . . , Xm. Для простоти будемо
вважати, що Xi ⊆ R1, i = 1,m.

Розглянемо унiверсальну множину X у виглядi декартового добутку
X =

m
×
i=1

Xi. Сформуємо множину Ãm = {(x1, µÃ1
(x1)), (x2, µÃ2

(x2)), ...,

(xm, µÃm
(xm))}, де xi ∈ Xi, i = 1,m.

Означення 11. Множину Ãm назвемо складеною нечiткою множиною в
унiверсальнiй множинi

m
×
i=1

Xi.

Скiнченний набiр складених нечiтких множин Ãm в множинi X =
m
×
i=1

Xi

позначимо K(Ãm), |K(Ãm)| = k. По аналогiї з нечiткими множинами вве-
демо означення.

Означення 12. Множину Lm
0 = {x1 ∈ X1, x

2 ∈ X2, ..., x
m ∈ Xm :

µÃ1
(x1) > 0, µÃ2

(x2) > 0, ..., µÃm
(xm) > 0}, Lm

0 ⊆ X1 × X2 × ... × Xm,
будемо називати носiєм складеної нечiткої множини Ãm.

Означення 13. Множину Lm(α) = {x1 ∈ X1, x
2 ∈ X2, ..., x

m ∈ Xm :
µÃ1

(x1) ≥ α, µÃ2
(x2) ≥ α, ..., µÃm

(xm) ≥ α} назвемо множиною рiвня
α ∈ (0, 1] складеної нечiткої множини Ãm.

Тодi множини L0i =
{
x ∈ Xi : µÃi

(x) > 0
}
, i = 1,m, будуть

носiями вiдповiдних нечiтких множин Ã1, . . . , Ãm, множини
Li(α) =

{
x ∈ Xi : µÃi

(x) ≥ α
}
, i = 1,m, — множинами рiвня α ∈ (0, 1]

нечiтких множин Ãi, i = 1,m, i справедливi такi рiвностi:

Lm
0 = L01 × L02 × ...× L0m ,

Lm(α) = L1(α)× L2(α)× ...× Lm(α).

Розглянемо двi довiльнi складенi нечiткi множини

Ũm = {(x1, µU
Ã1

(x1)), (x2, µU
Ã2

(x2)), ..., (xm, µU
Ãm

(xm))},
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Ṽ m = {(y1, µV
Ã1

(y1)), (y2, µV
Ã2

(y2)), ..., (ym, µV
Ãm

(ym))}.

Обчислимо величину γ = min
i=1,m

min
{
µU
Ãi
(xi), µV

Ãi
(yi)

}
, яка є мiнiмальним

значенням серед значень мiр належностi окремих елементiв обох множин
Ũm, Ṽ m. Це значення дозволяє побудувати двi множини рiвня γ у вигля-
дi звичайних множин Lm

Ũ
(γ), Lm

Ṽ
(γ), що визначають точки унiверсальної

множини X =
m
×
i=1

Xi, мiж якими може бути обчислена евклiдова вiдстань

d =
∥∥∥Lm

Ũ
(γ)− Lm

Ṽ
(γ)
∥∥∥.

Означення 14. Нечiтка множина точок за Уонгом D̃(Ãm) = {(d, γ) :

d =
∥∥∥Lm

Ã
(γ)
∥∥∥ , γ = min

i=1,m
µÃi

(xi) ∈ (0, 1]}, де ∥·∥ - евклiдова норма простору

Rm, визначає метрику на множинi K(Ãm).

Таким чином, кожна складена нечiтка множина Ãm «вимiрюється» за
допомогою нечiткої величини D̃(Ãm), а для знаходження нечiткої вiдста-
нi ρ(Ũm, Ṽ m) мiж довiльними складеними нечiткими множинами Ũm, Ṽ m

буде використовуватися нечiтка величина

ρ(Ũm, Ṽ m) = {(d, γ) : d =
∥∥∥Lm

Ũ
(γ)− Lm

Ṽ
(γ)
∥∥∥ , (16)

γ = min
Z∈{U,V },i=1,m

µZ
Ãi
(xi)},

де Lm
Ũ
(γ), Lm

Ṽ
(γ) — множини рiвня γ ∈ (0, 1] складених нечiтких множин

Ũm, Ṽ m вiдповiдно.
Порiвняння вiдстаней мiж двома довiльними парами складених нечiтких

множин проводиться за допомогою нечiткого вiдношення переваги [18, 19].
Розширемо цей пiдхiд на випадок складених нечiтких множин.

Нехай ρ̃1 = ρ(Ũm
1 , Ṽ

m
1 ), ρ̃2 = ρ(Ũm

2 , Ṽ
m
2 ) — нечiткi вiдстанi мiж скла-

деними нечiткими множинами Ũm
1 , Ṽ

m
1 та Ũm

2 , Ṽ
m
2 вiдповiдно. Визначимо

ту нечiтку вiдстань з двох заданих, яка є меншою у розумiннi нечiткого
вiдношення переваги “<” g(a, b) [18], за яким для довiльних нечiтких еле-
ментiв a ∈ Ã, b ∈ B̃ за умови µg(a, b) = min{µÃ(a), µB̃(b), µÃ×B̃(a, b)} > 0
задається спiввiдношення a < b iз ступенем g(a, b) = µg(a, b).

За його допомогою можна порiвняти вiдстанi ρ̃1 = ρ(Ũm
1 , Ṽ

m
1 ) та

ρ̃2 = ρ(Ũm
2 , Ṽ

m
2 ) : вираз g(ρ̃1, ρ̃2) визначає ступiнь того, наскiльки ρ̃1 «мен-

ше», нiж ρ̃2. Це також надає можливiсть визначити “найближчий” до зада-
ної складеної нечiткої множини Z̃0 елемент Z̃∗ , де Z̃∗ — складена нечiтка
множина, значення функцiй належностi якої для кожного xi ∈ Xi, i = 1,m,
визначаються з спiввiдношень

µZ
∗

Ãi
(xi) = min

x∈Xi

(1− µT (xi, x)) = 1−max
x∈Xi

µT (xi, x), i = 1,m, (17)
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де через Т позначено нечiтке вiдношення строгої переваги, що вiдповiдає
g(a, b), a, b ∈ Xi, i = 1,m,

µT (a, b) =

{
0, µg(a, b) < µg(b, a) ,
µg(a, b)− µg(b, a), iнакше. (18)

Деякi задачi дослiдження динамiки нечiтких систем
Розглянемо задачу моделювання динамiки нечiтких рiзницевих динамi-

чних систем. Задамо множину T = {0, 1, 2, ...}, що визначає дискретнi мо-
менти часу, покладемо X = Rn.

Припустимо, що загальна модель нечiткої рiзницевої системи має вигляд

X̃k+1 = Rk ◦ X̃k, k = 0, 1, 2, ..., (19)

де X̃(t0) = X̃0 ∈ En — компактна множина початкових станiв, X̃(tk) = X̃k,
— нечiткi множини в X = Rn можливих станiв системи в моменти часу
tk ∈ T , що визначають розв’язки системи, R(tk) = Rk — вiдображення з
X в X, що визначають переходи системи, k = 0, 1, 2, ..., ”◦” — операцiя
композицiї.

Означення 15. Траєкторiєю системи (19) назвемо послiдовнiсть
{x(tk) = xk ∈ Xk = suppX̃k ⊂ X}, k = 0, 1, 2, ..., для елементiв якої справе-
дливi спiввiдношення

xk+1 = Rk ◦ xk, k = 0, 1, 2, ... . (20)

Нескладно помiтити, що будь-який розв’язок системи (19) складається
з множини траєкторiй.

Означення 16. Траєкторiю системи (19) {x̄k}, k = 0, 1, 2, ... будемо нази-
вати регулярною (РТС), якщо для її елементiв справедлива умова

µk = µ(x̄k) = 1, k = 0, 1, 2, ... . (21)

Отримано висновок, що нечiтка рiзницева система (19) за умов непе-
рервностi операторiв Rk, k = 0, 1, 2, ... завжди має розв’язок, який, взагалi
кажучи, може бути неєдиним для початкових даних X̃0.

Як частковий випадок розглянуто динамiку нечiткої рiзницевої систе-
ми (19) з n станами. Перепишемо систему у виглядi моделi динамiки змiн
функцiй належностi:

µk+1(x) = Ak ◦ µk(x), k = 0, 1, 2, ..., (22)

де Ak, k = 0, 1, 2, ... — оператори, що визначають змiну значень функцiй
належностi, µk(x) = (µk(x1), ..., µk(xn))

T = µX̃k
(x),

µk+1(x) = (µk+1(x1), ..., µk+1(xn))
T = µX̃k+1

(x) — вектор-функцiї належно-
стi нечiтких множин X̃(t) в моменти часу tk, tk+1 вiдповiдно.

У спiввiдношеннях (22) оператори Ak, k = 0, 1, 2, ..., вважаються однорi-
дними адитивними операторами з матрицями Ak, k = 0, 1, 2, ..., для яких

Ak ◦ (λµk) = λAk ◦ µk, k = 0, 1, 2, ..., (23)
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де λ > 0 — довiльне число, що обирається з урахуванням обмеження
λµk(x) ≤ 1, x ∈ X, k = 0, 1, 2, ..., а для визначення результату операцiї
композицiї ”◦” використовуються спецiальнi алгоритми.

Для нечiткої рiзницевої системи виду X̃k+1 = X̃k + f(X̃k), k = 0, 1, 2, ...,
де f(·) є неперервним на Х, апрiорi невiдомим оператором, який визначає
нечiткiсть переходiв в рiзницевiй системi, сформульованi i доведенi твер-
дження ”неперервностi” розв’язкiв нечiтких систем.

Твердження 1. Припустимо, що для ∀k = 0, 1, 2, ...

dH(f(X̃1
k), f(X̃

2
k)) ≤ g(dH(X̃1

k , X̃
2
k)), (24)

де g(·) — неперервна додатна функцiя на R1
+.

Позначимо через rk(w0), k = 0, 1, 2, ... — максимальний розв’язок ска-
лярного рiзницевого рiвняння wk+1 = wk + g(wk), w0 ≥ 0, k = 0, 1, 2, ... .

Тодi для кожного k = 0, 1, 2, ... справедливi нерiвностi

dH(X̃1
k , X̃

2
k) ≤ rk(w0), dH(X̃1

0 , X̃
2
0 ) ≤ w0.

Встановлено, що для системи (22) неперервнiсть розв’язкiв дискретних
систем визначається вiдповiдними властивостями функцiї належностi µ(x),
що, в свою чергу, гарантується неперервнiстю операторiв Ak, k = 0, 1, 2, ... .

Для реалiзацiї операцiї композицiї в нечiткiй дискретнiй системi (22) за-
пропоновано три схеми на основi дiй з матрицями Ak, k = 0, 1, 2, ... ([20]).

Наступним питанням дослiдження є уточнення моделей нечiтких рiзни-
цевих систем з урахуванням експертної iнформацiї. Формалiзуємо процес
змiни функцiї належностi нечiтких множин у виглядi рiвняння

µk+1(x) = Ak ◦ µk(x)−Bk ◦ (l − τk(x)), (25)

де τk(x), k = 0, 1, 2, ... — вектори показникiв достовiрностi того, що x на-
лежить X̃k з мiрою належностi µk(x), τk = (τkj)j=1,n, 0 ≤ τkj ≤ 1, Bk,

k = 0, 1, 2, ..., — матрицi розмiру n × n, x ∈ supp X̃k = {x1, x2, ..., xn},
l = (1, 1, ..., 1)T — вектор розмiру n.

Обчислення величин управляючих впливiв τk, k = 0, 1, 2, ... в (25) здiй-
снюються на основi рекурентної процедури розрахунку коефiцiєнтiв ком-
петентностi:

gkpi =

n∑
j=1

akijτ
p−1
kj , i = 1, n, λpk =

n∑
i=1

n∑
j=1

akijg
kp
i , p = 1, 2, ...m, (26)

τpkj =
1

λpk

n∑
i=1

akijg
kp
i , j = 1, n,

n∑
j=1

τpkj = 1,

де akij — елементи матриць Ak, k = 0, 1, 2, ..., i = 1, n, j = 1, n, τpkj — рiвнi
компетентностi експертiв, k = 0, 1, 2, ..., j = 1, n, gkpi — груповi оцiнки i-
того стану, k = 0, 1, 2, ..., i = 1, n, λpk — додатковi величини, p — номер
iтерацiї.
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Для дослiдження стiйкоподiбних властивостей нечiтких систем проведе-
ний якiснiй аналiз (див.[20]) загальної нечiткої рiзницевої моделi(19). Роз-
глянуто рiзнi випадки нечiтких станiв X̃k, k = 0, 1, 2, ... .

1) Модель (19) має регулярну траєкторiю {x̄k}k=0,1,2,..., x̄k ∈ supp X̃k,
k = 0, 1, 2, ....

Означення 17. РТС (19) {x̄k}, k = 0, 1, 2, ... називається стiйкою за Ля-
пуновим, якщо ∀T̄ > 0, ∀ε > 0, ∀η > 0 ∃δ(ε, η, T̄ ) > 0, γ(ε, η, T̄ ) > 0 такi,
що для довiльної траєкторiї {xk}, k = 0, 1, 2, ..., системи (19), початковi
умови якої задовольняють нерiвностi

||x̄0 − x0|| < δ, |µ(x0)− 1| < γ, (27)

∀k : tk ≥ T̄ справедливi нерiвностi

||x̄k − xk|| < ε, |µ(xk)− 1| < η, k = 0, 1, 2, ... . (28)

Означення 18. РТС (19) {x̄k}, k = 0, 1, 2, ... називається асимптотично
стiйкою, якщо вона є стiйкою i для будь-якої траєкторiї {xk}, k = 0, 1, 2, ...,

limk→∞||xk− x̄k|| = 0, k = 0, 1, 2, ..., limk→∞ µ(xk) = 1, k = 0, 1, 2, ... . (29)

Означення 19. РТС (19) {x̄k}, k = 0, 1, 2, ... називається стiйкою (асим-
птотично стiйкою) за степенем належностi, якщо ∀T̄ > 0, ∀η > 0,
∃γ(η, T̄ ) > 0 таке, що для будь-якої траєкторiї {xk}, k = 0, 1, 2, ..., системи
(19), початковi умови якої задовольняють нерiвностi

|µ(x0)− 1| < γ, (30)

∀k : tk ≥ T̄ справедливi нерiвностi

|µ(xk)− 1| < η, k = 0, 1, 2, ... (limk→∞µ(xk) = 1, k = 0, 1, 2, ...). (31)

Теорема 1. Якщо система (19) має регулярну траєкторiю {x̄k},
k = 0, 1, 2, ..., та iснують функцiї V : X → [0, 1] та G : [0, 1] → [0, 1]
такi, що для будь-якої траєкторiї системи (19) {xk}, k = 0, 1, 2, ..., вико-
нуються наступнi нерiвностi:

Vk = V (xk) ≥ 0, V (x̄k) = 0, ∆Vk = Vk+1 − Vk ≤ 0, (32)

Gk = G(µ(xk)) ≥ 0, G(µ̄(xk)) = G(1) = 0, ∆Gk = Gk+1 −Gk ≤ (<) 0,

k = 0, 1, 2, ..., то РТС є стiйкою (асимптотично стiйкою) за Ляпуновим.

Теорема 2. Якщо система (19) має регулярну траєкторiю {x̄k},
k = 0, 1, 2, ..., та iснує функцiя G : [0, 1] → [0, 1] така, що для будь-якої
траєкторiї системи (19) {xk}, k = 0, 1, 2, ..., виконуються наступнi нерiв-
ностi:

Gk = G(µ(xk)) ≥ 0, G(µ̄(xk)) = G(1) = 0, ∆Gk = Gk+1−Gk ≤ (<)0, (33)

k = 0, 1, 2, ..., то РТС є стiйкою (асимптотично стiйкою) за степенем
належностi.
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2) Припустимо, що система (19) не має регулярної траєкторiї. Це означає,
що для будь-якої траєкторiї {xk}, xk ∈ supp X̃k, k = 0, 1, 2, ..., системи (19)
iснує момент часу tm ∈ T , що виконується нерiвнiсть µ(xm) < 1. За таких
умов розглянемо два випадки.
а) Нехай множина Y0 ⊆ X0 = supp X̃0 ∈ X мiстить множину початко-
вих станiв усiх траєкторiй, для яких iснує такий момент часу tk ∈ T , що
µ(xk) = 1.

Означення 20. Нечiтка множина Ỹ0 = {(y, µ(y)) : y ∈ Y0} називається
стiйкою за Ляпуновим, якщо для будь-якої траєкторiї {xk}, k = 0, 1, 2, ...,
x0 /∈ Y0, системи (19) ∀T̄ > 0, ∀ε > 0, ∀η > 0, ∃δ(ε, η, T̄ ) > 0, γ(ε, η, T̄ ) > 0,
початковi умови якої задовольняють нерiвностям

d(x0, Y0) < δ, |µ(x0)− 1| < γ, (34)

∀k : tk ≥ T̄ справедливi нерiвностi

d(xk, Y0) < ε, |µ(xk)− 1| < η, k = 0, 1, 2, ..., (35)

де d(·, ·) — вiдстань вiд точки до множини.

Означення 21. Нечiтка множина Ỹ0 = {(y, µ(y)) : y ∈ Y0} називається
асимптотично стiйкою за Ляпуновим, якщо вона є стiйкою за Ляпуновим i
для довiльної траєкторiї {xk}, k = 0, 1, 2, ..., системи (19) справедливi умови

limk→∞ d(xk, Y0) = 0, k = 0, 1, 2, ..., limk→∞µ(xk) = 1, k = 0, 1, 2, ... . (36)

Означення 22. Нечiтка множина Ỹ0 = {(y, µ(y)) : y ∈ Y0} називається
стiйкою (асимптотично стiйкою) за степенем належностi, якщо для будь-
якої траєкторiї {xk}, k = 0, 1, 2, ..., x0 /∈ Y0, системи (19) ∀T̄ > 0,
∀η > 0, ∃γ(η, T̄ ) > 0, початковi умови якої задовольняють нерiвностi

|µ(x0)− 1| < γ, (37)

∀k : tk ≥ T̄ справедливi спiввiдношення

|µ(xk)− 1| < η, k = 0, 1, 2, ..., (limk→∞µ(xk) = 1, k = 0, 1, 2, ...). (38)

Справедливi такi твердження.

Теорема 3. Якщо система (19) не має регулярної траєкторiї i для не-
чiткої множини початкових станiв траєкторiй Ỹ0 iснують функцiї V :
X → [0, 1] та G : [0, 1]→ [0, 1] такi, що для будь-якої траєкторiї системи
(19) {xk}, k = 0, 1, 2, ..., x0 /∈ Y0 = supp Ỹ0, виконуються нерiвностi

V (xk) = 0, xk ∈ ∂Y, Vk = V (xk) ≥ 0, ∆Vk = Vk+1 − Vk ≤ 0,
Gk = G(µ(xk)) ≥ 0, ∆Gk = Gk+1 −Gk ≤ (<) 0,

(39)

k = 0, 1, 2, ..., то нечiтка множина Ỹ0 є стiйкою (асимптотично стiй-
кою) за Ляпуновим.

Теорема 4. Якщо система (19) не має регулярної траєкторiї i для не-
чiткої множини Ỹ0 початкових станiв траєкторiй iснує функцiя G :
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[0, 1] → [0, 1] така, що для будь-якої траєкторiї системи (19) {xk},
k = 0, 1, 2, ..., x0 /∈ Y0 = supp Ỹ0 виконуються нерiвностi

Gk = G(µ(xk)) ≥ 0, ∆Gk = Gk+1 −Gk < 0, (40)

k = 0, 1, 2, ..., то Ỹ0 — стiйка (асимптотично стiйка) за степенем нале-
жностi нечiтка множина.

б) Припустимо, що неможливо видiлити множину Y0. В цьому випадку
аналiзують стiйкiсть нечiткої початкової множини за рiвнем належностi.

Позначимо через X̃0
k = {(x, µ0k(x)) : x ∈ X}, k = 0, 1, 2, ... розв’язок систе-

ми (19) з початковими умовами X̃0 = {(x, µ0(x)) : x ∈ X}, де
µ00(x) = µ0(x), x ∈ X.

Означення 23. Нечiтка множина X̃0 = {(x, µ0(x)) : x ∈ X} називається
стiйкою (асимптотично стiйкою) за степенем належностi, якщо ∀T̄ > 0,

∀η > 0, ∃γ(η, T̄ ) > 0 для довiльного розв’язку X̃1
k = {(x, µ1k(x)) : x ∈ X},

k = 0, 1, 2, ..., системи (19), початкове значення якого задовольняє умовi

maxx∈X |µ00(x)− µ10(x)| < γ (41)

∀k : tk ≥ T̄ справедливi спiввiдношення

maxx∈X |µ0k(x)− µ1k(x)| < η, k = 0, 1, 2, ..., (42)

(limk→∞maxx∈X |µ0k(x)− µ1k(x)| = 0, k = 0, 1, 2, ...).

Теорема 5. Якщо для нечiткої множини X̃0 початкових станiв нечiткої
дискретної системи (19) iснує функцiя G : [0, 1]→ [0, 1],
G(µk(x))=maxx∈X |µ0k(x)− µk(x)|, k = 0, 1, 2, ... така, що для будь-якого
розв’язку системи (19) X̃1

k , k = 0, 1, 2, ..., µ10(x) ̸= µ00(x), x ∈ X виконую-
ться нерiвностi

Gk = G(µ1k(x)) ≥ 0, x ∈ X, ∆Gk = Gk+1 −Gk ≤ (<) 0, (43)

k = 0, 1, 2, ..., то нечiтка множина X̃0 — стiйка (асимптотично стiйка)
за степенем належностi.

Вирiшено задачу спостереження початкового стану в невизначених не-
чiтких динамiчних системах [21]. Вважається, що об’єкт спостереження
описується рiзницевою невизначеною нечiткою системою

˜̃Xk+1 = Rk ◦ ˜̃Xk, k = 0, 1, 2, ..., (44)

де ˜̃X(to) = ˜̃X0 — невизначена нечiтка множина початкових станiв;
˜̃X(tk) =

˜̃Xk, k = 0, 1, 2, ..., — невизначенi нечiткi множини можливих ста-
нiв системи в моменти часу tk ∈ T , R(tk) = Rk, k = 0, 1, 2, ... — деякi
невизначенi нечiткi вiдображення, що визначають переходи системи.

Нехай для заданого рiвня достовiрностi β ∈ [0, 1] множини ¯̃Xβ
k ,

k = 0, 1, 2, ..., є нормовано регулярними нечiткими множинами.
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Означення 24. Пiд траєкторiєю, що реалiзується на рiвнi достовiрностi
β ∈ [0, 1], будемо розумiти послiдовнiсть нечiтких множин ¯̃Xβ

k ,
k = 0, 1, 2, ..., для елементiв яких

xβk ∈ supp ¯̃Xβ
k , k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1],

∀k = 0, 1, 2, ... ∃ єдиний елемент x̄βk : µ(x̄βk) = 1, k = 0, 1, 2, ... .
Iнформацiя про реалiзованi стани системи (44) задається у виглядi по-

слiдовностi невизначених нечiтких множин ˜̃Yk, k = 0, 1, 2, ..., якi будемо
представляти за рiвнями достовiрностi у виглядi

˜̃Yk =
∪

β∈[0,1]

¯̃Y β
k , k = 0, 1, 2, ..., (45)

де ¯̃Y β
k , k = 0, 1, 2, ..., — нечiткi множини з рiвнем достовiрностi

τ(x, µ(x)) = β, β ∈ [0, 1].
Нехай нечiткi множини ¯̃Y β∗

k , k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1] задають деякий ви-
хiд, що реалiзувався. Розв’язком задачi спостереження на рiвнi достовiрно-
стi β ∈ [0, 1] будемо називати нечiтку множину ¯̃Xβ∗

0 , β ∈ [0, 1] початкових
станiв, сумiсних iз заданим виходом, у яких множини можливих виходiв
”близькi” до ¯̃Y β∗

k , k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1] в деякому розумiннi.
Позначимо

Sβ∗
k = { ¯̃Xβ

k ∈ E
n : µC̃k

(xβk , y
β∗
k ) > 0, xβk ∈ supp ¯̃Xβ

k ,

yβ∗k ∈ supp ¯̃Y β∗
k }, k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1],

де C̃k, k = 0, 1, 2, ... — заданi нечiткi вiдображення.
Скорегованою траєкторiю системи на рiвнi достовiрностi β ∈ [0, 1] нази-

вають нечiткi множини Z̃β
0 = ¯̃Xβ

0 , Z̃β
k = ¯̃Xβ

k ∩ S
β∗
k , k = 1, 2, ... .

Початковий стан ¯̃Xβ
0 на рiвнi достовiрностi β ∈ [0, 1] сумiсний iз зада-

ним виходом ¯̃Y β∗
k , k = 0, 1, 2, ..., якщо Z̃β

k ̸=Ø, k = 0, 1, 2, ... . Множину
всiх початкових станiв на рiвнi достовiрностi β ∈ [0, 1], сумiсних з ¯̃Y β∗

k ,
k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1], позначимо як En

βS . Якщо для заданого початково-

го стану ¯̃Xβ
0 , β ∈ [0, 1], сумiсного iз заданим виходом ¯̃Y β∗

k , k = 0, 1, 2, ...,
β ∈ [0, 1], скорегованi множини Z̃β

k , k = 0, 1, 2, ..., є нормовано регулярни-
ми нечiткими множинами, то множину таких початкових станiв позначимо
En

βR.

Лема 1. Для ∀β ∈ [0, 1] кожний нормовано регулярний нечiткий поча-
тковий стан системи (44) сумiсний з заданим виходом

En
βR ⊆ En

βS . (46)

Лема 2. Якщо ¯̃Xβ
0 — нормовано регулярний нечiткий початковий стан

∀β ∈ [0, 1], то µC̃k
( ¯̃Xβ

k ,
¯̃Y β∗
k ) > 0 для всiх k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1], ¯̃Xβ

k ,

k = 0, 1, 2, ... — траєкторiя системи (44), що реалiзується на рiвнi досто-
вiрностi β ∈ [0, 1] з початковим станом ¯̃Xβ

0 .
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Твердження 2. Для довiльного виходу ¯̃Y β∗
k , k = 0, 1, 2, ..., β ∈ [0, 1] з

рiвнем достовiрностi β ∈ [0, 1], для якого

yβk ∈ supp ¯̃Y β∗
k , ¯̃Y β∗

k = C̃k−1 ◦ ¯̃Y β∗
k−1, k = 1, 2, ..., β = [0, 1],

iснує вiдповiдного рiвня достовiрностi траєкторiя системи (44) з нормо-
вано регулярним початковим станом, яка сумiсна iз заданим виходом.

Запропоновано методику якiсного аналiзу динамiки нечiтких систем ве-
ликої розмiрностi [22].

Розглянемо нечiтку динамiчну систему S, множина станiв якої описує-
ться сукупнiстю нечiтких множин ÃS = {(x, µS(x)), x ∈ X}. Припустимо,
що в системi видiлено двi пiдсистеми S1, S2, стани яких також мають бути
представленi у виглядi нечiтких множин ÃS1 = {(x1, µS1(x

1)), x1 ∈ X1} та
ÃS2 = {(x2, µS2(x

2)), x2 ∈ X2} унiверсальних множин X1, X2 вiдповiдно,
X1 ∪X2 = X.

Для визначення функцiй належностi µS1(x
1) : X1 → [0, 1] та µS2(x

2) :

X2 → [0, 1] нечiтких множин ÃS1 та ÃS2 будемо ототожнювати µS1(x
1),

µS2(x
2) з кориснiстю пiдсистем S1, S2. Представимо величини мiри нале-

жностi µS(x) у виглядi

µS(x
1) = [µS1(x

1)]α, x1 ∈ X1, µS(x
2) = [µS2(x

2)]β, x2 ∈ X2, α, β ≥ 0. (47)

Знаходження величин α, β проводиться на основi методики прийняття
рiшення в багатокритерiальнiй ситуацiї з урахуванням важливостi крите-
рiїв.

Процедура декомпозицiї нечiтких систем дозволила розглянути задачу
якiсного аналiзу динамiки багатовимiрних нечiтких систем вигляду (19).

Припустимо, що система складається з двох пiдсистем. При цьому си-
стема (19) буде мати вигляд

X̃
(1)
k+1 = R

(1)
k ◦ X̃

(1)
k + F

(1)
k ◦ X̃(2)

k , (48)

X̃
(2)
k+1 = R

(2)
k ◦ X̃

(2)
k + F

(2)
k ◦ X̃(1)

k ,

де R(1)
k , R

(2)
k — нечiткi вiдображення з Xi в Xi, i = 1, 2, вiдповiдно, що

визначають переходи станiв пiдсистем, k = 0, 1, 2, ..., а величини F
(1)
k ◦

◦ X̃(2)
k = f

(1)
k (X̃

(2)
k ), F

(2)
k ◦ X̃(1)

k = f
(2)
k (X̃

(1)
k ), k = 0, 1, 2, ..., — визначають

взаємний вплив пiдсистем.
Нехай iзольованi пiдсистеми є стiйкими (асимптотично стiйкими) за сте-

пенем належностi. Це означає, що нечiткi множини
˜̄X
(1)
k = {(x1, µ̄(1)k (x1)) : x1 ∈ X1} та ˜̄X

(2)
k = {(x2, µ̄(2)k (x2)) : x2 ∈ X2},

k = 0, 1, 2, ..., визначають стiйкi (асимптотично стiйкi) розв’язки пiдсистем

˜̄X
(1)
k+1 = R

(1)
k ◦

˜̄X
(1)
k , ˜̄X

(2)
k+1 = R

(2)
k ◦

˜̄X
(2)
k

(49)

з початковими значеннями ˜̄X
(1)
0 = {(x1, µ(1)0 (x1)) : x1 ∈ X1}, ˜̄X

(2)
0 =

= {(x2, µ(2)0 (x2)) : x2 ∈ X2}.

121



E. В. IВОХIН

Твердження 3. Припустимо, що ∀k = 0, 1, 2, ...,

dH( ˜̄X
(i)
k+1, f

(i)
k (X̃

(3−i)
k )) ≤ g(i)(dH( ˜̄X

(i)
k , X̃

(i)
k )), (50)

де g(i)(w(i)
k ), i = 1, 2, k = 0, 1, 2, ..., – неперервнi додатнi функцiї на R1

+.
Позначимо через r(i)k (w

(i)
0 ), k = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, — максимальнi розв’яз-

ки скалярних рiзницевих рiвнянь

w
(i)
k+1 = λ

(i)
k w

(i)
k + g(i)(w(i)

k ), w
(i)
0 ≥ 0, 0 < λ

(i)
k ≤ 1, k = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2.

(51)
Тодi для кожного i = 1, 2, k = 0, 1, 2, ..., маємо

dH( ˜̄X
(i)
k+1, f

(i)
k (X̃

(3−i)
k )) ≤ r(i)k (w

(i)
0 ), dH( ˜̄X

(i)
1 , f

(i)
0 (X̃

(3−i)
0 )) ≤ w(i)

0 . (52)

Задачi прийняття рiшень в умовах невизначеностi

Сучаснi iнформацiйнi системи досить часто є сховищами неточних (не-
чiтких) даних, обробка яких потребує спецiальних пiдходiв. Для накопи-
чення та представлення таких даних активно розвивається технологiя не-
чiтких баз даних та нечiтких запитiв до сховищ даних, яка будується на
використаннi нечiтких множин i нечiтких вiдношень з пiдтримкою формул
нечiткої логiки [23].

Обробка неточно заданої iнформацiї з метою отримання конкретного ре-
зультату або висновку вимагає вирiшення багатьох задач, однiєю з яких
є кластеризацiя (об’єднання даних у вiдносно однорiднi групи-кластери).
Бiльшiсть з iснуючих пiдходiв для кластеризацiї є евристичними метода-
ми, що базуються на певних алгоритмах дiй дослiдника i не вимагають
складних статистичних розрахункiв. Однак, їх використання у випадку
нечiткої iнформацiї суттєво ускладнюється або взагалi стає неможливим
через специфiчне представлення нечiткостi.

Розробка конструктивного алгоритму проведення кластеризацiї нечiтких
даних, представлених сукупнiстю складених нечiтких множин з K(Ãm),
включає в себе формалiзацiю способiв пошуку кластерного центру множи-
ни та реалiзацiю процедури групування нечiтких даних в межах заданої
кiлькостi кластерiв з використанням нечiткого вiдношення переваги для
порiвняння вiдповiдних вiдстаней (див.[24]).

В задачах прийняття рiшень реальнi данi часто мають неточний, нечi-
ткий характер, що потребує розробки спецiальних математичних моделей,
якi дозволять адекватно вiдображати ситуацiю, та методiв для обробки
даних. Тому, важливими з практичної точки зору є задачi використання
математичних методiв та алгоритмiв для пiдтримки прийняття рiшень в
умовах невизначеностi. Методику вибору рiшень за умов представлення
вихiдних даних у виглядi сукупностi складених нечiтких множин наведено
в [25].

Обслуговування iнформацiйних потреб базується на широкому застосу-
ваннi баз даних (БД). Запити до БД формулюються у виглядi чiтких вимог
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до необхiдних даних. Чiткi вимоги дозволяють отримувати конкретнi ре-
зультати пошуку в БД. Однак в запитах, що формулює користувач, часто
присутнi неточностi та невизначеностi.

Запропоновано розширення та узагальнення поняття нечiтких баз даних.
Для довiльної чiткої бази даних може бути побудоване нечiтке представ-
лення (нечiтка БД, НБД), в якому iнформацiя про характеристики (поля)
об’єктiв проблемної областi подаються сукупнiстю пар атрибутiв: в першо-
му — конкретнi значення атритута з таблицi чiткої бази даних, в другому
— значення вiдповiдностi даних першого стовпця деякому правилу (нечi-
ткому поняттю). Детальний опис створення нечiтких баз даних на основi
складених нечiтких множин наведено в [26].

Таким чином, в рамках дослiдження проведено аналiз та розробка но-
вих конструктивних пiдходiв для якiсного аналiзу розв’язкiв рiзницевих
нечiтких систем, вирiшено ряд задач обробки нечiтких даних спецiального
вигляду, розроблено методи та алгоритми для роботи з нечiткою iнформа-
цiєю, що може бути використано у процесах створення та супроводження
систем пiдтримки прийняття управлiнських рiшень в умовах невизначено-
стi.
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