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АНАЛIЗ ЛIНIЙНОЇ СИСТЕМИ
МЕТОДОМ ДОПУСТИМИХ БАЗИСНИХ МАТРИЦЬ

В. I. Кудiн

Резюме. Запропоновано метод аналiзу та оптимiзацiї лiнiйної
системи — метод допустимих базисних матриць (МДБМ). Метод
(зокрема, розв’язання задачi лiнiйного програмування) грунтує-
ться на концепцiї базисних матриць. В роботi наведено всi необхi-
днi теоретичнi обгрунтування для побудови алгоритмiчних схем.
Встановлено умови єдиностi та неєдиностi оптимальних розв’яз-
кiв. Метод призначений для розв’язання задач великої розмiрно-
стi, iдентифiкацiї пасивних обмежень моделi в ходi iтерацiйного
процесу.

Вступ
Загальна теорiя двоїстостi Дж. Неймана [1] знайшла своє пiдтвердження

в сiмплекс-методах, що були розробленi рядом авторiв [1–5] як для прямої
(канонiчної), так i для двоїстої задач. Для подальших застосувань стало ва-
жливим не лише “здатнiсть” методу знаходити оптимальнi розв’язки, але
й проводити аналiз властивостей системи на рiзних стадiях обчислень. В
данiй роботi розглядається метод допустимих базисних матриць (МДБМ)
для проведення аналiзу лiнiйних систем, зокрема, задач лiнiйного програ-
мування.

В основi методу лежить iдея базисної матрицi. В базисну матрицю, в хо-
дi iтерацiйного процесу, вводяться i виводяться нормалi обмежень моделi.
Цей метод поєднує в собi переваги симплекс-методiв, аналiзує властивостi
компонент моделi на стадiї дооптимiзацiї, оптимiзацiї та постоптимiзацiї,
може бути поширеним для аналiзу лiнiйних моделей з нелiнiйними ком-
понентами — слабонелiнiйних. Запропонований МДБМ не лише знаходить
оптимальний розв’язок, але й дозволяє iдентифiкувати пасивнi та неактив-
нi обмеження моделi (лiнiйнi нерiвностi) в ходi iтерацiйного аналiзу, вста-
новлювати iснування, єдинiсть та неєдинiсть оптимальних розв’язкiв.

Основнi положення методу допустимих базисних матриць
Основою запропонованого методу є iдея порядкової базисної матрицi.

Базиснi матрицi в ходi iтерацiй послiдовно змiнюються вводом-виводом iз
неї рядкiв-нормалей обмежень. Збiжнiсть до оптимального розв’язку “iде”
за допустимими базисними вершинами багатогранної множини.

Розглянемо задачу лiнiйного програмування вигляду

maxBu, (1)
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ATu ≤ CT , (2)

де B = (b1, b2, ..., bm), C = (c1, c2, .., cn), u = (u1, u2, .., um)T ,
aj = (aj1, aj2, ..., ajm), j = 1, n — рядки матрицi AT , T — знак транспонува-
ння. Будемо вважати, що n > m, а множина допустимих розв’язкiв задачi
обмежена. Модель (1)–(2) дослiджується в просторi Em.

Означення 1. Пiдматрицю Aб матрицi AT , складену iз m лiнiйно неза-
лежних рядкiв, будемо називати допустимою базисною, а розв’язок u0 си-
стеми рiвнянь Aбu = C0, де C0 = (ci1 , ci2 , ..., cim)

T ⊂ CT− (пiдвектор), що
задовольняє (2), допустимим базисним.

Базисний розв’язок u0 будемо вважати виродженим, якщо вiн є розв’яз-
ком перевизначеної системи лiнiйних рiвнянь (перетин бiльш нiж m гiпер-
площин у вершинi u0).

Означення 2. Двi базиснi матрицi, в яких вiдмiнний один, наприклад, k-й
рядок, будемо називати сумiжними.

Нехай eri — елементи матрицi A−1
б , оберненої до Aб;

u0 = (u01, u02, ..., u0m)T — базисний розв’язок; αr = (αr1, αr2, ..., αrm) —
вектор розкладення нормалi обмеження aru0 ≤ cr за рядками базисної
матрицi Aб, тобто ar = αrAб; α0 = (α01, α02, ..., α0m) — вектор розкладен-
ня вектору-градiєнту цiльової функцiї (1) за рядками базисної матрицi Aб,
який визначається, як розв’язок системи рiвнянь B = α0Aб; ∆r = aru0−cr
— нев’язка r-го обмеження (1) у вершинi u0; Jb, JH (J = Jb

∪
JH) — мно-

жини iндексiв, вiдповiдно базисних i небазисних обмежень (2). Введенi ве-
личини (елементи методу) в новiй базиснiй матрицi Aб, яка утворюється
замiною рядка ak на al, що не входить в базисну матрицю Aб, будемо по-
значати рискою зверху, тобто αr, ∆k, eri, α0.

Теорема 1. Мiж коефiцiєнтами розвинення нормалей обмежень (2), цi-
льової функцiї (1) за рядками базисної матрицi, елементами обернених
матриць, базисними розв’язками, нев’язками обмежень (2), значеннями
цiльової функцiї в двох сумiжних базисних матрицях мають мiсце такi
спiввiдношення:

αrk =
αrk

αlk
, αri = αri −

αrk

αlk
αli, r = 0, n; i = 1,m; i ̸= k; (3)

erk =
erk
αlk

, eri = eri −
erk
elk

αli, r = 1,m; i = 1,m; i ̸= k; (4)

u0j = u0j −
ejk
αlk

∆l, j = 1,m; (5)

∆k = −∆l

αlk
, ∆r = ∆r −

αrk

αlk
∆l, r = 1, n; r ̸= k; (6)

Bu0 = Bu0 −
α0k

αlk
∆l, (7)

причому умовою опорностi базисної матрицi при вводi вектору нормалi
al обмеження alu ≤ cl k-м рядком базисної матрицi Aб є виконання умови
αlk ̸= 0, умовою допустимостi опорного базисного розв’язку є — αlk < 0,
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зростання цiльової функцiї — α0k < 0, спадання цiльової функцiї — α0k > 0
та незмiнностi значень цiльової функцiї — α0k = 0.

Доведення наведено в [3].
Нехай u0 — допустимий базисний розв’язок задачi, тобто iснує базисна

матриця Aб така, що Aбu0 = c0 i ∆r ≤ 0, r = 1,m.

Теорема 2. Для того, щоб Bu0 > Bu0 i новий розв’язок u0 зберiгався
допустимим базисним для задачi (1), (2), необхiдно i достатньо, щоб
iснували такi номери k та l, для яких α0k < 0, αlk < 0 i ∆r

∆l
≥ αrk

αlk
, r = 1, n.

Означення 3. Допустимий базисний розв’язок u0 оптимальний, якщо
Bu0 ≥ Bu для всiх u, що задовольняють (2).

Наслiдок 1. Для того, щоб Bu0 < Bu0, а новий розв’язок u0 зберiгав-
ся допустимим базисним для задачi (1), (2) необхiдно i достатньо, щоб
iснували такi номери k та l, для яких
α0k > 0, αlk < 0, ∆r

∆l
≥ αrk

αlk
, r = 1, n.

Теорема 3. Для оптимальностi базисного розв’язку u0 необхiдно i доста-
тньо, щоб αok ≥ 0 для k = 1,m.

Наслiдок 2. Для оптимальностi базисного розв’язку u0 та базисної ма-
трицi Aб для задачi max (−Bu), u ∈ U необхiдно i достатньо, щоб
α0k ≤ 0, k = 1,m.

Теорема 4. Якщо ∃ iндекс k такий, що α0k < 0 i αrk ≥ 0, для r /∈ Jб, то
цiльова функцiя задачi необмежена на множинi допустимих розв’язкiв.

Теорема 5. Якщо α0k < 0 i ∆l
αlk

= min
r,

αrk<0

∆r
αrk

, то Bu0 ≥ Bu0 i u0 — допу-

стимий базисний розв’язок.

Доведення теорем 2—5 є в [4].

Дослiдження пасивностi та неактивностi обмежень моделi
Розглянемо застосування МДБМ для аналiзу (1)—(2), зокрема, для вияв-
лення пасивних обмежень.

Нехай U = {u/aju ≤ cj , j ∈ J}, Ur = {u/aju ≤ cj , j ∈ J, J ̸= r},
U0 = {u0/Bu0 = max

u∈U
Bu, u ∈ U}, U0

r = {u0/Bu0 = max
u∈Ur

Bu, u ∈ Ur}.

Означення 4. Обмеження aru ≤ cr пасивне (несуттєве, надлишкове),
якщо U = Ur.

Означення 5. Обмеження aru ≤ cr неактивне, якщо U0 = U0
r .

Означимо через A0
б(k) матрицю, яка отримується iз базисної матрицi Aб,

замiною k-го рядка вектором B.

Означення 6. Матрицю B0
k будемо називати оптимально базисною, якщо

iснує обернена до неї (A0
б(k))

−1, A0
б(k) · u0 = d0, де

d0 = (c01, ..., ck−1,−Bu0, c0k+1, ..., c
0
m)T .
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Теорема 6. Для того, щоб обмеження aru ≤ cr було пасивним необхiдно
i достатньо iснування Aб, вiдносно якої αrk ≥ 0 для k = 1,m.

Теорема 7. Для того щоб aru ≤ cr обмеження було неактивним для
(2) необхiдно i достатньо, щоб iснувала оптимально базисна матриця
A0

б(k), k = 1,m, вiдносно якої αri ≥ 0 для всiх i = 1,m.

Наслiдок 3. Для несумiсностi множини U , утвореної перетином
Ur = {u/aju ≤ cj , j ∈ J, j ̸= r} та П(+)

r = {u/aru lecr, r ∈ J},
тобто U = Ur ∩ П(+)

r = ∅, необхiдно i достатньо iснування базисної ма-
трицi Aб, опорної вершини u0, що виконується при
αri ≤ 0, i = 1,m та ∆r = aru0 − cr > 0.

Доведення теорем 6,7 наведено в [4].
Властивостi структурних елементiв моделi (1)–(2).
Нехай iснує базисна матриця Aб, ранг якої m та iндекс k, тобто

αrk = 0, r /∈ Jб, тодi довiльна сiмплексна iтерацiя по вводу на k-у позицiю
базисної матрицi вектора нормалi al обмеження alu ≤ cl ∀l /∈ Jб утворює
нову матрицю, ранг якої m−1, що визначає одновимiрну необмежену грань
з направляючим вектором ek, де ek — вектор-стовпець k матрицi A−1

б , який
позначимо (A−1

б )
k
.

Наслiдок 4. Для точок одновимiрної необмеженої гранi з направляючим
вектором ek виконуються умови:
при α0k < 0 — необмежене зростання цiльової функцiї,
якщо α0k > 0 — необмежене спадання цiльової функцiї,
якщо α0k = 0, то цiльова функцiя незмiнна,
∆k — оцiнка обмеження, нормаль якого виводиться з базисної матрицi,
необмежено спадає, решта ∆r, r /∈ Jб — незмiннi i при цьому вiд’ємнi.

Наслiдок 5. Якщо α0k = 0 i ∆l
αlk

= min
r, r /∈Jб
αrk<0

∆r
αrk

, то: Bu0 = Bu0, u0 ̸= u0,

u0 — допустимий базисний розв’язок, направляючий вектор ek ребра, що
з’єднує u0 та u0 — ортогональний вектору нормалi цiльової функцiї B.

Наслiдок 6. Для ортогональностi направляючого вектора ребра, що
з’єднує u0 та u0 та вектора нормалi B необхiдно i достатньо α0k = 0.

Наслiдок 7. Для коленiарностi направляючого вектора ребра, що поєднує
u0 та u0 та вектора В необхiдно i достатньо α0k = 1.

Наслiдок 8. Якщо α0 = (α
(−)
0 , α

(0)
0 , α

(1)
0 , α

(+)
0 ), де

α
(−)
0 = { i/i = 1,m, α0i < 0 } ,

α
(+)
0 = { i/i = 1,m, α0i > 0 } ,

α
(0)
0 = { i/i = 1,m, α0i = 0 } ,

α
(1)
0 = { i/i = 1,m, α0i = 1 } ,
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тодi якщо α(−)
0 ̸= ∅, то переходи в сiмплекснiй схемi, пов’язанi з αoi < 0,

ведуть до росту цiльової функцiї;
якщо α(0)

0 ̸= ∅, то вiдповiднi переходи в сiмплекснiй схемi задовольняють
умовi ортогональностi ребра та вектора В;
якщо α(1)

0 ̸= ∅, то вiдповiднi переходи в сiмплекснiй схемi задовольняють
умовi колiнарностi ребра ei та вектора В;
якщо α

(+)
0 ̸= ∅, то вiдповiднi переходи в сiмплекснiй схемi, пов’язанi з

α0i > 0, ведуть до спаду значень цiльової функцiї;
за умови виконання умов теорем 1, 2, 5.

Наслiдок 9. Якщо iснує iндекс k такий, що α0k = 0 i αrk ≥ 0 для всiх
небазисних r , то область U , що визначає (1), (2) має необмежене ребро
з направляючим вектором ek, причому значення цiльової функцiї
Bu0 = Bu0, u0 ̸= u0, а ek та B є ортогональними.

Наслiдок 10. Якщо iснує iндекс k такий, що α0k = 1 та αrk ≥ 0 для
всiх небазисних r, то область U , що визначає (1), (2) має необмежене
ребро з направляючим вектором ek, причому значення цiльової функцiї
спадатиме Bu0 = Bu0 − λ, а ek та B коленiарнi.

Наслiдок 11. Якщо iснує iндекс k такий, що α0k > 0 та αrk ≥ 0 для всiх
небазисних r, то цiльова функцiя задачi необмежена знизу на множинi
допустимих розв’язкiв.

Наслiдок 12. Якщо α0k > 0 i ∆l
αlk

= min
r∈Jb, αrk<0

∆r
αrk

, то Bu0 < Bu0, а u0 —

допустимий базисний розв’язок.

Справедливiсть наслiдкiв 3–12 безпосередньо випливає з формул (3)–(7)
теореми 1 та теореми 3.

Виродженiсть базисного розв’язку задачi лiнiйного програмування.
Розглянемо таку ε-задачу:

max
u∈U

m∑
i=1

biui, (8)

де U визначається системою нерiвностей
m∑
i=1

ajiui ≤ cj + εVj(0) · εn+1−j = cj(ε), (9)

v(0) = (v1(0), v2(0), ..., vj(0), ..., vn(0)) — n–вимiрний вектор, компоненти якого
визначаються спiввiдношеннями

Vj(0) =

{
0, j ∈ Jб,
j0, j0 < j −m− 1, j /∈ Jб

, ε ≥ 0, j ∈ J. (10)

Задачу (1), (2) будемо називати породжуючою, а (8)–(10) — “збуреною”.

Теорема 8. Якщо u0 базисний розв’язок задачi (1),(2), то iснує ε1 > 0
таке, що для 0 < ε < ε1 вiдповiдний базисний розв’язок задачi (8)–(10)
буде невироджений.
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Теорема 9. Iснує ε2 > 0 таке, що для iнтервалу 0 < ε < ε2 ε-задача буде
невиродженою.

Теорема 10. Довiльний опорний базисний розв’язок ε-задачi буде опорним
базисним розв’язком (1),(2), тобто породжуючої задачi. Оптимальному
базисному розв’язку останньої задачi вiдповiдає оптимальний базисний
розв’язок “збуреної” задачi при ε = 0.

Теореми 8–10 обгрунтованi в [4].
Положення теорем 8—10 вказують на iснування малих збурень для ви-

родженої задачi (1)—(2) у виглядi (8)—(10) –– невиродженої задачi.
Умови єдиностi та необмеженостi множини оптимальних розв’язкiв.

Наслiдок 13. Необхiдною i достатньою умовою єдиностi оптимального
опорного, допустимого розв’язку u0 є виконання умови α0i > 0, i = 1,m.

Наслiдок 14. Допустимий, опорний, базисний розв’язок u0 задачi неєди-
ний тодi i тiльки тодi, коли iснує k таке, що α0k = 0.

Наслiдок 15. Розв’язки задачi (1),(2) утворюють необмежену замкнену
множину тодi i тiльки тодi, коли серед k ∈ I = {1, 2, ... , m} iснують
такi, що виконуються умови α0k = 0, αjk0, j /∈ Jб.

Наслiдок 16. Розмiрнiсть множини оптимальних розв’язкiв визначає-
ться k0, де k0 — потужнiсть множини k0 =

{
k/α0k = 0, k = 1,m

}
.

Наслiдки 13–16 випливають з теореми 1 (формула (7)) та теореми 3.
Приведенi положення теорем охоплюють всi випадки для органiзацiї роз-

ширеного аналiзу лiнiйної системи на основi методу базисних матриць:
1. Якщо iснує базисна матриця Aб така, що α0k ≥ 0, k = 1,m, то базисна

матриця i вiдповiдний їй розв’язок u0 оптимальний, причому при
α0k > 0, k = 1,m — розв’язок єдиний, якщо ∃ i0 таке, що α0i0 = 0 —
розв’язок неєдиний.

2. Якщо iснує k таке, що α0k < 0, αrk ≥ 0 для всiх r ∈ JH , то цiльова
функцiя задачi необмежена зверху, а при α0k > 0 та αrk ≥ 0 для всiх r ∈ JH
— необмежена знизу на множинi допустимих розв’язкiв.

3. Якщо iснує базисна матриця Aб та розв’язок u0 такий, що αrk ≤ 0,
k = 1,m , ∆r > 0, то система нерозв’язна за несумiснiстю обмежень.

4. Якщо iснує k таке, що αrk < 0, то з допомогою перетворень (3)–(7)
можна перейти до нової базисної матрицi та розв‘язку з бiльшим значенням
цiльової функцiї при α0k < 0, зменшенням цiльової функцiї при α0k > 0 та
незмiнностi значень при α0k = 0.

5. Якщо iснує базисна матриця Aб та розв’язок u0 такi, що αrk ≥ 0,
k = 1,m, ∆r ≤ 0, то обмеження aru ≤ cr пасивне.

6. Якщо iснує на деякiй iтерацiї оптимально-базисна матриця Aб, вiдно-
сно якої αrk ≥ 0, k = 1,m, ∆r ≤ 0, то обмеження aru ≤ cr неактивне.
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Висновок
На основi наведених вище положень теорем можна побудувати рiзно-

манiтнi алгоритмiчнi схеми аналiзу моделi лiнiйного програмування мето-
дом базисних матриць. Запропонованi вище положення методу (теореми
та наслiдки) можуть бути заcтоcованi, зокрема, для побудови процедур
аналiзу моделi на cтадiї дооптимiзацiї: уточнення меж змiнних та опти-
мального розв’язку (1), (2), iдентифiкацiї пасивних обмежень, локалiзацiї
облаcтi оптiмума, знаходження наближеного розв’язку, побудови агрегую-
чих множин для U , “видiлення” фундаментальної cиcтеми обмежень, тобто
обмежень (2) утворюючих U .

Результати обчислювального експерименту за методом базисних матриць
наведено в роботах [6–8].
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