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ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНА ДИХОТОМIЯ ТА ОБМЕЖЕНI
РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ ШРЬОДIНГЕРА

О. О. Покутний

Резюме. Отримано необхiдну та достатню умови iснування обме-
жених на всiй осi розв’язкiв слабконелiнiйного рiвняння Шрьо-
дiнгера в припущеннi, що однорiдне рiвняння є експоненцiально-
дихотомiчним на пiвосях. Використовуючи узагальнено-обернений
оператор Грiна побудовано обмеженi розв’язки.

Вступ

Багато робiт присвячено дослiдженню взаємозв’язкiв мiж поняттям екс-
поненцiальної дихотомiї на всiй осi та обмеженими розв’язками вiдповiдно-
го диференцiального рiвняння як в скiнченно- так i нескiнченновимiрних
просторах. Це питання має свою iсторiю, якiй вже понад 50 рокiв. Серед
рiвнянь, що мають таку властивiсть, останнiм часом все бiльш актуальни-
ми стають диференцiальнi рiвняння, що є експоненцiально-дихотомiчними
на пiвосях. Крайовi задачi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь, що є
експоненцiально-дихотомiчними на пiвосях в просторах Банаха з обмеже-
ним оператором в лiнiйнiй частинi розглядалися в [1]. Для лiнiйних й слаб-
конелiнiйних диференцiальних рiвнянь в просторах Банаха з необмеженим
оператором в лiнiйнiй частинi така теорiя побудована в [2]. Дана робота
присвячена отриманню необхiдних та достатнiх умов iснування обмежених
на всiй осi розв’язкiв крайових задач для лiнiйного й слабконелiнiйного
рiвняння Шрьодiнгера в просторi Гiльберта за умов, коли вiдповiдне одно-
рiдне рiвняння є експоненцiально-дихотомiчним на пiвосях.

1. Лiнiйний випадок.
Постановка задачi

Розглянемо таке диференцiальне рiвняння Шрьодiнгера [3]

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + f(t), t ∈ J (1)

в просторi Гiльберта H, де для кожного t ∈ J ⊂ R, необмежений оператор
H(t) має вигляд H(t) = H0 + V (t); тут H0 = H∗

0 необмежений самоспря-
жений оператор з областю визначення D = D(H0) ⊂ H; вiдображення
t→ V (t) — сильно неперервне. Визначимо як в [3] операторнозначну фун-
кцiю

Ṽ (t) = eitH0V (t)e−itH0 .
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В цьому випадку для Ṽ (t) справедливе представлення Дайсона [3, с.311] i
можна визначити пропагатор Ũ(t, s). Якщо U(t, s) = e−itH0Ũ(t, s)eisH0 , то
ψs(t) = U(t, s)ψ — слабкий розв’язок (1) з умовою ψs(s) = ψ в тому сенсi,
що для довiльного η ∈ D(H0) функцiя (η, ψs(t)) є диференцiйовною й

d

dt
(η, ψs(t)) = −i(H0η, ψs(t))− i(V (t)η, ψs(t)), t ∈ J.

Дана частина присвячена отриманню необхiдних й достатнiх умов iсну-
вання слабких обмежених розв’язкiв неоднорiдного рiвняння (1) з
f ∈ BC(J,H) = {f : J → H; функцiя f неперервна та обмежена}.

Тут обмеженiсть розумiється в тому сенсi, що |||f ||| = supt∈J ||f(t)|| < ∞.
Для простоти викладення будемо припускати, що D щiльна в H. Опера-
тор U(t, s) лiнiйний обмежений оператор для фiксованих t, s й через те що
множина D щiльна в H, то його можна розширити на весь простiр H за не-
перервнiстю, що й припускається в подальшому. Розширення еволюцiйного
оператора на весь простiр позначатиметься таким же чином.

1.2. Обмеженi розв’язки.

В подальшому ми будемо використовувати поняття експоненцiальної ди-
хотомiї в сенсi [4]. Окремий iнтерес представляє аналiз експоненцiальної
дихотомiї на пiвосях R−

s = (−∞, s] та R+
s = [s;∞). В цьому випадку прое-

кторнозначнi функцiї визначенi на пiвосях будуть позначатися P−(t), для
всiх t ≥ s, та P+(t), для всiх t < s, з константами M1, α1 та M2, α2, вiд-
повiдно (α1, α2 — коефiцiєнти ентропiї чи Ляпунова на пiвосях). Бiльшiсть
тверджень, представлених нижче, можна отримати таким же чином як в
[2]. Основний результат цiєї частини можна подати у наступному виглядi.

Лема 1. Нехай {U(t, s), t ≥ s ∈ R} родина сильно неперервних еволюцiй-
них операторiв асоцiйованих з рiвнянням (1). Припустимо, що виконано
умови :

1. Оператор U(t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0

та R−
0 з проекторнозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t), вiдпо-

вiдно.
2. Оператор D = P+(0) − (I − P−(0)) має псевдообернений оператор за

Муром-Пенроузом.
Тодi справедливi такi твердження.
1. Iснують слабкi розв’язки рiвняння (1) обмеженi на всiй осi тодi й

тiльки тодi, коли вектор-функцiя f ∈ BC(R,H) задовольняє умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (2)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)U(0, t).
2. При виконаннi умови (2), слабкi розв’язки (1) обмеженi на всiй осi

мають вигляд

φ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0)∀c ∈ H, (3)
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де

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s U(t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t U(t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)P+(s)D
+[
∫∞
s U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s,∫ t

−∞ U(t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t U(t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)(I − P−(s))D
+[
∫∞
s U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t

узагальнений оператор Грiна задачi вiдшукання обмежених на всiй осi
розв’язкiв

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt;

L(G[f ])(t, 0) = f(t), t ∈ R
та

(Lx)(t) = dx

dt
− iH(t)x(t),

D+ — псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор до оператора D;
PN(D) = I − D+D та PN(D∗) = I − DD+ проектори [5] на ядро та ко-
ядро оператора D.

Зауваження 1. Аналогiчна теорема буде справджуватись у тому ви-
падку, коли еволюцiйнi оператори U(t, s) допускають експоненцiальну ди-
хотомiю на пiвосях R+

s та R−
s .

Далi ми покажемо, що умову 2 теореми 1 можна прибрати й рiвняння
(1) буде завжди розв’язним в певному сенсi. З доведення теореми 1 (див.
теорему 1 з [2]) випливає, що рiвняння (1) має обмеженi розв’язки тодi й
тiльки тодi, коли операторне рiвняння

Dξ = g, (4)

g =

∫ 0

−∞
U(0, τ)P−(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0
U(0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ

є розв’язним та їх кiлькiсть залежить вiд розмiрностi N(D).
Будемо видiляти три типи розв’язкiв.
1)Класичнi узагальненi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли оператор D нормально-розв’язний, тобто

R(D) = R(D). Тодi [5], як вiдомо g ∈ R(D) тодi й тiльки тодi, коли
PN(D∗)g = 0. В цьому випадку iснує псевдообернений за Муром-Пенроузом
оператор D+ та множина розв’язкiв рiвняння (4) може бути представлена
у виглядi [5]
ξ = D+g + PN(D)c,∀c ∈ H.
2) Сильнi узагальненi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли R(D) ̸= R(D). Покажемо, що оператор D

може бути розширеним до оператора D (що дiє вже у вiповiдному розши-
реному просторi) таким чином, що R(D) замкнена.
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Через те що оператор D обмежений, то справедливi такi розклади H в
ортогональнi суми

H = N(D)⊕X, H = R(D)⊕ Y

з X = N(D)⊥ та Y = R(D)
⊥
. Нехай E = H/N(D) фактор простiр простору

H за ядром N(D) та P
R(D)

— ортопроектор, що проектує весь простiр на

R(D). Тодi оператор

D = P
R(D)

Dj−1p : X → R(D) ⊂ R(D)

буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним ( тут p : X → E неперервна
бiєкцiя, а проекцiя j : H → E є такою, що трiйка (H,E, j) є локально
тривiальним розшаруванням з типовим шаром PN(L)H). У цьому випадку
[6, c.26,29] ми можемо визначити сильний узагальнений розв’язок рiвняння

Dξ = g, ξ ∈ X.

Поповнимо простiр X за нормою ||ξ||X = ||Dξ||F , де F = R(D) [6]. Тодi
розширений оператор

D : X → R(D), X ⊂ X
буде здiйснювати гомеоморфiзм мiж X та R(D), а оператор D = DPX :

H → H буде нормально-розв’язним (тут H = N(D)⊕X,R(D) = R(D)). В
силу конструкцiї сильного узагальненого розв’язку [6] рiвняння

D ξ = g

має єдиний розв’язок, який позначатимемо D+
g й називатимемо сильним

узагальненим розв’язком (4). Тодi множина всiх розв’язкiв рiвняння (4)
матиме вигляд

ξ = D
+
g + PN(D)c,∀c ∈ H.

3) Узагальненi псевдорозв’язки.
Розглянемо випадок, коли g /∈ R(D). Ця умова для елемента g рiвно-

сильна умовi PN(D∗)g ̸= 0. У цьому випадку iснують елементи з H , що
мiнiмiзують норму ||Dξ − g||H для ξ ∈ H,

ξ = D
+
g + PN(D)c,∀c ∈ H.

Цi елементи будемо називати узагальненими псевдорозв’язками рiвняння
(4).

Зауваження 2. Слiд пiдкреслити, що в кожному з розглянутих ви-
падкiв вигляд обмежених розв’язкiв (4) не змiнюється. Якщо позначи-
ти через (G[f ])(t, 0) вiдповiдне розширення узагальненого оператора Грiна
(G[f ])(t, 0), то в лемi 1 розв’язки рiвняння (1) будуть iснувати завжди в
одному з сенсiв 1)–3) й при цьому матимуть вигляд

φ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ H

для кожного з випадкiв.
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Зауваження 3. Поєднання результатiв теореми 1 та конструкцiй 1)–
3) говорить про те, що з умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях ви-
пливає iснування обмежених на всiй осi розв’язкiв рiвняння (1).

2. Основний результат (нелiнiйний випадок).

2.1. Постановка задачi та основний результат.
В просторi Гiльберта H, розглянемо диференцiальне рiвняння

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + εZ(φ, t, ε) + f(t). (5)

Ми шукаємо обмежений розв’язок φ(t, ε) рiвняння (5), що обертається в
один з розв’язкiв породжуючого рiвняння (1) при ε = 0.

Для знаходження необхiдної умови на оператор-функцiю Z(φ, t, ε) бу-
демо накладати обмеження за сукупнiстю змiнних в околi породжуючого
розв’язку φ0(t)

Z(·, ·, ·) ∈ C[||φ− φ0|| ≤ q]×BC(R,H)× C[0, ε0],
де q — деяка додатня стала.

Покажемо, що ця проблема може бути розв’язана з використанням опе-
раторного рiвняння для породжуючих констант

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(φ0(t, c), t, 0)dt = 0. (6)

Теорема 2 (необхiдна умова). Припустимо, що рiвняння (1) допускає
експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+

0 та R−
0 з проекторнозначними

оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiднo, а нелiнiйне рiвняння (5)
має обмежений розв’язок φ(·, ε), який обертається в один iз розв’язкiв
породжуючого рiвняння (1) з константою c = c0, φ(t, 0) = φ0(t, c

0) при
ε = 0. Тодi ця константа повинна задовольняти рiвняння для породжую-
чих констант (6).

Доведення цiєї теореми проводиться так як в [2, Теорема 1].
Для знаходження достатньої умови iснування обмежених розв’язкiв (1)

будемо додатково припускати, що оператор-функцiя Z(φ, t, ε) строго дифе-
ренцiйовна в околi породжуючого розв’язку (Z(·, t, ε) ∈ C1[||φ− φ0|| ≤ q]).

Ця проблема може бути розв’язана з використанням оператора

B0 =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)U(t, 0)P+(0)PN(D)dt : H → H,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=φ0,ε=0 (похiдна в сенсi Фреше).
Теорема 3 (достатня умова). Нехай рiвняння (1) допускає експонен-

цiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−

0 з проекторнозначними функцiя-
ми P+(t) та P−(t), вiдповiдно. Припустимо, що оператор B0 задовольняє
умови :

1. B0 − має псевдообернений оператор за Муром-Пенроузом;
2. PN(B∗

0 )
PN(D∗)P−(0) = 0.
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Тодi, для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння для
породжуючих констант (6), iснує обмежений на всiй осi розв’язок. Цей
розв’язок може бути знайдений за допомогою iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εG[Z(φ0(τ, c
0 + yk, τ, ε))](t, 0),

ck = −B+
0

∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) +R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(yk(t, ε), t, ε) = Z(φ0(t, c
0) + yk(t, ε), t, ε)− Z(φ0(t, c

0), t, 0)−A1(t)yk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R(1)
x (0, t, 0) = 0,

yk+1(t, ε) = U(t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, 0, ε),

φk(t, ε) = φ0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

φ(t, ε) = lim
k→∞

φk(t, ε).

2.2. Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами.
Спочатку сформулюємо таке твердження.

Наслiдок. Нехай функцiонал F (c) має похiдну Фреше F (1)(c) для ко-
жного елемента c0 простору Гiльберта H, що задовольняє рiвняння для
породжуючих констант (6). Якщо F 1(c) має обмежений обернений опе-
ратор, то рiвняння (5) має єдиний обмежений розв’язок на всiй осi для
кожного c0.

Зауваження 4. Якщо припущення наслiдка виконуються, то операто-
ри B0 та F (1)(c0) будуть збiгатися. Через те що оператор F (1)(c) оборо-
тний, то умова 1 теореми 3 для оператора B0 виконується автомати-
чно. В цьому випадку, рiвняння (5) має єдиний обмежений розв’язок для
кожного c0 ∈ H. Отже, умова оборотностi для оператора F 1(c) пов’я-
зує необхiдну й достатню умови. У скiнченновимiрному випадку умова
оборотностi оператора F (1)(c) еквiвалентна умовi простоти кореня c0

рiвняння для породжуючих амплiтуд [5].
Таким чином ми отримали модифiкацiю метода Ляпунова-Шмiдта. Слiд

також пiдкреслити, що теореми 2 та 3 дають нам умови наявностi можливої
складної поведiнки (5) [7].

Зауваження 5. Застосовуючи розвинену вищу теорiю для еволюцiйних
рiвнянь, що мають властивiсть експоненцiальної дихотомiї на пiвосях,
можна вивчати крайовi задачi.

Сформулюємо вiдповiдну постановку задачi. В просторi Гiльберта H
розглядається така крайова задача

dφ(t)

dt
= −iH(t)φ(t) + εZ(φ, t, ε) + f(t), (7)

Qφ(·) = α+ εJ(φ(t), t, ε). (8)
Для рiвняння (7) умови, якi накладаються на вектор-функцiю f(t) та опера-
тор-функцiю Z(φ(t), t, ε) такi ж самi, як i для рiвняння (5). Оператор Q є

153



ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНА ДИХОТОМIЯ ТА РIВНЯННЯ ШРЬОДIНГЕРА ...

лiнiйним та обмеженим, що дiє з простору Гiльберта H в простiр Гiльбер-
та H1, α — довiльний елемент простору H1, оператор-функцiя J(φ(t), t, ε)
задовльняє аналогiчним умовам, що й Z(φ(t), t, ε). Для такої задачi мо-
жна отримати необхiднi й достатнi умови iснування обмежених на всiй осi
розв’язкiв, що є аналогiчними до встановлених вище.
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