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Резюме. Предложен параллельный алгоритм резольвентной де-
композиции для решения операторных включений с максималь-
ными монотонными операторами, действующими в гильбертовом
пространстве. Доказана теорема о слабой в среднем сходимости
алгоритма.
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При решении сложных задач моделирования и оптимизации важное зна-
чение имеют различные декомпозиционные подходы, позволяющие сводить
решение исходной задачи к решению последовательности задач более про-
стой структуры [1, 2, 3]. Одной из актуальных проблем, связанных с не-
обходимостью привлечения идей декомпозиции, является эффективное ре-
шение сетевых задач выделения ресурсов (Network Resource Allocation) [4].

В работе предложена и изучена параллельная схема декомпозиции опе-
раторного включения с оператором, представимым в виде конечной суммы
”простых” операторов. Предложенный ниже алгоритм 1 — результат наив-
ного ”распараллеливания” метода из [5]. Работа непосредственно примыка-
ет к ранее опубликованным статьям [6, 7, 8]. Все необходимые сведения из
нелинейного анализа приведены в [9, 10].

Всюду далее H — действительное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением (·, ·) и порожденной нормой ∥·∥. Рассмотрим оператор-
ное включение

0 ∈ A1x+A2x+ . . .+Amx, (1)
где Ai : H → 2H — максимальный монотонный оператор.

Для оператора A : H → 2H будем использовать следующие обозна-
чения: D(A) = {x ∈ H : Ax ̸= ∅}, R(A) = {y ∈ H : ∃x ∈ D(A) y ∈ Ax},
A−10 = {x ∈ H : 0 ∈ Ax} (0 ∈ R(A) ⇔ A−10 ̸= ∅).

Напомним, что резольвентой оператора A : H → 2H называют оператор
JA = (I+A)−1 : H → 2H . Известно, что в случае максимальной монотонно-
сти оператора A резольвента JA является однозначным, всюду заданным

1Исследование выполнено при финансовой помощи ГФФИ Украины (проект
GP/F49/061) и Верховной Рады Украины (Именная стипендия ВР Украины для
молодых ученых в 2013 году).

155



В. В. СЕМЕНОВ

и твердо нерастягивающим (firmly nonexpansive) оператором, а множество
A−10 — замкнутым и выпуклым (возможно пустым) [10].

Для решения включения (1) используем декомпозиционную схему сле-
дующего вида.

Алгоритм 1.
1) Задаем {λn} ⊆ (0,+∞), x1 ∈ H; n := 1.
2) Находим элементы:

xi,n = JλnAi
xn, i = 1,m.

3) Полагаем

xn+1 =
1

m
x1,n +

1

m
x2,n + ...+

1

m
xm,n,

n := n+ 1, переходим на шаг 2.

Замечание 1. В работе [5] была изучена сходимость последовательной
схемы xn+1 = (JλnA1 ◦ JλnA2 ◦ ... ◦ JλnAm)xn.

Замечание 2. Варианты алгоритма 1 изучены в работах [1, 4, 6, 7, 8, 11].

Замечание 3. Для задачи выпуклого программирования

f(x)→ min, x ∈
m−1∩
i=1

Ci,

алгоритм 1 приобретает вид

xn+1 =

(
1

m
proxλnf +

1

m
PC1 + ...+

1

m
PCm−1

)
xn,

где proxg — проксимальный оператор Моро, ассоциированный с полунепре-
рывной снизу собственной выпуклой функцией g, PC — оператор метриче-
ского проектирования на замкнутое выпуклое множество C.

При доказательстве основного результата будем использовать следую-
щие известные утверждения.

Лемма 1 ([9]). Пусть A : H → 2H — максимальный монотонный опера-
тор, x, u ∈ H. Тогда

(u− v, x− y) ≥ 0 ∀y ∈ D(A) ∀v ∈ Ay ⇒ x ∈ D(A), u ∈ Ax.

Лемма 2. Пусть неотрицательные последовательности (an), (bn), тако-
вы, что an+1 ≤ an+ bn,

∑∞
n=1 bn < +∞. Тогда существует limn→∞ an ∈ R.

Лемма 3 ([5]). Пусть H — гильбертово пространство; F ⊆ H — непу-
стое замкнутое выпуклое множество; (xn) — последовательность эле-
ментов H и x̄n =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

, где (λn) — последовательность положитель-
ных чисел, такая, что

∑∞
n=1 λn = +∞. Предположим, что: 1) предел

произвольной слабо сходящейся подпоследовательности (x̄nk
) лежит в F ;

2) для произвольного y ∈ F существует limn→∞ ∥xn − y∥ ∈ R. Тогда по-
следовательность (x̄n) слабо сходится к некоторому элементу x̄ ∈ F .
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Асимптотическое поведение последовательности элементов

x̄n =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

,

где (xn) — порожденная алгоритмом 1 последовательность, описывается
следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть Ai : H → 2H — максимальные монотонные операто-
ры, A =

∑m
i=1Ai — максимальный монотонный оператор. Предположим,

что последовательность положительных чисел (λn) удовлетворяет усло-
вия

∞∑
n=1

λn = +∞ ,

∞∑
n=1

λ2n < +∞ .

Тогда справедливы утверждения:
1) если 0 ∈ R (A1 + . . .+Am), то последовательность средних по Че-

заро (x̄n) слабо сходится к решению включения (1);
2) если 0 /∈ R (A1 + . . .+Am), то ∥x̄n∥ → +∞.

Доказательство. Поскольку xi,n = JλnAi
xn, то xn−xi,n

λn
= ui,n ∈ Aixi,n. Для

произвольного элемента x ∈ D (A) и ui ∈ Aix благодаря монотонности
оператора Ai имеем(

xn − xi,n
λn

− ui, xi,n − x
)

= (ui,n − ui, xi,n − x) ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m.

Откуда
(xn − xi,n, xi,n − x) ≥ λn (ui, xi,n − x) , 1 ≤ i ≤ m.

Учитывая элементарное алгебраическое тождество

2 (xn − xi,n, xi,n − x) = ∥xn − x∥2 − ∥xi,n − x∥2 − ∥xn − xi,n∥2

последние неравенства можно записать следующим образом

∥xn − x∥2 − ∥xi,n − x∥2 ≥ ∥xn − xi,n∥2 + 2λn (ui, xi,n − x) =

= ∥xn − xi,n∥2 + 2λn (ui, xi,n − xn) + 2λn (ui, xn − x) , 1 ≤ i ≤ m. (2)

Из (2) следует

∥xn − x∥2 − ∥xi,n − x∥2 ≥ −λ2n ∥ui∥
2 + 2λn (ui, xn − x) , 1 ≤ i ≤ m. (3)

Здесь мы использовали оценки

∥xn − xi,n∥2 + 2λn (ui, xi,n − xn) ≥ −λ2n ∥ui∥
2 , 1 ≤ i ≤ m.

Складывая умноженные на 1
m неравенства (3) и учитывая, что

∥xn+1 − x∥2 =
∥∥∥∥x1,n − xm

+ . . .+
xm,n − x

m

∥∥∥∥2 ≤
≤ 1

m
∥x1,n − x∥2 + . . .+

1

m
∥xm,n − x∥2 ,
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получим

∥xn − x∥2 − ∥xn+1 − x∥2 ≥ −
λ2n
m

m∑
i=1

∥ui∥2 +
2

m
(u, λnxn − λnx) , (4)

где u =
∑m

i=1 ui ∈
∑m

i=1Aix = Ax. Суммируя (4) по n от 1 до N ∈ N
получим

∥x1 − x∥2 − ∥xN+1 − x∥2 ≥ −
1

m

(
N∑

n=1

λ2n

)(
m∑
i=1

∥ui∥2
)
+

+
2

m

(
u,

N∑
n=1

λnxn −
N∑

n=1

λnx

)
. (5)

Поделив (5) на сумму
∑N

n=1 λn, приходим к неравенству

∥x1 − x∥2 − ∥xN+1 − x∥2∑N
n=1 λn

≥ − 1

m

(∑N
n=1 λ

2
n∑N

n=1 λn

)(
m∑
i=1

∥ui∥2
)
+

+
2

m
(u, x̄N − x) . (6)

Предположим, что последовательность (x̄N ) имеет слабо сходящуюся к
некоторому элементу x̄ ∈ H подпоследовательность (x̄Nk

). Записав (6) для
x̄Nk

и совершив предельный переход при k →∞, получим

(u, x̄− x) ≤ 0 ∀x ∈ D(A) ∀u ∈ Ax,

что, в силу максимальной монотонности оператора A, равносильно вклю-
чению 0 ∈ Ax̄, то есть, x̄ ∈ A−10.

Предположим, что 0 ∈ R (A). Положим в неравенстве (4) x = x̂ ∈ A−10
и u =

∑m
i=1 ui = 0, ui ∈ Aix̂. Получим

∥xn+1 − x̂∥2 ≤ ∥xn − x̂∥2 +
λ2n
m

m∑
i=1

∥ui∥2 . (7)

Из неравенства (7), условия суммируемости
∑∞

n=1 λ
2
n < +∞ и леммы 2

следует существование limn→∞ ∥xn − x̂∥ ∈ R.
Таким образом, в случае 0 ∈ R (A) для сгенерированной алгоритмом

последовательности (xn) и для множества F = A−10 выполнены условия
леммы 3. Следовательно, последовательность (x̄n) слабо сходится к неко-
торому элементу x̄ ∈ A−10.

Предположим, что 0 /∈ R (A). Тогда ∥x̄n∥ → +∞. Действительно, иначе
последовательность (x̄n) имеет слабую предельную точку x̄ ∈ H, которая,
как было показано ранее, принадлежит множеству A−10. �

В завершение сформулируем вопрос, навеяный недавними работами [12,
13, 14, 15, 16]. Пусть A1, A2 — два максимальных монотонных оператора
действующих из пространства H в 2H , причем оператор A1 + A2 также
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максимальный монотонный. Предположим, что A−10 ̸= ∅ и рассмотрим
задачу поиска элементов x ∈ H таких, что

0 ∈ NA−1
1 0x+A2x, (8)

где NCx — нормальный конус к выпуклому множеству C ⊆ H в точке
x ∈ H, т. е.

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , если x ∈ C,
∅, иначе.

Замечание 4. В [13, 14, 15] при определенных условиях доказана сходи-
мость итерационных схем вида xn+1 = J(A1+αnA2)xn, αn > 0.

Для решения задачи (8) предлагается декомпозиционная схема c парал-
лельной организацией вычисления резольвент.

Алгоритм 2.

1) Задаем {λn} ⊆ (0,+∞), αn ↘ 0, x1 ∈ H; n := 1.
2) Находим элементы:

yn = JλnA1xn, zn = JαnλnA2xn.

3) Полагаем

xn+1 =
yn + zn

2
,

n := n+ 1, переходим на шаг 2.

Замечание 5. Для 2-уровневой задачи выпуклого программирования [15,
16]

f2(x)→ min, x ∈ argmin f1,

алгоритм 2 приобретает вид

xn+1 =

(
1

2
proxλnf1 +

1

2
proxαnλnf2

)
xn.

Вопрос: каков характер сходимости алгоритма 2?
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