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ОДНОФАЗНА ЗАДАЧА СТЕФАНА ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОГО
ТОЧКОВОГО КЕРУВАННЯ АДРЕСНОЮ ДОСТАВКОЮ

ЛIКIВ ДО ЗЛОЯКIСНИХ ПУХЛИН

Л. Д. Карабiн, Д. А. Клюшин, Н. I. Ляшко

Резюме. В роботi дослiджується задача оптимального керуван-
ня переносом лiкiв з точкових джерел у злоякiснiй пухлинi з вiль-
ною межею. Здiйснено модифiкацiю моделi Чакрабартi-Хансона,
побудовано варiацiйний метод та обчислювальний алгоритм для
моделювання процесу лiкування та визначення розмiрiв пухлини.
Враховано можливiсть обрання термiну лiкування та кiлькостi
введених лiкiв.

Вступ

Адресна доставка лiкiв (англ. targeted drug delivery) — спрямований
транспорт лiкарської речовини до заданої областi органiзму, органу або
клiтини. Для адекватного моделювання та керування процесом адресної
доставки лiкiв до пухлини необхiдно створювати новi та удосконалювати
iснуючi моделi. Цi задачi дослiджувалися, наприклад, в роботах Jan [1],
Jang et al. [2], Baxter i Jain [3–6], Lankelma et al. [7], Ward i King [8], Tzafriri
et al. [9], Kaowumpai et al. [10], Chakrabarty i Hanson [11], а також Клю-
шина та iн. [12–15]. Зокрема, в роботi [15] дослiджено модель точкового
оптимального керування доставкою лiкiв до злоякiсних пухлин, що є мо-
дифiкацiєю моделi Чакрабартi–Хансена i побудовано обчислювальний ал-
горитм для моделювання впливу введних мiкрогранул на пухлину. Втiм,
ця модель не враховує те, що пухлина постiйно змiнює свiй розмiр, зро-
стаючи за рахунок пролiферацiї та зменшуючись пiд впливом лiкiв. Це
вимагає нового уточнення моделi введенням вiльної межi та її дослiджен-
ня. Серед робiт, виконаних у цьому напрямку, слiд назвати роботи Bazaliy
i Friedman [16–19].

1. Однофазна задача Стефана

Задачi з вiльною межею виникають при описi багатьох фiзичних явищ.
Наприклад, розглянемо тонку пластинку льоду на iнтервалi a ≤ x < ∞ i
припустимо, що температура льоду всюди дорiвнює 0, а в точцi пiдтриму-
ється на рiвнi T > 0. Тодi лiд почне танути i у кожен iнтервал часу вода
займатиме промiжок a ≤ x < s(t), тобто отримаємо класичний варiант
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задачi Стефана:

α2uxx − ut = 0, x ∈ [a, s(t)], t > 0,

u(a, t) = T, t > 0, (1)
u(s(t), t) = 0, t > 0.

Тут α — певна константа, вiдмiнна вiд 0, а s(t) — вiльна межа, що ранiше
не задавалася. Тим не менше задається додаткова умова на кривiй x = s(t),
а саме: закон збереження енергiї, що має вигляд

ds(t)

dt
= −kux(s(t), t), t > 0, (2)

де k — певна додатня константа. Задача (1), (2) називається однофазною
задачею Стефана [20]. Ми використовуватимемо її для побудови моделi
Чакрабартi-Хансона iз вiльною межею.

2. Модифiкована математична модель Чакрабартi-Хансона

Нехай Y = (Y1(x, t), Y2(x, t), Y3(x, t))
T — вектор стану системи, де x ви-

значена в областi Ω(t) з невiдомою вiльною межею Γ(t), t ∈ [0, T ]. Компо-
ненти вектора стану: Y1(x, t) — вiдносна густина ракових клiтин; Y2(x, t)
— вiдносна густина здорових клiтин; Y3(x, t) — концентрацiя лiкiв.

Вiдносна густина ракових клiтин Y1(x, t) задовольняє дифузiйному рiв-
нянню, що враховує змагання за ресурси iз здоровими клiтинами

∂Y1
∂t

= D1
∂2Y1
∂x2

+ a1g1(Y1)Y1 − (b1,2Y2 + b1,3Y3)Y1, (3)

де a1g1(Y1) — темп зростання хворих клiтин; g1(Y1)Y1 зростає експоненцi-
ально, тобто g1(Y1) = 1; a1 — внутрiшнiй темп зростання хворих клiтин;
k1 — максимальний об’єм хворих клiтин; b1,2 — темп смертi хворих клiтин
через змагання за ресурси iз нормальними клiтинами; b1,3Y3 — темп смертi
хворих клiтин через дiю лiкiв; D1 — коефiцiент дифузiї ракових клiтин.

Конкуруюче рiвняння для густини здорових клiтин Y2(x, t) є подiбним з
аналогiчними коефiцiентами

∂Y2
∂t

= D2
∂2Y2
∂x2

+ a2g2(Y2)Y2 − (b2,1Y1 + b2,3Y3)Y2, (4)

де a2g2(Y2) — темп зростання здорових клiтин; g2(Y2)Y2 зростає експоненцi-
ально, тобто g2(Y2) = 1; a2 — внутрiшнiй темп зростання здорових клiтин;
k2 — максимальний об’єм здорових клiтин; b2,1 — темп смертi здорових клi-
тин через змагання за ресурси iз хворими клiтинами; b2,3Y3 – темп смертi
здорових клiтин через дiю лiкiв; D2 — коефiцiент дифузiї для здорових
клiтин.

Концентрацiя лiкiв також має дифузiйну поведiнку, проте враховує ще
реабсорбацiю, за яку вiдповiдає коефiцiент a3. Нехай u = u(x, t) позна-
чатиме кiлькiсть лiкiв, введенних у пухлину, i буде функцiєю точкового
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керування. Тодi

u =

NC∑
i=1

Ciδ(x− xi), (5)

де xi — точки, в якi введено лiки; NC — кiлькiсть цих точок; Ci — вiдпо-
вiдна iнтенсивнiсть лiкiв у точках xi.

Рiвняння для концентрацiї лiкiв Y3 має вигляд

∂Y3
∂t

= D3
∂2Y3
∂x2

+ a3g3(Y3)Y3 + u, (6)

де D3 — коефiцiент дифузiї лiкiв; g3(Y3) = −1 — темп реабсорбацiї.
Початковi умови для вектора стану задамо як

Y |t=0= Y0(x), x ∈ Ω(t). (7)

Крайовi умови розглянемо у виглядi однорiдних умов Неймана

−D∂Y
∂x
|x∈Γ= 0, t ∈ [0, T ], (8)

де D — матриця коефiцiєнтiв дифузiї.
Незважаючи на те, що межа Γ(t) невiдома, потрiбно задати на нiй закон

збереження енергiї [20]

dΓ(t)

dt
= k

∂Y1
∂x

, t ∈ [0, T ], (9)

де k > 0 — невiд’ємний коефiцiент.
Задамо початковi умови на вiльну межу

Γ(0) = {l1(0); l2(0)} = {a; b}. (10)

Функцiонал якостi обираємо як квадратичну форму поточних та кiнце-
вих витрат

J(Y, U) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω(t)

(r1Y
2
1 + s3(u− u0)2)dxdt+

+
1

2

∫
Ω(T )

(q1Y
2
1 |t=T +q3Y

2
3 |t=T )dx, (11)

де r1 > 0 — коефiцiент накладних витрат, пов’язаних з пухлиною; s3 > 0
— коефiцiент витрат на доставку лiкiв; u0 — обмеження на керування, яке
зберiгає певнi фiзичнi обмеження на кiлькiсть лiкiв, що може бути введена;
q1 > 0, q3 > 0 — вiдповiднi кiнцевi витрати.

Задача полягає у мiнiмiзацiї функцiонала якостi, враховуючи функцiю
керування u та шукаючи на кожному кроцi вiльну межу Γ(t).

Запишемо побудовану модель у векторнiй формi

∂Y

∂t
= D

∂2Y

∂x2
+ (A(Y ) +B(Y ))Y + U, (12)
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де D =

D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

 , A(Y ) =

a1g1(Y1) 0 0
0 a2g2(Y2) 0
0 0 a3g3(Y3)

 ,

U =

 0
0

u(x, t)

 , B(Y ) =

−(b1,2Y2 + b1,3Y3) 0 0
0 −(b2,1Y1 + b2,3Y3) 0
0 0 0

 .

Функцiонал якостi у векторнiй формi має вигляд

J(Y, U) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω(t)

(Y TRY + (U − U0)
TS(U − U0)dxdt+

+
1

2

∫
Ω(T )

((Y TQY ) |t=T )dx, (13)

де

R =

r1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , S =

0 0 0
0 0 0
0 0 s3

 , Q =

q1 0 0
0 0 0
0 0 q3

 , U0 =

 0
0
u0

 .

Умови на вiльну межу (9) запишемо як
dΓ(t)

dt
= K

∂Y

∂x
, t ∈ [0, T ], (14)

де K =

k 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Початковi (7), (10) та крайовi умови (8) залишаємо без змiн.

3. Варiацiйний метод
Введемо вектори множникiв Лагранжа, ϕ = (ξ, η, χ, λ), де ξ = ξ(x, t),

η = η(x, t), χ = χ(x), λ = λ(t), щоб включити до функцiоналу рiвняння
стану, крайовi умови, початковi умови та умову на вiльну межу. Запишемо
функцiонал Лагранжа

L(Y,U,Ω,Φ) = J(Y, U) + ΦTF (Y, U) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω(t)

(Y TRY + (U − U0)
T×

× S(U − U0))dxdt+
1

2

∫
Ω(T )

(Y TQY ) |t=T dx+

+

∫ T

0

∫
Ω(t)

ξT (
∂Y

∂t
−D∂

2Y

∂x2
− (A(Y ) +B(Y ))Y − U)dxdt+

+

∫ T

0

∫
Γ(t)

ηT (−D∂Y
∂x
|x∈Γ(t))dΓdt+

∫
Ω(t)

χT (Y − Y0) |t=0 dx+

+

∫ T

0

∫
Γ(t)

λT (Γdt−K∂Y

∂x
|x∈Γ(t))dΓdt.

Спрямовуючи першi варiацiї ξ, η, χ, λ до нуля та враховуючи довiльнiсть
ξ̃, η̃, χ̃, λ̃, отримаємо рiвняння стану (12), початковi (7) та крайовi умови
(8) й умови на вiльну межу (14).
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Спрямуємо першу варiацiю L вiдносно Y до 0. Враховуючи симетри-
чнiсть матрицi R та скалярного добутку Y T Ỹ , дiагональнiсть матриць
A(Y ), B(Y ), користуючись формулою Тейлора та теоремою Грiна, врахо-
вуючи елементарнi перетворення та довiльнiсть Ỹ , отримаємо допомiжнi
рiвняння ∫

Ω
(Φ∇2Ψ−Ψ∇2Φ)dx =

∫
Γ
(Φ
∂Φ

∂n
−Ψ

∂Φ

∂n
)dΓ, (15)

RY =
∂ξ

∂t
+
∂2Dξ

∂2x
+ (A(Y ) +B(Y ))ξ+

+ tr(∇Y [A(Y )] ∗ ξ(Y )T ) + tr(∇Y [B(Y )] ∗ ξ(Y )T ),

(16)

ξ +QY = 0, t = T, (17)

∂Dξ

∂x
= 0, x ∈ Γ, t ∈ [0, T ]. (18)

Рiвняння для η, χ, λ нас не цiкавлять, оскiльки для знаходження керу-
вання потрiбно лише ξ. Для отримання оптимальних умов на керування
використовуємо аналогiчнi мiркування. У першiй варiацiї спрямовуємо U
до 0. Оскiльки Ũ довiльне, то отримуємо

U = U0 + S−1ξ. (19)

4. Обчислювальний метод

Для розв’язку векторних рiвнянь використаємо метод розчеплення, тоб-
то значення Y j+1

1 шукатимемо за Y j
2 та Y j

3 (Y j+1
1 = f(Y j

2 , Y
j
3 )). Вiдпо-

вiдно знайшовши Y j+1
1 для пошуку Y j+1

2 використовуємо закономiрнiсть
Y j+1
2 = f(Y j+1

1 , Y j
3 ), аналогiчно Y j+1

3 = f(Y j+1
1 , Y j+1

2 ), де j — номер ша-
ру по часу рiзницевої сiтки. У допомiжному рiвняннi нас цiкавитиме лише
третя координата ξ3 вектора ξ, тому що тiльки вона використовується для
знаходження iнтенсивностей керування Ci.

Зважаючи на сферичну симетрiю пухлини, розглядатимемо одновимiрну
задачу, тому вiльну межу подамо у виглядi: Γ = l1(t); l2(t). Таким чином,
отримуємо чотири крайових задачi для знаходження Y1, Y2, Y3, ξ3, рiвняння
для iнтенсивностей точкового керування та умови на вiльну межу:

∂Y1
∂t

= D1
∂2Y1
∂x2

+ (a1 − b1,2Y2 − b1,3Y3)Y1,

D1
∂Y1
∂x
|x=l1(t)= 0,−D1

∂Y1
∂x
|x=l2(t)= 0, t ∈ [0, T ], (20)

Y1 |t=0= Y 0
1 (x), x ∈ Ω(t);
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∂Y2
∂t

= D2
∂2Y2
∂x2

+ (a2 − b2,1Y1 − b2,3Y3)Y2,

D2
∂Y2
∂x
|x=l1(t)= 0,−D2

∂Y2
∂x
|x=l2(t)= 0, t ∈ [0, T ], (21)

Y2 |t=0= Y 0
2 (x), x ∈ Ω(t);

∂Y3
∂t

= D3
∂2Y3
∂x2

− a3Y3 + u,

D3
∂Y3
∂x
|x=l1(t)= 0,−D3

∂Y3
∂x
|x=l2(t)= 0, t ∈ [0, T ], (22)

Y3 |t=0= Y 0
3 (x), x ∈ Ω(t);

∂ξ3
∂t

= −D3
∂2ξ3
∂x2

+ a3ξ3,

−D3
∂ξ3
∂x
|x=l1(t)= 0, D3

∂ξ3
∂x
|x=l2(t)= 0, t ∈ [0, T ], (23)

Y3 |t=T= −q3Y3 |t=T , x ∈ Ω(t);

u =

NC∑
i=1

Ciδ(x− xi) = u0 +
ξ3
s3
. (24)

Введемо рiвномiрну сiтку w̄hτ = w̄h × w̄τ з кроком по простору h та по
часу τ , x ∈ [l1(t), l2(t)], t ∈ [0, T ],

w̄h = {x : x = xi = l1(t) + ih, i = 0, N,Nh+ l1(t) = l2(t)},

w̄τ = {t : t = xj = jτ, j = 0,M,Nτ = T}.
Для кожної iз чотирьох задач (–) побудуємо рiзницеву схему iнтегро-

iнтерполяцiйним методом. Розглядатимемо схему з ваговим коефiцiентом
σ ∈ [0, 1]. Iнтегруючи кожне рiвняння по промiжках [tj , tj+1], [xi− 1

2
, xi+ 1

2
],

а для рiзницевих еквiвалентiв крайових умов на лiвому та правому кiнцях
вiдрiзку по промiжках [tj , tj+1], [l1(t), l1(t) +

h
2 ] та [tj , tj+1], [l2(t) − h

2 , l2(t)],
знаходимо рiзницевi схеми, а потiм i системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
для кожної iз задач.

Важливим є те що рiзницева схема для ξ3 розв’язується за кроком по
часу назад, тобто за (j+1)-м шаром шукаємо j-й. Також, якщо в i-й комiрцi
потрiбно знайти iнтенсивнiсть C, то шукатимемо її за формулою

Cj+1 = u0,i +
pj+1
i

s3
. (25)

Зупинимося на знаходженнi схеми для знаходження вiльної межi Γ(t),
що складається з точок l1(t), l2(t). Проiнтегруємо (9) по промiжках [tj , tj+1],
[l1(t), l1(t) + h] та [l2(t)− h, l2(t)]. Отримаємо
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1

hτ

∫ l2(t)

l2(t)−h
2

∫ tj+1

tj

dl2(t)

dt
dxdt = − k

hτ

∫ l2(t)

l2(t)−h
2

∫ tj+1

tj

∂Y1
∂x

dxdt,

1

h

∫ l2(t)

l2(t)−h
2

l2(tj+1)− l2(tj+1)

τ
dx = − k

hτ

∫ tj+1

tj

(Y1(l2(t))− Y1(l2(t)−
h

2
))dt,

lj2,t = −
k

h
(Y1,N − Y1,N−1). (26)

Аналогiчно, отримаємо

lj1,t =
k

h
(Y1,1 − Y1,0). (27)

Вiдповiдно рiвняння для знахоження вiльної межi на кожному наступно-
му кроцi знаходимо згiдно (26), (27) формули

lj+1
1 = lj1 +

k

hτ
(Y j

1,1 − Y
j
1,0), (28)

lj+1
2 = lj2 +

k

hτ
(Y j

1,N−1 − Y
j
1,N ). (29)

5. Результати обчислювального експерименту
Для побудови чисельного експерименту надамо значення усiм невiдо-

мим параметрам та функцiям [11]. Дiагональна матриця дифузiї має ви-
гляд D = [4, 2× 10−3, 1× 10−15, 0, 22]cm2 на добу; коефiцiенти витрат: r1 =
= q1 = q3 = 0, 1, s3 = 0, 2; коефiцiенти, що вiдповiдають за темпи росту:
a = [1, 2×10−2, 6×10−7, 11, 3] на добу; коефiцiенти взаємовпливу мiж клiти-
нами та лiками: b1,2 = b2,1 = b2,3 = 1, 0× 10−4, b1,3 = 0, 5. Ваговий коефiент
σ у рiзницевiй схемi оберемо як σ = 1

2 (отримаємо схему Кранка-Нiколсона
iз точнiстю апроксимацiї o(h2 + τ2)). Коефiцiент k, що фiгурує в умовах,
накладених на вiльну межу, дорiвнює 6000.

Початковим станам надаємо таких значень: Y1(x, 0) = Y 0
1 (x) =

= w 1
σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2 , де w = 0, 001,m = 0, 0, σ2 = 0, 02, тобто Y1 ∼ N(0; 0, 02);
Y2(x, 0) = Y 0

2 (x) = const 1
b−a , де, наприклад, const = 0, 02, тобто Y2 рiв-

номiрно розподiлений; Y3(x, 0) = Y 0
3 (x) = 0; u0(x) = w1

1
σ1

√
2π
e
− (x−m1)

2

2σ2
1 ,

w1 = 0, 001,m = 0, 0, σ21 = 0, 02, тобто u0 ∼ N(0; 0, 02); l1(0) = 0, l2(0) = 1 —
початковi значення вiльної межi злоякiсної пухлини. Результати обчислю-
ваного експерименту представимо у виглядi табл. 1, де T — час, вимiрю-
ваний у добах, NC — кiлькiсть рiвномiрно розподiлених гранул з лiками,
Y1,max(0) — максимальне значення вiдносної густини хворих клiтин на вiд-
рiзку x ∈ Ω(0) при t = 0, Y1,max(T ) — максимальне значення вiдносної
густини хворих клiтин на вiдрiзку x ∈ Ω(T ) при t = T , Ω(0) — межа пу-
хлини при t = 0; Ω(T ) — межа пухлини при t = T .
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Аналiзуючи результати табл. 1, бачимо, що лiкування протягом
двох днiв iз щоденною дозою у 4 гранули дає практичне знешкодже-
ння пухлини: її розмiри зменшуються у 10 раз, а вiдносної густини у
500. Лiкування ж у перший день дає практично непомiтне зменшен-
ня розмiрiв пухлини, зате бiльшою кiлькiстю введених лiкiв можна
отримати значне зменшення щiльностi злоякiсних клiтин, проте при
цьому бiльше постраждають здоровi клiтини.

Таблиця 1. Результати обчислювального експерименту.
№ T NC Y1(max, 0) Y1(max, T ) Ω(0) Ω(T )
1 1 1 0,00282 0,00165 [0; 1] [0,00509; 0,99492]
2 1 4 0,00282 0,00160 [0; 1] [0,00496; 0,99530]
3 1 40 0,00282 0,00082 [0; 1] [0,00387; 0,99801]
4 2 1 0,00282 0,00104 [0; 1] [0,278; 0,721]
5 2 4 0,00282 0,000005 [0; 1] [0,45; 0,54]

6. Висновки
В роботi сформулювано однофазну задачу Стефана для модифi-

кованої моделi Чакрабартi-Хансона доставки лiкiв до злоякiсних пу-
хлин iз точковим керуванням. Варiацiйним методом знайдено рiвня-
ння стану, допомiжнi рiвняння, оптимальнi умови на керування та
невiдому рухому межу, побудовано обчислюваний метод розв’язку по-
ставленої задачi. Змодельовано процес дiї цитостатикiв на злоякiсну
пухлину, експериментально визначено оптимальний термiн та кiль-
кiсть лiкiв, необхiдних для лiкування.
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