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εDir
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� 
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�
�
�� �������������� �
 ������
� � ������� �
����
� ���2��
�
�� ���
�� ������� 	��
 �����
�� ���� �
���� ���
� 
������� 
%�����⎧⎪⎨

⎪⎩
−∇.(μ∇u) + β.∇u + σu = f [u] �� Ω

u = 0 �� ΓD,

−(μ∇u).ν = q̄ �� ΓN = ∂Ω\ΓD.

'�)

&��� �
�� ���
�� ������� 	��
 �����
� ��� ��
 #�������� 	���������� #��� 
������ {

��� u ∈ V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 �� ΓD} ��� ����

a(u, v) = 〈N [u], v〉 ∀v ∈ V,
'�)

��
�
 ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a(u, v) : =

∫
Ω

[(μ∇u).∇v + v(β.∇u + σu)]dx,

〈N [w], v〉 : =

∫
Ω

f [w]vdx −
∫

ΓN

q̄vdγ.

3
��� �
 ����
 ���� ��
 ������ Ω ⊂ R
2 �� � ����
� ������� ��� ���
� ���� 

�
� ���� ��
 �4��
���� �
���� #������� �� ������
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�
�� �# ��
 ������� u = u(x, y) ���� �����$
� '�)� 5
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�
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� '�) �
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#
� �� �7��



� ���������� ����� ����	����
� ��� ��
��� ���	�
�  ���

�� ������ ���	��� 
�����	
����

�� ����� �� ���	
� 	�����
	�
��� �� ��� �����
�� u �� ��� �	�
	�
��	� ������
��� �� ��� ��� �	
�� �� ��	�
��
��� ����� {Th}� ��
�� 	�� ������� ��
��	��
�	���	� ������� Q� Th = {Q}� hQ = diam Q� h = max hQ� ��� ��� �	��
m ∈ N �� �	� ��������� ��� ��
�� ������ ��	��

V 1
h :=

{
v ∈ V ∩ C(Ω) : v =

∑
i,j=0,1

aijx
iyj ∀aij ∈ R,

∀(x, y) ∈ Q, ∀Q ∈ Th

}
�
�� ���	� �	�
� �����
���

ϕ1, ..., ϕM ∈ V 1
h , supp ϕi := Ωi = {∪ Q : Ai ∈ Q̄}, ϕj(Ai) = δij , ���

����� M 
� 	 ����� �� ����� Ai = (xi, yi) �� ��� ��� Th� ��
�� ���� ��� �
�
�� 	 �����	�� �	��� ΓD�
 ���� ��
�! "	���#
� �
�����
$	�
�� ���������� �� ������ ��� �� ��� ������
�!

������ {
��� uh ∈ V 1

h ���� ��	�

a(uh, v) = 〈N [uh], v〉 ∀v ∈ V 1
h

�%�

�� 
� ��� 	�!���	
� ���&⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

��� uh =

M∑
i=1

qiϕi ���� ��	�

��
 ��
��
��� {qi}M
i=1 ∈ R

M �	����∑M

j=1
a(ϕj , ϕi)qj = 〈N [uh], ϕi〉, i = 1, ...,M.

�'�

�� ����� �� ��
�� �����
�! ������� �� ��� ���(�
���� qi ∈ R� i = 1, ...,M � ��
��� ��� �� �	���� )	���� ������) Q0 = {(α, β) ∈ R

2 : |α|, |β| ≤ 1} �
�� ���
	��
�! Φ : Q0 → Q 	� �������⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
x(α, β) =

∑
i,j=±1

x 1
2
(5+2j−ij)(1 + iα)(1 + jβ),

y(α, β) =
∑

i,j=±1

y 1
2
(5+2j−ij)(1 + iα)(1 + jβ),

����� Am = (xm, ym)� m = 1, ..., 4 	�� ��� ����
��� �� ��� ��	��
�	���	� *�  ��

���!�	�� ��� �'� ��	� ������ 
� ��� �	�
	�
��	� ������ ��� 	�� �	����	���
����
�	��� �� ��
�! "	��� ��	��	����� �� 	���� ������ Q0�
 � ����� ��� ������ �'� �� ����
�� 
� 
� ��� ������
�! 	��
� ���&

��� �
���� q ∈ R
M ���� ��	� Sq = F [q], �+�



��� ������	 
�	�������� ������� ����

����� ��� �����	 S = {Skm}M
k,m=1 �
� ��� ����� F [q] = {Fk[q]}M

k=1 ��� ���
���
�� �
 ��� �������
� �����⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Skm :=

∫
Ωmk

[(μ∇φm).∇φk + (β.∇φm + σφm)φk]dx, Ωmk := Ωm ∩ Ωk,

Fk[w] :=

∫
Ωk

f

[
N∑

i=1

wiφi

]
φkdx +

∫
Γq∩∂Ωk

gφkdγ, k,m = 1, ...,M.

��� ���� �
� �
 �� ������ �� �����
�� ������ ���� �� ������
 �� ��� �������
�
��������� ������ ���� ��� �
����� ����� q0 ∈ R

M �
� ��� ����	����
 ���������
τ ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

����� �����	 qn ∈ R
M , τ = const > 0;


�� �����	 r ∈ R
M ��� ����

{S − τFq[q
n]}r = F [qn] − Sqn,

qn+1 = qn + τr, n = 0, 1, ...,

���

����� Fq[q] :=
{

∂Fk[q]
∂qm

}M

k,m=1
�� ��� ����� �����	 ���� ����
�
��

∂Fk[q]

∂qm
=

∫
Ωmk

∂f

∂u

[
M∑
i=1

qiφi

]
φmφkdx, k,m = 1, ...,M, q ∈ R

M .

�� ��� ��������
 �� ��� �����
�� ������ �� ����� ��� ������ �� ��
���� ��
�!�����
� ��� �� ��� ��������� ������" 
����� ��� ��
����� �� ��
���� ��������
������ �#$%&'� ()*+, � ����
�����
�� ��� ���� ��
��� ������ �� �
�������
���
� �
������� LU ������ ����
,

�� ������	
 �
������	��� ����	��

-� ��.
� ��� ����� eh = u − uh" ���� �� ��� �������
 �� ��� �������
�

�
��
��� ����� ������� ()" *" /+0{


�� eh ∈ Eh ⊂ E, V = E ⊕ Vh ��� ����

a(eh, v) = 〈N [uh + eh], v〉 − a(uh, v) ∀v ∈ Eh.

������
� �������� ������� f [eh + uh] = f [uh] + fu[uh]eh + O(e2
h)" �� �����


��� ��
��� �������{

�� �		�	 ��������	 eh ∈ Eh ��� ����

b(uh; eh, v) = 〈ρ[uh], v〉 ∀v ∈ Eh,
�1�

����� ⎧⎨
⎩ b(w; z, v) : = a(z, v) −

∫
Ω

fu[w]zvdx,

〈ρ[w], v〉 : = 〈N [w], v〉 − a(w, v) ∀w, z, v ∈ V.

2
 ����� �� �����
 ��� ��������� �
.��
� �
������ ��� ��� �����	������

����� �� �
������ ���� 3������� εDir

h �
� �����
 εNeu
h �����
������� ��������

����� �
������ ��
���
� ���� ��� ����� �
� ����� ����� ���
�� �������
��
���,
���� ��� ��� �����	����� �������
� �� ��� ������� �1� ��� ��� ��4���
� .
���



� ���������� ����� ����	����
� ��� ��
��� ���	�
�  ���

����������	 �
������ EDir
h ⊆ Eh ��� EDir

h ⊆ Eh ��� ��� �������� �� ���
��	
����� �� ��� ��		����� 	��	 ����	����{

��� εDir
Q ∈ EDir

h (Q) := {v ∈ H1(Q) : v = 0 �� ∂Q̄} ���� 	�
	

b(uh; εDir
Q , v) = 〈ρ[uh], v〉 ∀v ∈ EDir

h (Q), ∀Q ∈ Th,
����

���{
��� εNeu

Q ∈ ENeu
h (Q) := {v ∈ H1(Q) : v(Ai) = 0 ∀Ai ∈ Q̄} ���� 	�
	

b(uh; εNeu
Q , v) = 〈ρ[uh], v〉 ∀v ∈ ENeu

h (Q), ∀Q ∈ Th,
����

�����������	�� ��� ��	
����� �� ��� ����	��� ���� ��� ���� ��� 
���
� ��� �����
�� ��� ����� �	����� Q ∈ Th � �	�� �� �� ����� ��� ����	� �	����� ��������
ηQ := ‖εQ‖1,Q ∀Q ∈ Th ��� ��� �	���	 ��������� ‖εh‖2

1,Ω :=
∑

Q∈Th
η2

Q ∀Th

��� ���� �� ����� ���� � ���������� ����� ���������� ��� ���� ��� �������	
����� �� � ���������� ����� ���������� ���� ��� �������� �� !" #$ ��� ��
����	�� �� ��� �����
�	 ���������� ����� �� � 	��	 %����	�� ��
����� &�	
�
����	�� ��� !'$� ��� ��&�	�� �� �� ��� ����&��
� �� �������	����� �� ��� �����
�� �	������� ��� �����
��� %����	�� ����� ��������� εDir

Q ���� &������� �� �		

��
����� �� ����� �	����� Q ��� (�
��� ��������� εNeu
Q ���� &������� ��	�

�� ��� ����� �� Q ∈ Th� ��� ����	�� ���� ��� �������� �� !) *$ ��� ������
	��
�������

�� ������	
�� ����	��� ��� �������� 
�����	� 	�������	����

(�� �� ������� ��� ����� �	����� ������������� uh ∈ V 1
h  ���� �� �������

�� 	��	 ���������� (α, β) �� ��� �
����	�����	 Q ∈ Th �� ��		���

uh|Q = uQ(α, β) =
∑

i,j=±1
uh(A 1

2
(5+2j−ij))(1 + iα)(1 + jβ).

�� ���
�� ��� ��	
����� �� �� ��� ����	��� ���� ��� ���� �� � ������	 ���
�� ����� ��� �������� �
����� ε̄h �� ��� ����� �	����� Q �� ��� 	��	 ������

ε̄h|Q = ε̄Q(α, β) := λQφQ(α, β) ∈ Eh(Q) ∀(α, β) ∈ Q0, λQ ∈ R, ��"�

����� φQ(α, β) �� ��� �
������ �
����� �� ������ �	����� Q0� ���� ����
	��	 ����	�� ���� �� ���� �� �� ������ ��� ��+����� λQ �� ��� �����
�	����� �� ��� ��		����� ������	 ,���

λQ =
〈ρ[uh], φQ〉

b(uh;φQ, φQ)
∀Q ∈ Th,

��� ����� ��� �	����� ����� �������� η̄Q ��� ��� �	���	 ����� ���������� ‖ε̄h‖1,Ω

η̄Q = ‖ε̄Q‖1,Q = |λQ| ‖φQ‖1,Q ∀Q ∈ Th, ‖ε̄h‖2
1,Ω =

∑
Q∈Th

η̄2
Q ∀Th.

-��� ��� ������	 &��� �� ����� ��������� ��"� �� �����
� ��� ��		�����
%����	�� ���������{

ε̄Dir
Q (α, β) = λDir

Q φDir
Q (α, β) = λDir

Q (1 − α2)(1 − β2) ∈ EDir
h

∀(α, β) ∈ Q0, Φ : Q0 → Q, λDir
Q ∈ R, ∀Q ∈ Th,

��#�



��� ������	 
�	�������� ������� ����

��� ������ ��	
��	��{
ε̄Neu
Q (α, β) = λNeu

Q φNeu
Q (α, β) = λNeu

Q [1 − 1
2(α2 + β2)] ∈ ENeu

h

∀(α, β) ∈ Q0, Φ : Q0 → Q, λNeu
Q ∈ R, ∀Q ∈ Th,

���

��� ���� �
����

���� �� ���
��	�� ����	
���� φDir
Q (α, β) = (1−α2)(1−β2) ���	��

φNeu
Q (α, β) = 1 − 0.5(α2 + β2) �
��	�

�� ��	
����	� �	������ �� 	������� �������

�� 
����	
��	� ��
�
	
�� ��� ���	���� �� 	�� ����	���	�� �
�
���	 εDir
h ���

��� ������ εNeu
h ���  !!�� "� ����� 	�� ����� #������� "
	� $��"� �%��	

����	
���� &� #�����	 �����	� �� 	�� �����
��� �%#��
���	� ��� �
�
���� '�
	�
������	� �##��%
��	
��� �� ��
���� (����
��	���� �������
������� �	 )������ "
	� *������	+ �(��	
��{

−Δu − 104u = f 
� Ω = (0, 1)2�

u = 0 �� ∂Ω,

	��	 ��� 	�� �%��	 ����	
�� u(x) = sin(3πx) sin(3πy)�
 	 '��	 "� ����� 	�
� #������ ��
�� �
�
���� �##��%
��	
�� �� 10×10 (����
,

��	���� ���� 	� 
����	��	� 	�� �%��	 ����	
��� 
	-� �##��%
��	
��� ����� ����
	���
��� �
�	�
��	
��� ��� �
�� .�

���� �� )��	 �� 	�� �%��	 ����	
�� u ���	�� 
	-� �##��%
��	
�� uh

�
����� ��� 	�� ����� |u − uh| �
��	� �� 10 × 10 (����
��	����
���� ��� !%��#�� �



� ���������� ����� ����	����
� ��� ��
��� ���	�
�  ���

���� � ���	� 
��
 ��� ������ 10 × 10 ��������
���� ���� ���� 
�� ��������
��
��� 	�
� � ���� ���������� ��
 	��
 ����
 � ���
������ ��
���
��� �� 
���
������ ���������� �� ������� 
�� �������� ���������
���� ����� ��� �
�� ��
��
��
��� ���� ��������� ��������
�� 	� ����
���
 
�� ���������� 
����� 	����
������� ��������� �����
� ��� ������� ������ 	�
� 
�� ������� ���� ��!� h
�� ��	�� ��� ������� �� 
��� 
����� ���������� 
� 
�� �����	��� ������
���
��
���" k ����
�� 
�� ��#�����
 �
�� �� 
�� ����
��� ������� 	�
� ��
���
��� 
Nod Th �� 
�� ������ �� ����� �� 
�� ���� Card Th �� 
�� ������ �� #��
�
������
� �� 
�� ���� ε := ‖u − uh‖1,Ω‖u‖−1

1,Ω100% �� 
�� ����
 ����
�� ����� 

εDir
h := ‖εDir

h ‖1,Ω‖uh‖−1
1,Ω100% �� 
�� ����
�� ����� ��
���
� �� $������
 %&& 

εNeu
h := ‖εNeu

h ‖1,Ω‖uh‖−1
1,Ω100% �� 
�� ����
�� ����� ��
���
� �� '����� %&& 

κDir := ‖εDir
h ‖1,Ω‖u−uh‖−1

1,Ω �� 
�� �(������ ����� �� 
�� $������
 ����� ��
����


�� κNeu := ‖εNeu
h ‖1,Ω‖u − uh‖−1

1,Ω �� 
�� �(������ ����� �� 
�� '����� �����
��
���
�� 

pDir := 2
ln ‖εDir

h,k ‖1,Ω − ln ‖εDir
h,k+1‖1,Ω

ln Mk+1 − ln Mk
, pNeu := 2

ln ‖εNeu
h,k ‖1,Ω − ln ‖εNeu

h,k+1‖1,Ω

ln Mk+1 − ln Mk

����
� 
�� ���������� ��
� �� 
�� $������
 ��� '����� ����� ��
���
��� �����
����������������

����� �� )��������� �� �������� ���������
���� �
�� ������
��� � ���
������ ����� ��
���
��� *+,- *+.- ��� &������ + ��
������� ��������
���� ������

k Nod Th Card Th εDir

h
ε εNeu

h
κDir κNeu pDir pNeu

� � ��� � ��� ����� ���	� ����
� ���	 ���� � �

� � ��� � 
�� ����� ���	� 	���� ��	� ���� ��� ���

� �� 	�� �� ��� ����� ���	� ����� ��	� ���� ��� ��



 ��� �
� ��� 
�� ����� ���
� ����� ��	� ���
 ��� ���

� 
�� ��� 
�	 ��� ����� ��
�
 ����� ��	� ���� ��� ���

� � �
� 	�� � ��� 
�� ���	
 ����� ��
�
 ��	� ���� ��� ���

����� + ���	� 
��
 
�� �(������ ����� κDir �� ���� 
��� +�/ ��� κNeu ��
����
�� 
��� +�/� 0
 ����� 
��
 $������
 *+,- ��� '����� *+.- ��
���
���
������ 
�� ��	�� ��� ����� ������ �� ����
 ����� ���������������� ��� ����
�����
 ��� �� ������� ��� 
�� ����
�� ������ ε εDir

h ��� εNeu
h � 1����
�������� 


�� �(������ ������� ��� �� � ����� ������������� �� +�/ ��� ���������
�� ���
����� 
� ���� �
���� 1� 
�� ����
���
�� � ���
������ ����� ��
���
��� ������ �
�����	 ��
���� 
��
 ���
��� �� ����
 ������ ��� ���������� ��
�� pDir ���
pNeu ��� ����� 
� 
�� �����
�� 
�����
���� ��
� +�/� '�
� 
��
 ��������
�� 
��� ����������� ���� 
�� ���������� 
����� ��� 
��� ��� ��(����
 #�� ������
��� ���������
�� ����� ���������
��� ������� 0� �
��� 	���� 
��� ��� 
���
�
��
��� ���� ���
��� 
���� ��	�



��� ������	 
�	�������� ������� ����

������� �	 ������� �	
� � ������� �����{
−10−2Δu + {2, 3}.∇u = f 	� Ω = (0, 1)2�

u = 0 �� ∂Ω,

�	
� 
�� ���
	�� u(x, y) = xy2 − y2g(2, x) + g(3, y)[g(2, x) − x]� g(γ, t) :=
exp(102γ(t − 1))�
��	� ������� 	� �	������� ���
���� �	
� �����
 ����� Pe = 361� ���
 	�

��� �� ����� 	
 �� ���� ��� ���� �	
� 40 × 40 ����	��
������

���� �� ���
 �� 
�� ����
 ���
	�� u ����
�� 	
�� ������	��
	�� uh

��	����� ��� 
�� ����� |u − uh| ��	��
� �� 40 × 40 ����	��
����
���� ���  ������ !

"	�� # ����� 
��
 
�� ������
 ������ ��� ������
��
�� 	� 
�� ������� �����
��� � ������ ����� �
	�� ����� ��� ��� ���� ����	
��
$�� �� ����
� 
�� ������	�� ����������� 
���� �� 
�� �	�	��� ��� �� 
��

����	��

���	� 
� %���������� �� �	�	���� ������	��
	���� 	
�� ������
��� � ���
��	��	 ����� ��
	��
��� �&#�� �&'� ���  ������ ! ��
�	���� ����	��
���� ������

k Nod Th Card Th εDir

h
ε εNeu

h
κDir κNeu pDir pNeu

� � ��� � ��� ������ ��	���� �	��	
 ��� ��� � �

� � 
�� � 	�� 
	���� ���		� ������ ��� ��� ��� ���

� �
 ��� �
 ��� �����	 	
���	 
���

 ��� ��
 ��� ���

	 ��� �	� ��� 	�� �
���� �	�		� ���	�� ��� ��
 ��� ���


 	�� ��� 	�� ��� ����� ���	�� ���	�� ��� ��	 ��� ���

� � �	� ��� � ��� 	�� 	��		 ���	� ����� ��� ��	 ��� ���

����� ! ������� 
�� ������	��� ����� ����� &� ���
 
��(�	��� ����� ��
	��
��

��
 ��� ��
�	��� �� )	�	���
 ��� $���� *  �� +� ���� ��
� 
��
 
�	�
������� 	� ���� �	,��
 
� ����� ��� ��
	��
� �� ����� 
��� ����	�� � ������
&���
������� 
	 ������� �	
� 
�� 	�
����� ������{

−μΔu − (β1, β2).∇u = 0 	� Ω = (0, 1)2�

u ≡ U �� ∂Ω,



� ���������� ����� ����	����
� ��� ��
��� ���	�
�  ���

���� ��� ���	���
 U = U(x, y) = G[mβ1(x)+vβ2(y)]G[mβ2(y)−vβ1(x)]� �����
μ = 10−4� β1(x) = x − 0.6� β2(y) = y − 0.3� m = cos(π/6)� v = sin(π/6)�
G(z) = 0.5[1 − erf(z/

√
2μ)]

��� ���	���
 �� ���� ������� �
��	�� ��� �
���
�� ������ ������ 
	���� ���
���� ��
�	����� ����	���� ������� �� ������������� ����

���
� �� ������� �� ����� �������  �
 40 × 40 ����� ���� ����� ���	���
�
��!� ������������
� ����� �
� ����	���� ��� ��
�����
�� �����

���� �� ���� �� ��� ����� ���	���
 u "����#� ��!� ������������
 uh

"������# �
� ��� ����� |u − uh| "�����# �
 40 × 40 $	�����������
���� ��� ������� %

&�� ' ����� ���� ��� ������� ������ ��� ��
��
������ �
 ��� �
���
�� ������
(
� ��� �
���
�� ������ ������� �� ���� ��)�	�� �� ����� ���
 ��� ������	� ����*
��� ���� ��	
���� ����� ������� ��� ���� ���� ������ 
	���� �
 ��� ������ �� ��
�
� ����� �� ���
��	�� �������

���	� 
� +�
�����
�� �� ����
��� ������������
�� ��!� ������
�
� � ���������� ����� ���������� " %#� " '# ��� ������� % �

	
����� $	����������� ������

k Nod Th Card Th εDir

h
ε εNeu

h
κDir κNeu pDir pNeu

� � ��� � ��� ������ ���	�� 
��	�
 	�� ��	 � �

� � ��� � ��� �
�	�� ������ ������ ��� ��� ��� ���

	 �� 
�� �� ��� ����� ����	� ���
�� ��� ��� ��� ���

� ��	 ��� ��� ��� ����� ����� ���
� ��� ��� ��� ���

� ��� ��� ��
 ��� ����� ����
 ����
 ��� ��� ��� ���

� � ��� 
�� � �	� ��� ����� ����� ����� ��� ��� ��� ���

����� % ��
,��� ��� ���*����� ����� ��������� ��� &�- ������������
� ��
��� �
���
�� ������ ������� �
 ������� %
������� �	 .���*��
��� ������� /  0⎧⎪⎨

⎪⎩
−Δu = au3 + bu2 �
 Ω = (0, 1)2,

u ≡ U �
 ����� x = 1, y = 1;

∇u.ν ≡ 0 �
 ����� x = 0, y = 0,

���� ��� ���	���
 U = (sin r2 + 2)−1 �
� ��� ���)���
�� r2 = l2(x2 + y2)�
a = −8l2r2 cos2 r2� b = 4l2(cos r2 − r2 sin r2)� l = 3.0



��� ������	 
�	�������� ������� ����

�������� �	 
	�������	 ���� ��	 
	��	
 ��� ��
 ��� ��	�	 ��	 ����
���	 �� ���	 ��	 	������	�� �����	�� 		 ���� � ��
 ����	 ��

���� �� ���� � ��	 	!��� ������� u "�	 �#� ��$ �����!������� uh

"��

�	# ��
 ��	 	���� |u − uh| "�����# �� 40 × 40 %��
�����	���
�	�  �� �!����	 �

���	� 
� &���	��	��	 � �����	�� �����!�������� ��$ 	����
��
 � ���	����� 	���� 	������� "'(#� "'�#  �� �!����	 � ��
��� ��� %��
�����	��� �	�	

k Nod Th Card Th εDir

h
ε εNeu

h
κDir κNeu pDir pNeu

� � ��� � ��� ������ ����	
 �	���
 ��� ��� � �

� � ��� � 
�� ����� ����� ������ ��� ��� ��� ���

	 �� ��� �� ��� ����� 	���� ����� ��� ��� ��� ���


 ��	 �
� ��� 
�� ��
�� ���	� 	���� ��� ��� ��� ���

� 
�� ��� 
�� ��� ����� ����� ���

 ��� ��� ��� ���

� � �
� ��� � �	� 
�� ��	�	 ��
	� ����� ��� ��� ��� ���

�� ��	�����

)� ��� ���	� �	 ���	 ��������	
 ��	 *�����	� ��
 +	���� 	�������  ��
�����
	
 	���� 	�����	 � ��� �����!�������� ��� 	������� ��	 ����
���	  �� ������ � ��	 ��������� �	�����	
 ��
 	������	�� 
�,������
�	������
�	������ �����	� ���� � ������ 	� ��������� -	 �	 ��	 ����� .��	�/��
�	���
 ���� ��	 ��	�	��	 ���	�� ��	 � �����!������� ���	  �� ��� ���
%��
�����	��� �	�	� ��	 ����������� � ���� 	���� ��
������ �	%���	 ����
��	 ���	���� �	�
��� �� ��	 %��
�����	���� ��	 	0��	��� ��
 �	��������� � ��	
�����	
 *�����	� ��
 +	���� 	���� 	������� ��	 ���� �� ��	 ���	����� �	�
���  �� ��	 ����
��� ����	 �����	� ���� 	������	������ 1	������2 	%�������
� ����
��� ��
 ���	���� ���	��

�������� ��	 ���	�	
 *�����	� ��
 +	���� 	���� 	������� ��� �	 ����
������ 	!�	�
	
 �� (* ��	� -	 ���	 ���� ��	 
����� Ω ∈ R

3 � ������
����	
 ���� 3���	 �	!��	
��� 	�	�	�� {H}� ��	��  �� ��	 $���	� 	�	�	��$



� ���������� ����� ����	����
� ��� ��
��� ���	�
�  ���

H0 = {(α, β, γ) ∈ R
3 : |α|, |β|, |γ| ≤ 1} �� ������ �	� 
���
 ���	
��⎧⎪⎨

⎪⎩
eDir
H (α, β, γ) =

〈ρ[uh], φDir
H (α, β, γ)〉

b(uh;φDir
H (α, β, γ), φDir

H (α, β, γ))
φDir

H (α, β, γ),

φDir
H (α, β, γ) = 1 − 1

2 (α2 + β2 + γ2) ∀(α, β, γ) ∈ H0,

��� ������⎧⎪⎨
⎪⎩

eNeu
H (α, β, γ) =

〈ρ[uh], φNeu
H (α, β, γ)〉

b(uh;φNeu
H (α, β, γ), φNeu

H (α, β, γ))
φNeu

H (α, β, γ),

φNeu
H (α, β, γ) = (1 − α2)(1 − β2)(1 − γ2) ∀(α, β, γ) ∈ H0,

���������� �	�� H �� �	� ������ ����� 	���	���
 �
����� ��� �	� �����

���� {H} �	��	 �� �������� ��� �	� ����� �
����� H0 ����� �� ���������

������� Ψ : H0 → H�

���������	
�

� ���������	 � ���������� ����� ���������� �� ������ ������� �������� �	����������
�� ��!!��� " � �#��$ %����� &'''

&  �!(š)� � � *��������� ����� ��������� +�� ��� ,���� ������� �����# � �  �!(š)��
%������!��#� �� ��� " 
(��� 	��� ��-$ �.�/$ 0�� �&$ � �1.�2�3�1

4  �!(š)� � ����� ��������� +�� �#�*��5� ,���� ������� 6��*(������ � �  �!(š)��
%������!��#� �� ���	 " 
(��� ����$ �.�/$ 0�� �1$ � �432�17

7  �!(š)� � ������ ��������8 �� �����#(6���� �� ��� 	����# ��# ����� ����������
� �  �!(š)�� " �%�������� � ����(!�(���$ �9+��#8 �9+��# :��5������ ������ &'��

1  ����� ; ������ ��������8 ������� ���� ���5���� ��# �**��6������ �� ������6��� ������
�; �����$ ���!��#-�8 ���!��#-� :��5������ ������ &''�
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