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ПРО ЗАСТОСУВАННЯ СПЕЦIАЛЬНИХ МНОЖИН
ПРОСТИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ МIРИ

НАЛЕЖНОСТI НЕЧIТКИХ МНОЖИН

E. В. Iвохiн

Резюме. Запропоновано конструктивний пiдхiд для представ-
лення величин мiри належностi елементiв нечiтких множин, в
основу якого покладено послiдовностi простих чисел спецiально-
го вигляду. Введено операцiї над елементами послiдовностей, по-
няття нижньої та верхньої спряженої множин, доведено твердже-
ння про спiввiдношення оцiнок, що будуються на основi простих
чисел. Результати можуть бути використанi для формування та
модифiкацiї показникiв належностi множини станiв в процесах
прийняття рiшень в умовах невизначеностi.

Простi числа як iнструмент для опису нечiтких множин

Швидкий розвиток математичних методiв теорiї прийняття рiшень актив-
но впливає на процеси застосування загальних пiдходiв для розробки пiд-
ходiв для моделювання процесiв соцiальних та економiчних систем. Спе-
цифiка таких систем полягає у необхiдностi передбачати можливi реакцiї
об’єктiв дослiдження i використовувати такi механiзми прийняття управ-
лiнських рiшень, якi б дозволяли максимально точно враховувати i узго-
джувати iнтереси усiх рiвнiв управлiння. Iншою особливiстю соцiальних i
економiчних систем є неавтономнiсть їх станiв, що приводить до необхiдно-
стi детального аналiзу та дослiдження поведiнки систем.

Для проведення дослiдження дуже важливо правильно формалiзувати
процеси, що вiдбуваються в об’єктi дослiдження, застосовуючи, наприк-
лад, пiдходи математичного моделювання. Опис динамiки системи має, як
правило, ”приблизний” характер з урахуванням рiзних методик спрощення
поведiнки всiєї системи.

Для практичних задач моделювання в даних умовах пропонується ви-
користовувати нечiткий пiдхiд, при якому неточнiсть функцiонування мо-
делi описується в термiнах теорiї нечiтких множин. Нечiткi множини ха-
рактеризуються функцiями належностi, що визначає ступiнь належностi
елементiв до нечiткої множини. При цьому для вирiшення задач побудови
функцiй належностi можна запропонувати ефективнi обчислювальнi схеми
та пiдходи, що базуються на використаннi простих чисел.

Означення 1. Множини невiд’ємних простих чисел Pj(a) ≥ 0, j ∈ Z ,
що належать iнтервалу [a,∞) при j ≥ 0 або iнтервалу [0, a) при j < 0
для заданого, необов’язково простого, цiлого числа a ≥ 0, будемо називати
послiдовностями простих чисел вiдносно числа a.
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Розглянемо довiльнi простi числа Pj(a) ≥ 0 з порядковими номерами
j ∈ Z з послiдовностi простих чисел вiдносно числа a ≥ 0. Нескладно
перевiрити, що справедливi спiввiдношення:

1) P0(0) = 0, P0(1) = 1, P1(0) = 1;
2) P0(a) = a, якщо число a ≥ 0 – просте, P0(a) – не iснує, якщо a ≥ 0 –

непросте;
3) Pj(a) ≤ Pk(a), якщо j ≤ k , Pj(a) < Pk(a) при j < k , j ∈ Z , k ∈ Z ;
4) Pj(a) = Pj(a + 1) = ... = Pj(a + l) для всiх 1 ≤ l < Pj+1(a) − Pj(a) ,

j = 0, 1, 2, ... , a ≥ 0;
5) Pj(a) = P1(Pj−1(a)) = P1(P1(Pj−2(a))) = P2(Pj−2(a)) = ... =

= Pj−1(P1(a)), якщо число a ≥ 0 – просте, j ∈ Z ;
6) Pj(a) ≥ a для усiх j = 0, 1, 2, ... , якщо число a ≥ 0 – просте, Pj(a) > a

для усiх j = 1, 2, ... , якщо a ≥ 0 – непросте;
7) Pj(a) < a для j = −1,−2, ..., j0 , де номер j0 < 0 визначається як

найменший iндекс простого числа з послiдовностi, для якого 0 ≤ Pj0(a) < a.
Надалi будемо розглядати випадки, коли a > 0 – просте число або a =

= 0. У даному випадку iснує число P0(a). Крiм цього, виходячи з наве-
дених вище властивостей, справедливi спiввiдношення Pj(a)/Pk(a) ≤ 1, i
Pj(a)/Pk(a) = Pj(a)/P1(Pk−1(a)) = ... = Pj(a)/Pj(Pk−j(a)) =
= Pj(a)/Pk−j(Pj(a)) для будь-яких j ≤ k , j ∈ Z , k ∈ Z .

Крiм традицiйних арифметичних операцiй на послiдовностi простих чи-
сел для довiльного Pj(a), a ≥ 0, j = 0, 1, 2, ... , введемо операцiю зсуву на
m, m ∈ Z, j +m ≥ j0, простих чисел у виглядi

Pj(a)⊕m = Pj+m(a) = Pm(Pj(a)), (1)

яка не повинна виводити за межi заданої послiдовностi ( j +m ≥ j0 ), та
операцiю n - кратної композицiї ( n ∈ Z ) вiдношення двох чисел Pj(a) та
Pk(a), j ∈ Z , k ∈ Z , j ≤ k , у виглядi

Pj(a)

Pk(a)
◦ n =

Pj(a)⊕ n
Pk(a)⊕ n

=
Pj+n(a)

Pk+n(a)
=
Pn(Pj(a))

Pn(Pk(a))
. (2)

Лема 1. Довiльне рацiональне число r = p/q, p ∈ Z, q ∈ N , може бути
представлене у виглядi

r =

sp∏
i=1

Pki(aki)

sq∏
j=1

Pnj (anj )

, (3)

де sp, sq – кiлькостi множникiв у представленнi чисел |p| та q у виглядi
вiдповiдних добуткiв елементарних дiльникiв, aki ≥ 0, anj ≥ 0 – деякi цiлi
числа, ki ∈ Z, nj ∈ Z, i = 1, sp, j = 1, sq.

Доведення. Вiдомо, що будь-яке рацiональне число r представляється у
виглядi звичайного дробу r = p/q, p ∈ Z, q ∈ N .

Припустимо, що число r невiд’ємне, r ≥ 0. Якщо при цьому обидва числа
p та q є простими числами, то маємо твердження леми. У даному випадку
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sp = 1, sq = 1, Pk1(ak1) = p, Pn1(an1) = q для деяких k1 ∈ Z, n1 ∈ Z та
ak1 ≥ 0, an1 ≥ 0 .

Якщо чисельник або знаменник або обидва числа p та q не є прости-
ми, то їх можна представити у виглядi добуткiв елементарних дiльникiв,
якi є простими числами. При цьому, елементарнi дiльники записуються у
добутках, кiлькiсть яких дорiвнює їх кратностi.

Нехай sp, sq — кiлькостi множникiв у представленнi чисел p та q у ви-
глядi добуткiв, де кожен з множникiв є простим числом з вiдповiдних по-
слiдовностей простих чисел вiдносно чисел aki , anj , ki ∈ Z, nj ∈ Z, i = 1, sp,
j = 1, sq. Представлення (3) для довiльного рацiонального числа r доведе-
но.

У випадку, якщо число r вiд’ємне, то можна покласти r = −r i усi ви-
кладки повторюються. Лему доведено.

Наслiдок 1. Довiльне рацiональне число r = p/q, p ∈ Z, q ∈ N , може
бути представлене у виглядi

r =

sp∏
i=1

Pki(a)

sq∏
j=1

Pnj (a)

, (4)

де sp, sq — кiлькостi множникiв у представленнi чисел |p| та q у виглядi
вiдповiдних добуткiв елементарних дiльникiв, a ≥ 0 – деяке цiле число,
ki ∈ Z, nj ∈ Z, i = 1, sp, j = 1, sq.

Доведення. Як випливає з леми 1, будь-яке рацiональне число r = p/q,
p ∈ Z, q ∈ N , можна представити у виглядi (3).

Виходячи з того, що усi числа у представленнi Pl(a) ≥ 0, l =
= 1, sp + sq, є простими, знайдемо, наприклад, найменше з них Pmin =
min Pl, l = 1, sp + sq. Використовуючи властивiсть 5), можна записати усi
числа представлення у виглядi
Pi(a) = Pki(Pmin), ki ∈ N

∪
{0}, i = 1, sp, Pj(a) = Pnj (Pmin), nj ∈ N

∪
{0},

j = 1, sq, тобто a = Pmin, що i треба було показати.
Очевидно, що число a ≥ 0 може бути вибране неєдиним способом. Будь-

яке число 0 ≤ a < Pmin також може бути обране в якостi значення, вiдносно
якого формується послiдовнiсть простих чисел.

Крiм цього, може бути a > Pmin. У даному випадку, частина iндексiв
ki < 0, i = 1, s0p, та nj < 0, j = 1, s0q , де s0p та s0q – вiдповiднi кiлькостi, що
отримуються з обмежень на простi числа вiдносно числа a : 0 ≤ Pki(a) < a,
i = 1, s0p, 0 ≤ Pki(a) < a, j = 1, s0q . Таким чином, твердження доведено.

Наслiдок 2. Довiльне рацiональне число r = p/q, p ∈ Z, q ∈ N , може
бути представлене у виглядi
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r =

s∏
i=1

Pki(1)

s∏
j=1

Pnj (1)

, (5)

де s — максимальне значення з кiлькостей множникiв у представленнi
чисел |p| та q у виглядi вiдповiдних добуткiв елементарних дiльникiв, ki ∈
N
∪
{0}, nj ∈ N

∪
{0}, i = 1, sp, j = 1, sq.

Доведення. Припустимо, що деяке рацiональне число r = p/q, p ∈ Z,
q ∈ N , задане у виглядi (3). Повторюючи процес доведення наслiдка 1 леми
1, покладемо a = 1. Тодi, використовуючи властивiсть 5), можна записати
усi простi числа представлення у виглядi
Pi(a) = Pki(1), ki ∈ N

∪
{0}, i = 1, s, Pj(a) = Pnj (1), nj ∈ N

∪
{0},

j = 1, s, s = max{sp, sq},
при чому Pi(1) = 1, ki = 0, i = sp + 1, s, якщо sp ≤ sq, i Pj(1) = 1, nj = 0,
j = sq + 1, s, у випадку sp > sq, що i треба було показати.

Лема 2. Для будь-яких двох простих чисел Pk(a), Pn(a), k ≤ n , k ∈ Z ,
n ∈ Z , з послiдовностi простих чисел вiдносно числа a та довiльного числа
T ≥ 0 справедливе спiввiдношення

Pk(a) + T

Pn(a) + T
≥ Pk(a)

Pn(a)
. (6)

Доведення. Нескладно перевiрити, що для будь-яких k ≤ n , k ∈ Z ,

n ∈ Z маємо
Pk(a) + T

Pn(a) + T
− Pk(a)

Pn(a)
=
T (Pn(a)− Pk(a))
(Pn(a) + T )Pn(a)

.

Використовуючи властивiсть 3), отримуємо
(Pk(a) + T )/(Pn(a) + T )− Pk(a)/Pn(a) ≥ 0,

звiдки випливає нерiвнiсть (5). Лему доведено.
Розглянемо множину невiд’ємних рацiональних чисел r(k, n), k ∈ Z ,

n ∈ Z , 0 ≤ r(k, n) ≤ 1, якi подаються у виглядi вiдношення двох простих
чисел з послiдовностi вiдносно числа a ≥ 0:

r(k, n) =
Pk(a)

Pn(a)
, k ≤ n, k ∈ Z, n ∈ Z. (7)

Без обмежень загальностi покладемо a = 0 . При цьому, рацiональнi
числа будуть представлятися у виглядi

r(k, n) =
Pk(0)

Pn(0)
, k ≤ n, k ∈ N

∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} . (8)

З урахуванням операцiї зсуву на m простих чисел у послiдовностi Pj(0),
j ∈ Z , маємо спiввiдношення

r(k +m,n+m) = r(k, n) ◦m, m ∈ N
∪
{0} . (9)

Разом iз сукупнiстю r(k, n) введемо до розгляду iншi сукупностi.
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Означення 2. Множину рацiональних чисел rT (k, n), T ≥ 0, k ≤ n, k ∈
N
∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , вигляду

rT (k, n) = (Pk(0)+T )/(Pn(0)+T ), k ≤ n, k ∈ N
∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} (10)

назвемо T – послiдовнiстю для множини чисел r(k, n) i заданого T ≥ 0 .

Означення 3. Для заданої множини чисел r(k, n), k ∈ N
∪
{0} , n ∈

N
∪
{0} , i числа m ∈ N

∪
{0} множину чисел

r∗(k +m,n+m) =
Pk(0)⊕m∗
Pn(0)⊕m

, (11)

k ≤ n, k ∈ N
∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , m ∈ N

∪
{0} ,

де 0 ≤ m∗ ≤ m — найбiльше цiле число таке, що Pk(0)⊕m/Pn(0)⊕m ≥
≥ Pk(0)⊕m∗/Pn(0)⊕m, будемо називати нижньою спряженою множиною,
а множину чисел

r∗(k +m,n+m) =
Pk(0)⊕m∗

Pn(0)⊕m
, (12)

k ≤ n, k ∈ N
∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , m ∈ N

∪
{0} ,

де m∗ ≥ m — найменше цiле число таке, що Pk(0)⊕m/Pn(0)⊕m ≤
≤ Pk(0)⊕m∗

/Pn(0)⊕m — верхньою спряженою множиною.

Для прикладу, однократна композицiя ( m = 1 ) вiдношення
r(5, 6) = P5(0)/P6(0) = 7/11 дає значення 11/13 . Вiдповiднi значення з
нижньої та верхньої спряжених множин подаються числами 7/13, яке не
перевищує 11/13, та 11/13, а величини m∗ = 0, m∗ = 1. Аналогiчнi значе-
ння для однократної композицiї вiдношення r(6, 7) = 11/13 визначаються
числами 13/17, 13/17, 17/17, m∗ = 1, m∗ = 2.

Лема 3. Справедливi спiввiдношення:

r(k, n) ≤ rT (k, n), (13)

r∗(k +m,n+m) ≤ r(k +m,n+m), (14)

r(k +m,n+m) ≤ r∗(k +m,n+m), (15)

r∗(k +m,n+m) ≤ rT (k +m,n+m), (16)
для довiльних T ≥ 0, k ∈ N

∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , k ≤ n, m ∈ N

∪
{0}.

Доведення. Вiдповiдно до леми 2, для довiльного числа T ≥ 0 справе-
длива нерiвнiсть

rT (k, n) = (Pk(0) + T )/(Pn(0) + T ) ≥ Pk(0)/Pn(0) = r(k, n),

i виконуються спiввiдношення r(k+m,n+m) = (Pk(0)⊕m)/(Pn(0)⊕m) ≥
≥ (Pk(0) ⊕ m∗)/(Pn(0) ⊕ m) = r∗(k + m,n + m) та r(k + m,n + m) =
= (Pk(0)⊕m)/(Pn(0)⊕m) ≤ (Pk(0)⊕m)/(Pn(0)⊕m∗) = r∗(k +m,n+m),
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тобто r∗(k +m,n +m) ≤ r(k +m,n +m) ≤ r∗(k +m,n +m) для довiль-
них k ∈ N

∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , k ≤ n, та будь-якого m ∈ N

∪
{0}. Таким

чином, нерiвностi (13), (14), (15) доведено.
Нерiвнiсть (13) виконується для усiх k ∈ N

∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , k ≤ n.

Тодi для будь-якого m ∈ N
∪
{0} маємо k + m ≤ n + m , звiдки для

∀T ≥ 0 є справедливим спiввiдношення r(k+m,n+m) ≤ rT (k+m,n+m).
З урахуванням нерiвностi (13) остаточно отримуємо r∗(k + m,n + m) ≤
≤ rT (k +m,n+m), що вiдповiдає нерiвностi (16).

Наслiдок 3. Для довiльних T ≥ 0, k ∈ N
∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , k ≤ n

справедливi спiввiдношення

r∗(k, n) ≤ r(k, n), (17)

r(k, n) ≤ r∗(k, n), (18)

r∗(k, n) ≤ rT (k, n). (19)

Доведення. Справедливiсть нерiвностей (17), (18), (19) є очевидною. Дiй-
сно, покладемоm = 0 у спiввiдношеннях (14), (15), (16). В результатi маємо
(17), (18), (19) для довiльних T ≥ 0, k ∈ N

∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , k ≤ n , що i

треба було довести.
Зрозумiло, що властивiсть елементiв сукупностi у виглядi 0 ≤ r(k, n) ≤

≤ 1 , зберiгається для усiх членiв T - послiдовностi з довiльним T ≥ 0, i
елементiв нижньої та верхньої спряжених множин:

0 ≤ rT (k, n) ≤ 1, 0 ≤ r∗(k +m,n+m) ≤ 1, 0 ≤ r∗(k +m,n+m) ≤ 1 (20)

для усiх k ∈ N
∪
{0} , n ∈ N

∪
{0} , k ≤ n, та будь-якого m ∈ N

∪
{0}.

З леми 3 та її наслiдка можна зробити висновок, що iснують спiввiдно-
шення мiж вiдповiдними елементами множини r(k, n), k ∈ N

∪
{0} , n ∈

∈ N
∪
{0} , k ≤ n, та елементами T — послiдовностi з довiльним T ≥ 0,

нижньої та верхньої спряжених множин. При цьому, на жаль, нiчого не
можна сказати про спiввiдношення чисел r(k, n) та r(k + m,n + m) для
довiльного m ∈ N

∪
{0}.

Запропоноване представлення множини рацiональних чисел r(k, n), k ≤
≤ n, k ∈ Z, n ∈ Z, та введенi операцiї на послiдовностi простих чисел у
виглядi (1), (2) зручно використовувати при формалiзацiї та дослiдженнi
динамiки величин мiри належностi нечiтких множин [1,2].

Використання простих чисел для визначення мiри належностi
нечiтких множин

Означення 4. Нечiткою множиною X̃ унiверсальної множини X, називає-
ться сукупнiсть пар X̃ = {(x, µX̃(x))}, де µX̃(x) : X → [0, 1] - вiдображення
множини X в одиничний вiдрiзок [0,1], яке називається функцiєю належно-
стi нечiткої множини X̃.
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Будемо вважати, що деякий об’єкт у будь-який момент часу може зна-
ходитися у станах X = {x1, ..., xn} з рiзними ступенями належностi, що за-
дається вiдповiдними нечiткими множинами X̃s, s = 0, 1, 2, ..., унiверсаль-
ної множини X з деякою функцiєю належностi µX̃s

(xi) = µs(xi), i = 1, n,
s = 0, 1, 2, ... .

Для визначення величини мiри належностi задамо два довiльнi значення
номерiв k та n, k ∈ Z, n ∈ Z, за якими з послiдовностi простих чисел, що
розглядалася вище, знаходяться величини Pk(a), Pn(a) для деякого a ≥ 0.
За допомогою вiдношення цих значень r(k, n) = Pk(a)/Pn(a) можна визна-
чити величину мiри належностi елементiв x1, ..., xn до нечiткої множини
X̃s, s = 0, 1, 2, ... у виглядi:

µs(xi) = P ski(a)/P
s
ni
(a), ki ∈ Z, ni ∈ Z, ki ≤ ni, i = 1, n, s = 0, 1, 2, ... . (21)

Використовуючи операцiю кратної композицiї вiдношення простих чи-
сел (2) можна запропонувати схему модифiкацiї величин мiри належностi.
Дiйсно, якщо модель динамiки має вигляд

µs+1(x) = As ◦ µs(x), s = 0, 1, 2, ... , (22)

то, розглядаючи в якостi As, s = 0, 1, 2, ..., векторнi As = (asi )i=1,n або ска-
лярнi As = (as0) , s = 0, 1, 2, ... цiлочисловi величини, що визначають збiль-
шення ( asi > 0, i = 0, n ), зменшення ( asi < 0, i = 0, n ) або незмiннiсть
( asi = 0, i = 0, n ) рiвнiв належностi станiв системи, динамiчний процес
можна формалiзувати у виглядi

µs+1(xi) = As ◦ µs(xi), i = 1, n, s = 0, 1, 2, ... , (23)

де µs+1(xi) = µs(xi) ◦ asi = P ski(a)/P
s
ni
(a) ◦ asi , ki + asi ≥ ji0, i = 1, n,

s = 0, 1, 2, ..., у випадку векторного представлення коефiцiєнтiв
As = (asi )i=1,n , s = 0, 1, 2, ... , та µs+1(xi)=µs(xi) ◦ as0=P ski(a)/P

s
ni
(a) ◦ as0,

ki + as0 ≥ ji0, i = 1, n, s = 0, 1, 2, ..., у випадку скалярного представлення
As = (as0) , s = 0, 1, 2, ..., а величини ji0, i = 1, n, — найменшi вiдповiднi
значення iндексiв у множинi простих чисел, для яких справедлива власти-
вiсть (7).

Потрiбно вiдмiтити конструктивнiсть даного пiдходу для формалiзацiї
та обробки величин мiр належностi нечiтких множин, що знайшло засто-
сування у рядi прикладних задач [3].

Висновки

Таким чином, використання спецiальних послiдовностей простих чисел
i специфiчних операцiй над ними дозволяє ефективно вирiшувати задачу
формалiзацiї мiри належностi елементiв нечiтких множин, що було пiд-
тверджено рядом практичних прикладiв. Запропонована технологiя може
бути використана в рiзних задачах пiдтримки прийняття рiшень в нечiтких
умовах.
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