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ТОЧНIСТЬ ТА НАДIЙНIСТЬ СПЕКТРАЛЬНИХ МОДЕЛЕЙ
ГАУССОВИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ В ДЕЯКИХ

ПРОСТОРАХ ОРЛIЧА

А. О. Пашко

Резюме. В роботi розглянуто оцiнки точностi i надiйностi мо-
делювання гауссових випадкових процесiв, що зображуються у
виглядi стохастичних iнтегралiв, у нормах деяких просторiв Ор-
лiча. Моделi процесiв зображуються у виглядi строго субгауссо-
вих випадкових рядiв.

Вступ
В роботi дослiджуються моделi гауссових випадкови процесiв, що зо-

бражуються у виглядi стохастичних iнтегралiв. Використовується модифi-
кацiя загальновiдомого означення стохастичного iнтеграла по випадковiй
мiрi та приклади зображень випадкових процесiв у виглядi цих iнтегралiв.
Побудова таких iнтегралiв i дослiдження умов збiжностi в просторах Орлi-
ча розглядалась в роботi [1], в просторi неперервних функцiй — в роботах
[2]–[3].

При реальному моделюваннi, зважаючи на точнiсть представлення чи-
сел, похибку методiв побудови послiдовностi випадкових чисел iз заданим
законом розподiлу, отримуються субгауссовi випадковi процеси, або стро-
го субгауссовi випадковi процеси. Дослiдження властивостей субгауссових
випадкових величин та процесiв представленi в роботi [4].

При моделюваннi випадкових процесiв для оцiнки точностi моделюван-
ня, як правило, використовуються оцiнки моментiв рiзницi мiж процесом
та моделлю, або слабка збiжнiсть розподiлiв моделi. Дослiдження в цьому
напрямi представленi в роботах [5]–[9]. В роботi [9] представлена широка
бiблiографiя в даному напрямку.

В данiй роботi дослiджуються моделi, що наближають випадковi про-
цеси з заданими точнiстю i надiйнiстю в нормах просторiв Орлiча. Для
побудови моделей використовуються спектральнi зображення випадкових
процесiв [10]. Отриманi результати узагальнюють результати [11]–[15], а в
деяких випадках i покращують. Оцiнка точностi i надiйностi моделювання
гауссових процесiв та полiв, що використовують спектральнi зображення,
систематизованi в роботi [16]. Всi результати отриманi в припущеннi, що
випадковi процеси є строго субгауссовими. Це не впливає на загальний ре-
зультат, оскiльки гауссовi випадковi процеси також є сторого субгауссовими
процесами.
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1. Оцiнки швидкостi збiжностi випадкових iнтегралiв в нормах
просторiв Орлича

Нехай (T, ρ) — деякий метричний простiр, X = {X(t), t ∈ T} — випад-
ковий процесс, який можна зобразити у виглядi

X(t) =

N∑
r=1

∫ ∞

0
fr(t, u) dξr(u), (1)

де випадковi процеси ξr(u), r = 1, ..., N належать класу Iba для будь-яких
0 ≤ a < b < +∞ [1]. Iнтеграли

∫∞
0 fr(t, u)dξr(u) розглядаються як гра-

ниця за ймовiрнiстю iнтегралiв
∫ b
0 fr(t, u)dξr(u), коли b → ∞. Iнтеграли∫ b

a ϕ(u)dξ(u) визначенi так:∫ b

a
ϕ(u)dξ(u) = ϕ(u)ξ(u) |ba −

∫ b

a
ξ(u)dϕ(u),

де ϕ(u) — неперервна функцiя обмеженої варiацiї на [a, b], ξ(u) — випадко-
вий процес на [a, b],

∫ b
a ξ(u)dϕ(u) — iнтеграл Лебега по узагальненiй мiрi,

що породжена функцiєю ϕ(u). Властивостi таких iнтегралiв вивчались в
роботах [1]–[3]. Введемо такi позначення:

XΛ(t) =
N∑
r=1

∫ ∞

Λ
fr(t, u) dξr(u), Λ > 0, (2)

Xb
a(t) =

N∑
r=1

∫ b

a
fr(t, u)dξr(u), 0 ≤ a < b, (3)

Rba(t, α) =
N∑
r=1

∫ b

a
α(u)fr(t, u)dξr(u), (4)

де α = {α(u), u ≥ 0} деяка неперервна злiва монотонно неспадна функцiя
така, що α(u)→∞ при u→∞.

Означення 1. Нехай ξr = {ξr(u), u ≥ 0}, r = 1, . . . , N , сумiсно строго
субгауссовi випадковi процеси, E|ξr(t)ξr(s)| < ∞, t, s ∈ T , r = 1, . . . , N ,
а функцiї fr = {fr(t, u), t ∈ T , u ≥ 0} такi, що fr(t, u) неперервна по t
та неперервно диференцiйована по u ≥ 0. Такий процес X називається
регулярним строго субгауссовим процесом.

Випадковi процеси X(t), XΛ(t), Xb
a(t), t ∈ T є строго субгауссовими про-

цесами.
Нехай (T,A, µ) — вимiрний простiр, де A — борелєвська σ — алгебра на

(T, ρ). LU (T ) — простiр Орлича, що породжується C — функцiєю
U = {U(x), x ∈ R1}.

Означення 2. Сiм’я функцiй g = {g(t, u), t ∈ T, u > 0} належить класу
DU (c), якщо всi функцiї gu = {g(t, u), t ∈ T}, u > 0, належать простору
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Орлича LU (T ) та iснує монотонно неспадна функцiя c(u) > 0, u ≥ 0, що
для функцiї g(u, ·) виконується нерiвнiсть

∥g(u, ·)∥LU
≤ c(u)∥g(u, ·)∥L2 .

Означення 3. Регулярний строго субгауссовий процес належить класу
DU (c), якщо з ймовiрнiстю одиниця сiм’я випадкових процесiв Rua(t, α),
0 ≤ a < u, належить класу DU (c) для будь-якої функцiї α(u).

Лема 1. Нехай X = {X(t), t ∈ T} регулярний строго субгауссовий випад-
ковий процес з класу DU (c). Тодi для будь-яких 0 ≤ a < b < ∞, 0 ≤ s < 1,
має мiсце нерiвнiсть

P
{
∥Xb

a(t)∥LU
> ε
}
≤ 1√

1− s
exp

{
− sε2

2(V b
a )

2

}
, (5)

де

V b
a =

(
E
∥∥Rba(t, α)∥∥2L2

) 1
2 c(b)

α(b)
+

∫ b

a
c(u)

(
E
∥∥Rua(t, α)∥∥2L2

) 1
2 d

(
− 1

α(u)

)
.

Доведення. Iз означення iнтеграла для деякого 0 < d ≤ a має мiсце рiвнiсть∫ b

a
fr(t, u) dξr(u) =

1

α(b)

∫ b

d
fr(t, v)α(v) dξr(v)−

1

α(a)

∫ a

d
fr(t, v)α(v) dξr(v)+

+

∫ b

a

(∫ u

d
fr(t, v)α(v) dξr(v)

)
d

(
− 1

α(u)

)
.

З цiєї рiвностi зразу ж випливає рiвнiсть

Xb
a(t) =

Rbd(t, α)

α(b)
− Rd(t, α)

α(a)
+

∫ b

a
Rud(t, α) d

(
− 1

α(u)

)
та такi спiввiдношення

∥Xb
a(t)∥LU

=
1

α(b)
∥Rbd(t, α)∥LU

+
1

α(a)
∥Rad(t, α)∥LU

+

+

∫ b

a
∥Rud(t, α)∥LU

d

(
− 1

α(u)

)
≤

≤ c(b)

α(b)
∥Rbd(t, α)∥L2 +

c(a)

α(a)
∥Rad(t, α)∥L2 +

∫ b

a
c(u)∥Rud(t, α)∥L2 d

(
− 1

α(u)

)
.

Виберемо деякi числа W (a, b) > 0, δ(b) > 0, δ(a) > 0, δ(a, b) > 0,
δ(b) + δ(a) + δ(a, b) = 1, якi точно будуть визначенi далi.

Тодi з нерiвностi Гельдера та останньої нерiвностi отримаємо спiввiдно-
шення

E exp

{∥∥Xb
a(t)

∥∥2
LU

W 2(a, b)

}
≤ E exp

{
1

W 2(a, b)

(
δ(b)c(b)

δ(b)α(b)
∥Rbd(t, α)∥L2+ (6)

+
δ(a)c(a)

δ(a)α(a)
∥Rad(t, α)∥L2 +

δ(a, b)

δ(a, b)

∫ b

a
c(u)∥Rud(t, α)∥L2 d

(
− 1

α(u)

))2}
≤
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≤
(
E exp

{(
c(b)∥Rbd(t, α)∥L2

δ(b)α(b)W (a, b)

)2})δ(b)
·
(
E exp

{(
c(a)∥Rad(t, α)∥L2

δ(a)α(a)W (a, b)

)2})δ(a)
×

×
(
E exp

{(∫ b

a

c(u)∥Rud(t, α)∥L2

δ(a, b)W (a, b)
d

(
− 1

α(u)

))2})δ(a,b)
.

Нехай p(u) > 0 така функцiя, що∫ b

a
p(u) d

(
− 1

α(u)

)
= 1.

Позначимо k(u) = c(u)
δ(a,b)W (a,b) . Тодi з нерiвностi Кошi випливає, що

E exp

{(∫ b

a
k(u)∥Rud(t, α)∥L2 d

(
− 1

α(u)

))2}
≤

≤ exp

{∫ b

a
ln

(
E exp

{(
k(u)∥Rud(t, α)∥L2

p(u)

)2})
p(u) d

(
− 1

α(u)

)}
.

Покладемо для 0 < s < 1

δ(a, b) =

√
2√

sW (a, b)

∫ b

a
c(u)

(
E∥Rud(t, α)∥2L2

) 1
2 d

(
− 1

α(u)

)
,

p(u) =

√
2c(u)

(
E∥Rud(t, α)∥2L2

) 1
2

√
sδ(a, b)W (a, b)

.

При цьому
∫ b
a p(u) d

(
− 1
α(u)

)
= 1.

Отже, при такому виборi δ(a, b) та p(u) маємо

E exp

{(
k(u)∥Rud(t, α)∥L2

p(u)

)2}
= E exp

{
s∥Rud(t, α)∥2L2

2E∥Rud(t, α)∥2L2

}
≤ 1√

1− s
та

E exp

{(∫ b

a

c(u)∥Rud(t, α)∥L2

δ(a, b)W (a, b)
d

(
− 1

α(u)

))2}
≤ 1√

1− s
. (7)

Виберемо числа таким чином

δ(a) =

√
2c(a)

(
E∥Rad(t, α)∥2L2

) 1
2

√
sα(a)W (a, b)

,

δ(b) =

√
2c(b)

(
E∥Rbd(t, α)∥2L2

) 1
2

√
sα(b)W (a, b)

,

W (a, b) =

√
2

s
V b
a (d).

Тодi має мiсце нерiвнiсть

E exp

{(
c(b)∥Rbd(t, α)∥L2

δ(b)α(b)W (a, b)

)2}
= E exp

{
s∥Rbd(t, α)∥2L2

2E∥Rud(t, α)∥2L2

}
≤ 1√

1− s
. (8)
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Аналогiчно отримуємо оцiнку

E exp

{(
c(u)∥Rad(t, α)∥L2

δ(a)α(a)W (a, b)

)2}
≤ 1√

1− s
. (9)

З нерiвностi Чебишева маємо

P
{
∥Xb

a(t)∥LU
> ε
}
≤ E exp

{
s∥Xb

a(t)∥2LU

2(V b
a (d))

2

}
· exp

{
− sε2

2(V b
a (d))

2

}
.

Покладемо d = a i з (6), (7), (8) та (9) отримуємо отримаємо оцiнку (5). �

Теорема 1. Нехай X = {X(t), t ∈ t} — регулярний строго субгауссовий ви-
падковий процес з класу DU (c). Якщо для деякої функцiї
α = {α(u), u > 0} такої, що α(u) > 0, при u ≥ 0, α(u) монотонно не
спадає, α(u) → ∞ при u → ∞ та iснує таке a ≥ 0, що виконуються
умови: ∫ ∞

a
c(u)

(
E∥Rud(t, α)∥2L2

) 1
2 d

(
− 1

α(u)

)
<∞, (10)

c(b)
(
E∥Rba(t, α)∥2L2

) 1
2

α(b)
→ 0 при b→∞, (11)

тодi випадковий процес X з ймовiрнiстю одиниця належить простору
LU (T ) та для будь-яких ε > Va має мiсце нерiвнiсть

P
{
∥Xa(t)∥LU

> ε
}
≤ exp

{
1

2

}
ε

Va
exp

{
− ε2

2V 2
a

}
, (12)

де

Va =

∫ ∞

a
c(u)

(
E∥Rua(t, α)∥2L2

) 1
2 d

(
− 1

α(u)

)
.

Доведення. Якщо виконуються умови (10) та (11), то при a → ∞, b → ∞
маємо V b

a → 0. Отже, з леми 1 випливає, що при цьому ∥Xa(t)∥LU
→0

за ймовiрнiстю. Оскiльки тодi iснують пiдпослiдовностi an < bn, що
∥Xbn

an(t)∥LU
→ 0 при an → ∞ з ймовiрнiстю одиниця, то X з ймовiрнiстю

одиниця належить простору LU (T ). З нерiвностi (5) та леми Фату випливає
нерiвнiсть

P
{
∥Xa(t)∥LU

> ε
}
≤ 1√

1− s
exp

{
− sε2

2(Va)2

}
. (13)

Нерiвнiсть (12) випливає з (13), якщо праву частину (13) мiнiмiзувати
по s. �

2. Точнiсть та надiйнiсть моделювання випадкових процесiв з
класу DU (c)

Нехай X = {X(t), t ∈ T} — регулярний строго субгауссовий процес, що
має зображення (1), де ξr, r = 1, . . . , N , сумiсно строго субгауссовi випад-
ковi процеси.
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Надалi роглядаємо випадковi процеси з класу DU (c). Для таких процесiв
розроблено алгоритм побудови моделi, що наближає процес iз заданими
точнiстю та надiйнiстю.

Означення 4. Нехай Λ > 0, DΛ — розбиття iнтервалу [0,Λ],
DΛ : 0 = u0 < u1 < . . . < un−1 < un = Λ. Випадковий процес
Xn,Λ = {Xn(t,Λ), t ∈ T}, де

Xn(t,Λ) =
N∑
r=1

n−1∑
i=0

fr(t, ui)(ξr(ui+1)− ξr(ui))

називається апроксимацiйною моделлю процесу X (A-моделлю).

Отже, A-модель процесу X можна отримати змоделювавши суму
N∑
r=1

n−1∑
i=0

fr(t, ui)ζr,i,

де ζr,i, r = 1, 2, . . . , N , i = 0, . . . , n − 1, — сiм’я строго субгауссових випад-
кових величин з вiдомими коварiацiями Eζr,iζr1,i1 .

Нехай функцiї fr = {fr(t, u), t ∈ T, u ≥ 0} — це такi функцiї, що fr(z, u),
як функцiї комплексної змiнної z, є цiлими функцiями експоненцiального
типу ∆(u) > 0, обмеженими на дiйснiй осi. Тодi функцiї Rba(t, α) є такi, що
функцiї Rba(z, α), як функцiї комплексної змiнної z, при всiх a ≤ b з ймо-
вiрнiстю одиниця є функцiями експоненцiального типу ∆(b), обмеженими
на дiйснiй осi. Якщо C — функцiя Орлiча U(x) така, що функцiя

√
U(x)

— опукла, то має мiсце нерiвнiсть [1]

∥Rba(t, α)∥LU
≤ c(u)∥Rba(t, α)∥L2 ,

де

c(u) = inf
h>0

{
h−

1
2

(
U (−1)

(
1

h

))−1

(1 + h∆(u))

}
. (14)

Це означає, що випадковий процес X належить класу DU (c) з c(u), ви-
значеною в (14).

Теорема 2. Нехай X = {X(t), t ∈ T} — регулярний субгауссовий випадко-
вий процес iз класу DU (c), для якого виконуються умови (10) та (11) для
будь-якого a > 0. Тодi випадковий процес Xn,Λ є A-моделлю, що наближає
випадковий процес X з надiйнiстю α, 0 < α < 1 та точнiстю δ > 0 у
LU (T ), якщо для деякого γ, такого, що 0 < γ < 1 та при VΛ < δ(1 − γ)
виконується нерiвнiсть

P{∥XΛ
0 (t)−Xn(t,Λ)∥LU

> γδ}+ (15)

+exp

{
1

2

}
δ(1− γ)
VΛ

exp

{
− δ2(1− γ)2

2V 2
Λ

}
≤ α,

де

VΛ =

∫ ∞

Λ
c(u)(E∥RuΛ(t, α)∥2L2

)
1
2d

(
− 1

α(u)

)
,
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Доведення. Оскiльки X(t) = XΛ
0 (t) +XΛ(t), XΛ(t) визначений у (2), то

∥X(t)−Xn(t,Λ)∥LU
≤ ∥XΛ

0 (t)−Xn(t,Λ)∥LU
+ ∥XΛ(t)∥LU

,

та для будь-яких δ > 0 та 0 < γ < 1 має мiсце нерiвнiсть

P{∥X(t)−Xn(t,Λ)∥LU
> δ} ≤

≤ P{∥XΛ
0 (t)−Xn(t,Λ)∥LU

> δγ}+ P{∥XΛ(t)∥LU
> δ(1− γ)}.

Тепер твердження теореми випливає з теореми 1, якщо в нерiвностi (12)
покласти a = Λ та мiнiмiзувати по s. �

A-модель Xn,Λ також буде шуканою моделлю, якщо у (15) замiсть
P{∥XΛ

0 (t) − Xn(t,Λ)∥LU
> δ} пiдставити будь-якi оцiнки зверху для цiєї

ймовiрностi.
Має мiсце

Лема 2. Нехай для будь-яких Λ та n

∥ XΛ
0 (t)−Xn(t,Λ) ∥LU

≤ c(Λ) ∥ XΛ
0 (t)−Xn(t,Λ) ∥L2 ,

тодi для δ > c(Λ)(Bn,Λ)
1
2 має мiсце оцiнка

P{∥XΛ
0 (t)−Xn(t,Λ)∥LU

> δ} ≤ exp

{
1

2

}
δ

c(Λ)(Bn,Λ)
1
2

exp

{
− δ2

2Bn,Λc2(Λ)

}
,

де

Bn,Λ =

∫
T
E
(
XΛ

0 (t)−Xn(t,Λ)
)2
dµ(t).

Доведення. Твердження лема випливає з нерiвностi [1]

P{∥XΛ
0 (t)−Xn(t,Λ)∥LU

> δ} ≤ P
{
∥XΛ

0 (t)−Xn(t,Λ)∥L2 >
δ

c(Λ)

}
.

�

3. Точнiсть та надiйнiсть моделювання стацiонарних
випадкових процесiв з класу DU (c)

Нехай X = {X(t), t ∈ R} стацiонарний центрований процес,
EX(t+ τ)X(t) = B(τ) =

∫∞
0 cosuτ dF (u), де F (u) — спектральна функцiя

процесу. Випадковий процес X має зображення.

X(t) =

∫ ∞

0
cos(tu) dξ1(u) +

∫ ∞

0
sin(tu) dξ2(u),

де ξ1(u) та ξ2(u) центрованi некорельованi випадковi процеси з некорельо-
ваними приростами такi, що для довiльних 0 ≤ u1 < u2

E(ξ1(u2)− ξ1(u1))2 = E(ξ2(u2)− ξ2(u1))2 = F (u2)− F (u1).

Якщо ξ1(u) та ξ2(u) сумiсно строго субгауссовi вимiрнi випадковi процеси,
то X(t) — регулярний строго субгауссовий випадковий процес.
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Тодi A-модель такого процесу має вигляд

Xn(t,Λ) =

n−1∑
i=0

(
cos(tui)ξ1i + sin(tui)ξ2i

)
, (16)

де ξ1i, ξ2i, i = 0, 1, ..., n−1,— некорельованi або незалежнi строго субгауссовi
величини такi, що Eξ21i = Eξ22i = F (ui+1)− F (ui).

Розглянемо випадковi процеси Xr
v , v > 0, r > 1

2 , вигляду

Xr
v =
{
X(t)

(
sin(vt)

vt

)r
, t ∈ R

}
.

Позначимо

Xr
v,Λ =

{
XΛ(t)

(
sin(vt)

vt

)r
, t ∈ R

}
,

де

XΛ(t) =

∫ ∞

Λ
cos(ut)dξ1(u) +

∫ ∞

Λ
sin(ut)dξ2(u).

Теорема 3. Нехай LU (R) — це простiр Орлiча, що породжується
C-функцiєю U(x) такою, що функцiя

√
U(x) опукла, покладемо

c(u) = inf
h>0

{
h−

1
2

(
U (−1)

(1
h

))−1

(1 + h(u+ rv))

}
. (17)

Нехай iснує функцiя α = {α(u), u ≥ 0}, що α(u) > 0, u ≥ 0, α(u) — моно-
тонно не спадає та α(u)→∞ при u→∞, для якої збiгається iнтеграл∫

0
c(u)

(∫ u

0
α2(v)dF (v)

) 1
2

d

(
− 1

α(u)

)
<∞. (18)

Тодi випадковий процес Xr
v з ймовiрнiстю одиниця належить простору

LU (R) та для будь-якого Λ > 0 при ϵ > VΛ має мiсце нерiвнiсть

P
{
∥Xr

v,Λ(t)∥LU (R) > ϵ
}
≤ exp

{
− 1

2

}
ϵ

VΛ
exp

{
− ϵ2

2V 2
Λ

}
, (19)

де

VΛ =

∫ ∞

Λ
c(u)

(∫ u

Λ
α2(u)dF (u)

) 1
2

d

(
− 1

α(u)

)(
v−1Ir

) 1
2 ,

Ir =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣sin(t)t

∣∣∣∣2rdt.
Доведення. Доведення випливає з теореми 1. Дiйсно, випадковий процес
Xr
v — це регулярний строго субгауссовий процес, що належить класуDU (c),

де c(u) визначається формулою (17). У цьому разi, згiдно з теоремою 1

Rua(t, α) =

∫ u

a
α(u)av(t)cos(ut)dξ1(u) +

∫ u

a
α(u)av(t)sin(ut)dξ2(u),

де av(t) =
( sin(tv)

tv

)r
.
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Отже,

E(Rua(t, α))
2 = (av(t))

2

∫ u

a
α2(u)dF (u),

E∥Rua(t, α)∥2L2
=

∫ ∞

−∞
(av(t))

2dt

∫ u

a
α2(u)dF (u) = v−1Ir

∫ u

a
α2(u)dF (u).

Умова (10) теореми 1 має вигляд∫ ∞

a
c(u)

(∫ u

a
α2(u)dF (u)

) 1
2

d

(
− 1

α(u)

)
<∞ (20)

а вона виконується для будь-якого a ≥ 0, коли виконується умова (18).
Умова (11) виконується, коли

c(b)

α(b)

(∫ b

a
α2(u)dF (u)

) 1
2

→ 0 (21)

при b→∞.
Тодi мають мiсце спiввiдношення

c(b)

α(b)

(∫ b

a
α2(u)dF (u)

) 1
2

= c(b)

(∫ b

a
α2(u)dF (u)

) 1
2
∫ ∞

b
d

(
− 1

α(u)

)
≤

≤
∫ ∞

b
c(u)

(∫ u

a
α2(u)dF (u)

) 1
2

d

(
− 1

α(u)

)
. (22)

З (20) випливає, що останiй iнтеграл у (22) прямує до нуля при b→∞,
тобто (21) виконується. Нерiвнiсть (17) тепер випливає з нерiвностi (12)
при a = Λ та мiнiмiзацiї по s. �

Розглянемо випадок, коли T = [0, T ], T > 0, LU (T ) — простiр Орлiча,
що породжується на T C — функцiєю U . Покладемо v = 1

T .

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 3. Тодi випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} з ймовiрнiстю одиниця належить простору LU (T ) та
для будь-яких Λ > 0, r > 1

2 при ϵ >
VΛ,T

(sin(1))r має мiсце нерiвнiсть

P
{
∥XΛ(t)∥LU (T ) > ϵ

}
≤ exp

{
−1

2

}
ϵ(sin(1))r

VΛ,T
exp

{
− ϵ2(sin(1))2r

2V 2
Λ,T

}
, (23)

де

VΛ,T = T
1
2 I

1
2
r

∫ ∞

Λ
cT (u)

(∫ u

Λ
α2(u)dF (u)

) 1
2

d

(
− 1

α(u)

)
,

cT (u) дорiвнює c(u), що визначено в (17), при v = T−1.

Доведення. Оскiльки при |vt| ≤ 1 має мiсце нерiвнiсть
∣∣ sin(vt)

vt

∣∣r≥ (sin(1))r,
то при 0 ≤ t ≤ T

|XΛ(t)| ≤ (sin(1))−r|Xr
1
T
,Λ
(t)|.

Тепер легко довести, що

∥XΛ(t)∥LU (T ) ≤ (sin(1))−r∥Xr
Λ, 1

T
(t)∥LU (R).
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Тодi нерiвнiсть (23) випливає з нерiвностi (19). �

Умова (18) при v = T−1 виконується, коли iснує функцiя
α = {α(u), u ≥ 0} така, що α(u) > 0, α(u) — монотонно не спадає при
u > 0, α(u)→∞ при u→∞ i збiгається iнтеграл∫ ∞

0
cT (u)d

(
− 1

α(u)

)
=

∫ ∞

0
cT (u)

dα(u)

α2(u)
<∞,

для якої ∫ ∞

0
α2(u)dF (u) <∞.

Тодi має мiсце нерiвнiсть (23), де

VΛ,T = T
1
2 I

1
2
r

∫ ∞

Λ
cT (u)d

(
− 1

α(u)

)(∫ ∞

Λ
α2(u)dF (u)

) 1
2

.

Теорема 5. Нехай LU (T ) — це простiр Орлiча, що породжується на
T = [0, T ] C — функцiєю U(x) такою, що функцiя

√
U(x) опукла, cT (u)

задано в (17) при v = T−1. Нехай для випадкового процесу X виконується
умова ∫ ∞

0
cT (u)

dF (u)

(F (∞)− F (u))
1
2

<∞.

Тодi з ймовiрнiстю одиниця випадковий процес X належить простору
LU (T ) та для будь-яких Λ > 0, r > 1

2 при ϵ > VΛ,T

(sin(1))r має мiсце нерiвнiсть
(23), де

VΛ,T = T
1
2 I

1
2
r

∫ ∞

Λ
cT (u)

(
1

F (∞)− F (u)
− 1

F (∞)− F (Λ)

) 1
2

dF (u). (24)

Доведення. Доведення теореми випливає з теореми 4. Покладемо
α(u) = F (∞)

F (∞)−F (u) , тодi∫ u

Λ
α2(u)dF (u) =

∫ u

Λ

F 2(∞)

(F (∞)− F (u))2
dF (u) =

= F 2(∞)

(
1

F (∞)− F (u)
− 1

F (∞)− F (Λ)

)
,

а

d

(
− 1

α(u)

)
=
dF (u)

F (∞)
.

Отже, VΛ,T визначається за формулою (24). Оскiльки при таких α(u)∫ ∞

0
cT (u)

(∫ u

0
α2(u)dF (u)

) 1
2

d

(
− 1

α(u)

)
≤

≤
∫ ∞

0
cT (u)

dF (u)

(F (∞)− F (u))
1
2

<∞,

то виконується умова (18). �
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Умовi опуклостi
√
U(x) задовiльняють наступнi C — функцiї

U(x) = A|x|p, x ∈ R, A > 0, p > 2,

U(x) = A(exp
(
|x|p
)
− 1), x ∈ R, A > 0, p ≥ 2,

U(x) = A|x|p ln(|x|+ 1), x ∈ R, A ≥ 1, p ≥ 2.

На основi отриманих результатiв визначаються параметри A-моделi. Для
заданих 0 < α < 1, 0 < γ < 1 та δ > 0 на основi теореми 2 та леми 2 ви-
значаємо параметри Λ > 0 та розбиття DΛ. Використання параметра γ
дозволяє знаходити баланс мiж Λ та n. Перевагу потрiбно вiддавати тим
значенням, де менше n. У випадку, коли процес стацiонарний, для визна-
чення параметра Λ використовуються результати теорем 3–5, в залежностi
вiд областi визначення випадкового процесу.
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