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ТРИКРОКОВИЙ МЕТОД З ПОРЯДКОМ ЗБIЖНОСТI 1 +
√
2

ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ МIНIМIЗАЦIЇ

В. Я. Бартiш, Н. П. Огородник

Резюме. В роботi запропоновано трикроковий алгоритм розв’я-
зування задач мiнiмiзацiї нелiнiйної функцiї багатьох змiнних,
який використовує iдею побудови трикрокових методiв i базує-
ться на методi iз швидкiстю збiжностi 1+

√
2. Дослiджено швид-

кiсть збiжностi запропонованого алгоритму, встановлено порядок
збiжностi. Проведено числовi експеременти на функцiях рiзних
типiв, якi пiдтвердили перевагу трикрокового алгоритму над ба-
зовим в сенсi кiлькостi обчислень.

Вступ

У рiзних галузях людського життя часто виникає потреба у розв’язуван-
нi задач оптимiзацiї. Такi задачi часто трапляються в науцi, технiцi, про-
мисловостi та багатьох iнших галузях. Для розв’язування актуальних про-
блем побудовано широкi класи алгоритмiв. Рiзнi методи виявляють свою
ефективнiсть на рiзних класах задач i на даний час не iснує унiверсального
алгоритму. При визначеннi ефективностi алгоритму враховується критерiй
точностi результату, швидкiсть збiжностi та складнiсть алгоритму [1, 2].

Запропоновано алгоритм розв’язування задач мiнiмiзацiї функцiй, який
базується на методi iз швидкiстю збiжностi 1 +

√
2 [3]. На кожному кроцi

за допомогою даного методу обчислюються два промiжнi наближення до
розв’язку, а наступне наближення алгоритму шукається як точка мiнiмуму
на прямiй, що з’єднує отриманi точки. Показано, що швидкiсть збiжностi
даного алгоритму є 1+

√
2 iз знаменником збiжностi меншим, нiж знамен-

ник збiжностi базового методу.
Проведено тестування даного алгоритму на низцi вiдомих задач, зробле-

но його порiвняння з базовим.

1. Формулювання задачi

Розглянемо задачу безумовної мiнiмiзацiї функцiї багатьох змiнних

f(x)→ min, (1)

де x ∈ Rn i f(x) ∈ C3(Rn).
Одним з класичних методiв розв’язування задачi (1) є метод Ньюто-

на. До недолiкiв методiв Ньютона вiдносять трудомiскiсть кожної iтерацiї.
У [3] для розв’язування задачi (1) запропоновано метод, який побудовано
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на основi методу Ньютона, i у якому бiльш ефективно використовується
iнформацiя про матрицю других похiдних, а саме

xk+1 = xk − (f ′′(θk))
−1f ′(xk), (2)

θk+1 = xk+1 −
1

2
(f ′′(θk))

−1f ′(xk+1), θ0 = x0, k = 0, 1, . . . . (3)

Показано, що швидкiсть збiжностi даного методу дорiвнює 1 +
√
2.

Використовуючи iдею побудови методiв з [4], на основi методу (2)–(3)
дослiджено новий трикроковий метод вигляду

x1 = x0 − (f ′′(θ0))
−1f ′(x0), θ0 = x0, (4)

uk = xk − (f ′′(θk−1))
−1f ′(xk), θk =

xk + uk
2

, (5)

vk = xk − (f ′′(θk))
−1f ′(xk), (6)

xk+1 = argmin
γ
f(vk + γ(uk − vk)), k = 1, 2, . . . . (7)

На кожному кроцi додатково проводимо мiнiмiзацiю функцiї однiєї змiн-
ної, формула (7).

2. Обгрунтування збiжностi

Теорема 1. Нехай виконуються умови
1. f(x) ∈ C3(D), D = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x0)};
2. ∀x, y ∈ D: ∥f ′′′(x)∥ ≤M3 i f ′′′(x) задовольняє умову Лiпшiца

∥f ′′′(x)− f ′′′(y)∥ ≤ N∥x− y∥,

де 0 < N,M3 <∞;
3. ∀x ∈ D, h ∈ Rn

m∥h∥2 ≤ (f ′′(x)h, h) ≤M∥h∥2,

де 0 < m < M <∞.
Тодi послiдовнiсть {xk} коректно визначена за (4)–(7) та iснує кон-

станта 0 < C <∞ така, що має мiсце оцiнка

(f(xk+1)− f(x∗)) ≤ Cβk+1(f(xk)− f(x∗))2(f(xk−1)− f(x∗)),

де x∗ — розв’язок задачi (1), βk+1 ∈ (0, 1], k = 1, 2, . . ..
Якщо початкове наближення x0 вибране так, що виконується умова

µ =
√
C(f(x0)− f(x∗)) < 1, (8)

то

f(xk)− f(x∗) ≤
k∏
i=1

β
lk+1−i

i µDk(f(x0)− f(x∗)), k = 1, 2, . . . , (9)

де Dk+1 = 2Dk+Dk−1+2, причому D0 = 0, D1 = 1, lk+1 = 2lk+ lk−1, l0 = 0,
l1 = 1.
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Доведення. Згiдно з умовою 3) функцiя f(x) сильно опукла. Отже, розв’я-
зок задачi (1) iснує та єдиний, при цьому справедлива оцiнка [2]

∥f ′′(x)−1∥ ≤ 1

m
.

Припустимо, що наближення xk, k > 1 до розв’язку задачi (1), знайдено.
Тодi враховуючи (6), маємо

∥vk − x∗∥ = ∥xk − (f ′′(θk))
−1f ′(xk)− x∗∥ ≤ ∥(f ′′(θk))−1∥×

×∥f ′′(θk)(xk − x∗)− f ′(xk)∥ ≤
1

m
∥f ′′(θk)(xk − x∗)− (f ′(xk)− f ′(x∗))∥. (10)

Використовуючи розклад f ′′(θk) та f ′(xk) в околi точки x∗ та умову 2)
теореми, отримаємо (при умовi, що τ1, τ2 ∈ (0, 1))

∥vk − x∗∥ ≤
1

m
∥f ′′(x∗)(xk − x∗) + f ′′′(x∗ + τ1(θk − x∗))(θk − x∗)(xk − x∗)−

−f ′′(x∗)(xk − x∗)−
1

2
f ′′′(x∗ + τ2(xk − x∗))(xk − x∗)2∥ ≤

≤ N

m
∥x∗ + τ1(θk − x∗)− x∗∥∥θk − x∗∥∥xk − x∗∥+

N

2m
∥x∗ + τ2(xk − x∗)− x∗∥×

×∥xk − x∗∥2 +
1

m
∥f ′′′(x∗)(θk − x∗)(xk − x∗)−

1

2
f ′′′(x∗)(xk − x∗)2∥ ≤

≤ N

m
∥θk − x∗∥2∥xk − x∗∥+

N

2m
∥xk − x∗∥3+

+
M3

2m
∥xk − x∗∥∥uk − x∗∥. (11)

Використавши (5) та роклад f ′′(θk−1) i f ′(xk) в околi x∗, запишемо оцiнку

∥uk − x∗∥ = ∥xk − (f ′′(θk−1))
−1f ′(xk)− x∗∥ ≤ ∥(f ′′(θk−1))

−1∥×

×∥f ′′(θk−1)(xk − x∗)− f ′(xk)∥ ≤
1

m
∥f ′′(θk−1)(xk − x∗)− (f ′(xk)− f ′(x∗))∥ ≤

≤ 1

m
∥f ′′(x∗)(xk − x∗) + f ′′′(x∗ + τ1(θk−1 − x∗))(θk−1 − x∗)(xk − x∗)−

−f ′′(x∗)(xk − x∗)−
1

2
f ′′′(x∗ + τ2(xk − x∗))(xk − x∗)2∥ ≤

≤ 1

m
∥f ′′′(x∗ + τ1(θk−1 − x∗))∥∥θk−1 − x∗∥∥xk − x∗∥+

+
1

2m
∥f ′′′(x∗ + τ2(xk − x∗))∥∥xk − x∗∥2 ≤

M3

m
∥θk−1 − x∗∥∥xk − x∗∥+

+
M3

2m
∥xk − x∗∥2. (12)

Використавши умови теореми, отримаємо
m

2
∥x− x∗∥2 ≤ f(x)− f(x∗) ≤

M

2
∥x− x∗∥2.

Тодi, врахувавши (7), маємо

∥uk − x∗∥2 ≤
2

m
(f(uk)− f(x∗)) ≤

2

m
(f(xk)− f(x∗)) ≤

M

m
∥xk − x∗∥2
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або

∥uk − x∗∥ ≤
√
M

m
∥xk − x∗∥.

Використаємо (5) та запишемо

∥θk − x∗∥ = ∥
uk + xk

2
− x∗∥ ≤ 1

2
(∥uk − x∗∥+ ∥xk − x∗∥) ≤

≤ 1

2
(

√
M

m
+ 1)∥xk − x∗∥. (13)

Продовжимо оцiнку (11), використавши (12) та (13) та умову 2):

∥vk − x∗∥ ≤
N

m
∥θk − x∗∥2∥xk − x∗∥+

N

2m
∥xk − x∗∥3+

+
M3

2m
∥xk − x∗∥(

M3

m
∥θk−1 − x∗∥∥xk − x∗∥+

M3

2m
∥xk − x∗∥2) ≤

≤ N

4m
(

√
M

m
+ 1)2∥xk − x∗∥3 +

N

2m
∥xk − x∗∥3+

+(
M3

2m
)2(

√
M

m
+ 1)∥xk − x∗∥2∥xk−1 − x∗∥+ (

M3

2m
)2∥xk − x∗∥3 ≤

≤ (
N

4m
(

√
M

m
+1)2+

N

2m
+(

M3

2m
)2(

√
M

m
+1)+(

M3

2m
)2)∥xk−1−x∗∥∥xk−x∗∥2 =

= C̃∥xk−1 − x∗∥∥xk − x∗∥2,

де C̃ = N
4m(
√

M
m + 1)2 + N

2m + (M3
2m )2(

√
M
m + 1) + (M3

2m )2 <∞.
Тодi

f(vk)− f(x∗) ≤
M

2
(C̃)2∥xk−1 − x∗∥2∥xk − x∗∥4 ≤

≤ M

2
(C̃)2(

2

m
)3(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2 =

= C(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2. (14)

З формул (7) i (14) випливає

f(xk+1)− f(x∗) ≤ βk+1C(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2,
де βk+1 ∈ (0, 1].

За допомогою методу математичної iндукцiї, враховуючи (8), доведемо,
що оцiнка (9) виконується для довiльного k. Спершу запишемо оцiнку для
f(x1)− f(x∗):

f(x1)− f(x∗) ≤
M

2
∥x1 − x∗∥2 =

M

2
∥x0 − x∗ − (f ′′(x0))

−1f ′(x0)∥2 ≤

≤ M

2m2
∥f ′′(x0)− f ′′(x∗ + τ(x0 − x∗))∥2∥x0 − x∗∥2 ≤

MM3

m2
∥x0 − x∗∥4 ≤

≤ MM3

m2
(
2

m
)2∥f(x0)− f(x∗)∥2 ≤

√
C(f(x0)− f(x∗))∥2 ≤ µD1(f(x0)− f(x∗)),

де
√
C = max{MM3

m2 ( 2
m)2, C̃

√
M
m

2
m} <∞.
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Якщо k = 1, одержимо

f(x2)− f(x∗) ≤ β2C(f(x0)− f(x∗))(f(x1)− f(x∗))2 ≤

≤ β2C(f(x0)− f(x∗))β2l11 µ2D1(f(x0)− f(x∗))2 ≤
≤ µ2µ2D1βl12 β

2l1
1 (f(x0)− f(x∗)) ≤

≤
2∏
i=1

β
l3−i

i µD2(f(x0)− f(x∗)).

Припустимо, що дана оцiнка виконується для деякого k > 1, тобто

f(xk)− f(x∗) ≤
k∏
i=1

β
lk+1−i

i µDk(f(x0)− f(x∗)).

Тодi для k + 1, отримаємо

f(xk+1)− f(x∗) ≤ βk+1C(f(xk−1)− f(x∗))(f(xk)− f(x∗))2 ≤,

≤ βk+1C(
k∏
i=1

β
lk+1−i

i )2µ2Dk(f(x0)− f(x∗))2
k−1∏
i=1

β
lk−i

i µDk−1(f(x0)− f(x∗)) =

= βk+1

k∏
i=1

β
2lk+1−i

i

k−1∏
i=1

β
lk−i

i µ2Dk+Dk−1+2(f(x0)− f(x∗)) =

=

k+1∏
i=1

β
lk+2−i

i µDk+1(f(x0)− f(x∗)).

Отже, за методом математичної iндукцiї маємо, що послiдовнiсть набли-
жень, побудованих за формулами (4)–(7), збiгаєтся до x∗. �

3. Чисельнi експерименти
Нами розглянуто ряд прикладiв i проведено порiвняння запропонованого

трикрокового алгоритму (4)–(7) з базовим методом iз швидкiстю збiжностi
1+
√
2 (2)–(3). Для забезпечення вибору довiльного початкового наближе-

ння у методи було введено кроковi множники.
Обчислення проводили до виконання умови

∥xk+1 − xk∥ ≤ ε,
де ε = 10−8. В таблицi наведено кiлькiсть iтерацiй N та кiлькiсть обчи-
слень, еквiвалентних обчисленню функцiї K, затрачених для отримання
наближеного розв’язку наведених задач з [5].

1. Штрафна функцiя

f(x) =

n−1∑
i=1

(xi − 1)2 + (

n∑
i=1

x2i − 0.25)2;

x0 = (10, 10, . . . , 10); x0 = (5, 5, . . . , 5); n = 2, 3, . . . .

Розв’язок залежить вiд значення n.
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2. Розширена функцiя Вайта i Холста

f(x) =

n/2∑
i=1

[100(x2i − x32i−1)
2 + (1− x2i−1)

2];

x0 = (−1, 0.8,−1, 0.8 . . . ,−1, 0.8); x0 = (0, 0, . . . , 0); n = 2, 4, . . . ;

x∗ = (1, 1, . . . 1); f(x∗) = 0.

3. Розширена функцiя Пауела

f(x) =

n/4∑
i=1

[(x4i−3+10x4i−2)
2+5(x4i−1−x4i)2+(x4i−2−2x4i−1)

4+10(x4i−3−x4i)4];

x0 = (3,−1, 0, 1, . . . , 3,−1, 0, 1); x0 = (30,−10, 0, 10, . . . , 30,−10, 0, 10);
n = 4, 8, 12, 16, . . . ; x∗ = (0, 0, . . . , 0); f(x∗) = 0.

4. Штрафна функцiя 1

f(x) = 10−5
n∑
i=1

(xi − 1)2 + (

n∑
i=1

x2i − 0.25)2;

x0 = (10, 10, . . . , 10); x0 = (5, 5, . . . , 5); n = 2, 3, . . . .

Розв’язок залежить вiд значення n.

Таблиця 1

ф-цiя x0
n = 4 n = 100

(2)–(3) (4)–(7) (2)–(3) (4)–(7)
N K N K N K N K

1 1 10 145 7 467 12 61901 6 31878
1 2 9 131 7 433 10 51601 6 31876
2 1 23 585 19 893 23 234729 19 194459
2 2 19 483 12 605 19 193923 12 122824
3 1 35 495 2 119 38 195801 2 10679
3 2 39 551 2 119 43 221551 2 10679
4 1 11 159 2 120 12 62514 2 10680
4 2 10 145 2 149 13 67051 2 10680

Висновки
В данiй статтi запропоновано новий метод розв’язування задач безумов-

ної мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних. Метод побудовано на основi ме-
тоду iз швидкiстю збiжностi 1 +

√
2, використовуючи iдею побудови три-

крокових алгоритмiв. В якостi промiжних наближень у даному трикроко-
вому методi використано наближення отриманi за методом (2)–(3). Отже,
на кожнiй iтерацiї алгоритму потрiбно додатково проводити одновимiрну
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мiнiмiзацiю. При невеликих розмiрностях функцiї, кiлькiсть обчислень за-
трачених на одновимiрну мiнiмiзацiю може впливати на ефективнiсть за-
пропонованого методу (як видно з таблицi). Iз збiльшенням розмiрностi
функцiї (n > 10) кiлькiсть обчислень затрачених на одновимiрну мiнiмi-
зацiю стає несуттєвою в порiвняннi iз кiлькiстю обчислень, затрачених на
знаходження другої похiдної запропонований алгоритм починає працюва-
ти краще. Проведено теоретичнi та числовi дослiдження даного методу.
Доведено, що швидкiсть збiжнiстi методу (4)–(7) є 1 +

√
2.

В числових експериментах запропонований трикроковий метод показав
суттєвi переваги для великої кiлькостi тестових функцiй, особливо для
функцiй з виродженим в точцi розв’язку гессiаном (функцiї 3 i 4).
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