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ТЕРМОЕЛЕКТРИЧНОГО ОХОЛОДЖЕННЯ

М. П. Коцур

Резюме. Запропоновано спосiб розв’язування задачi оптималь-
ного керування об’єктом з розподiленими параметрами, що опи-
сується системою нелiнiйних диференцiйних рiвнянь з нестандар-
тними крайовими умовами. Варiацiйним методом отримано за-
гальний вигляд необхiдних умов оптимальностi. Розроблено алго-
ритм чисельного методу послiдовних наближень для вирiшення
такої оптимiзацiйної задачi. Результати застосованi для оптимi-
зацiї нестацiонарного процесу термоелектричного охолодження.
Розрахованi оптимальнi залежностi струму живлення термоеле-
ктричного модуля вiд часу, що забезпечують мiнiмальну темпе-
ратуру охолодження.

Вступ

Великий клас оптимiзацiйних задач стосується об’єктiв (систем i про-
цесiв) з розподiленими параметрами, поведiнка яких описується за допо-
могою крайової задачi для рiвнянь з частинними похiдними. Рацiональне
функцiонування таких об’єктiв можливе за умов розв’язання задач опти-
мального керування, результатом яких є побудова оптимальних функцiй
керування.

Теорiя оптимального керування широко застосовується до оптимiзацiї
об’єктiв iз зосередженими параметрами, стан яких описується системами
звичайних диференцiйних рiвнянь[1]–[4]. Для них сформульованi необхiднi
умови оптимальностi, наприклад, принцип максимуму Понтрягiна [5], на
основi яких створюються алгоритми i комп’ютернi методи пошуку функцiй
керування, що оптимiзують об’єкт.

Розвиток теорiї оптимального керування для об’єктiв з розподiленими
параметрами, а також методiв визначення їх характеристик є значно скла-
днiшою задачею, нiж аналогiчна проблема для систем iз зосередженими па-
раметрами, оскiльки доводиться мати справу з диференцiйними рiвняння-
ми в частинних похiдних, враховуючи складнiсть реальних крайових умов,
що характеризують роботу об’єкта. Крайовi умови задачi можуть включа-
ти частиннi похiднi, функцiї керування, тощо. Необхiднi умови оптималь-
ностi отриманi лише для окремих задач з розподiленими параметрами з
простими граничними умовами [6]–[9]. Тому актуальною задачею є розви-
ток теорiї оптимального керування для об’єктiв, якi описуються системами
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диференцiйних рiвнянь в частинних похiдних з оригiнальними граничними
умовами.

Такi оптимiзацiйнi задачi знаходять широке практичне застосування в
багатьох технiчних галузях. Прикладом об’єкту з розподiленими параме-
трами є нестацiонарний процес термоелектричного охолодження. Аналiз
результатiв попереднiх дослiджень [4], [10] показує, що задачi оптимiзацiї
цього процесу, наприклад, пошук оптимальних функцiй струму, що забез-
печують екстремальнi значення характеристик охолодження, розв’язува-
лись лише для найпростiших фiзичних моделей термоелектричного пере-
творювача, або взагалi не розглядалися. Це зумовлено складнiстю мате-
матичної моделi процесу нестацiонарного охолодження, який описується
диференцiйними рiвняннями в частинних похiдних, крайовi умови яких
визначаються фiзичною моделлю термоелектричного перетворювача i ре-
жимом його роботи.

Мета даної роботи полягала в оптимiзацiї нестацiонарного режиму тер-
моелектричного охолоджувача шляхом розробки методiв оптимального ке-
рування та алгоритмiв чисельного розв’язання вiдповiдної математичної
задачi оптимiзацiї нестацiонарних одновимiрних процесiв iз розподiленими
параметрами.

1. Постановка задачi оптимального керування нестацiонарним
процесом термоелектричного охолодження

Розглянемо постановку однiєї iз задач оптимального керування неста-
цiонарним процесом термоелектричного охолодження. Об’єктом дослiдже-
ння є охолоджувальний модуль (рис. 1а), що складається з термоелементiв
(рис. 1б ), з’єднаних мiж собою послiдовно в електричне коло i паралель-
но по вiдношенню до теплового потоку. Кожен термоелемент мiстить двi
вiтки з напiвпровiдникового матерiалу n- i р-типiв провiдностi. За умо-
ви протiкання електричного струму, вказаної на рис. 1 полярностi, вна-
слiдок поглинання тепла Пельтьє спай 1 охолоджується, а протилежний
спай нагрiвається. Зазвичай шляхом iнтенсивного тепловiдводу темпера-
тура гарячого спаю пiдтримується близькою до температури оточуючого
середовища.
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Рис. 1. Схема охолоджувального модуля (а) i термоелемента (б )

За умови рiвномiрного розподiлу теплового навантаження на холоднi
спаї термоелементiв модуля тепловi процеси у всiх термоелементах подiбнi
i описуються системою рiвнянь нестацiонарної теплопровiдностi [4] у вiтках
термоелементу, що має вигляд
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У цих рiвняннях Tn,p — температури, I — струм живлення термоеле-
менту, cn,p, αn,p, ρn,p, κn,p — характеристики матерiалiв n- i р-вiток, а саме
теплоємнiсть, коефiцiєнт Зеєбека, питомий опiр та теплопровiднiсть вiдпо-
вiдно, sn,p — площi перерiзу вiток.
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Початковi i крайовi умови задачi нестацiонарного термоелектричного
охолодження такi:

Tn (x, 0) = Tp (x, 0) = T0, (3)

Tn (1, t) = Tp (1, t) = T0,
∂Tn(0,t)

∂t = F0 (Tn (0, t) , qn (0, t) , qp (0, t) , I) ,
Tp (0, t) = Tn (0, t) ,

(4)

де

F0=
1

g

[
q0−K (sn+sp) (Tn (0, t)−T0)−ϕnqn (0, t)−ϕpqp (0, t)+I2r0

(
1

sn
+

1

sp

)]
.

У цих рiвняннях характеристики матерiалiв вiток αn,p(T ), ρn,p(T ), κn,p(T )
є функцiями температури, а питома теплоємнiсть матерiалiв вiток термо-
елементу cn,p, фактор форми ϕn,p, електричний контактний опiр r0 вiток,
коефiцiєнт теплообмiну холодного спаю термоелементу K, теплоємнiсть g
та тепловидiлення q0 пiд’єднаного до спаю теплового навантаження — кон-
станти.

Залежно вiд величини струму I, температура в певнiй точцi термоеле-
мента за певний промiжок часу може бути нижчою або вищою за початко-
ву. Струмом можна керувати, змiнюючи його величину з часом в межах
0 < I < Imax. Оптимiзацiйна задача полягає у визначеннi оптимальної
функцiї струму I(t) такої, що мiнiмiзує температуру охолодження в точцi
x = 0 в певний момент часу t = θ, тобто функцiонал, що мiнiмiзується,
Φ = Tn,p(0, θ).

Аналiз наукової iнформацiї [4, 10, 11] дозволяє стверджувати, що до сьо-
годнi для загального випадку температурно-залежних параметрiв матерiа-
лiв термоелемента αn,p(T ), ρn,p(T ), κn,p(T ) способiв розв’язання такої задачi
не запропоновано.

Оптимiзацiя нестацiонарного процесу термоелектричного охолодження
належить до задач оптимiзацiї об’єктiв з розподiленими параметрами, для
розв’язання яких можна скористатися методами теорiї оптимального керу-
вання.

2. Оптимальне керування об’єктом з розподiленими
параметрами

Розглянемо об’єкт з розподiленими параметрами, поведiнка якого опи-
сується системою нелiнiйних рiвнянь iз частинними похiдними [7] у виглядi

δk
∂φk
∂t

+

M∑
j=1

akj
∂φj
∂x

= fk (φ (x, t) , u (t)) , k = 1, . . . ,M, (5)

заданою в областi [0, L] × [0, θ]. Початковi та нестандартнi крайовi умови
на кiнцях вiдрiзку L, мають вигляд

δkφk (x, 0) = φ0 (x) , k = 1, . . . ,M, (6)
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δ0k
∂φk
∂t

∣∣∣
x=0

= F0k (φ (0, t) , u (t)) , k = 1, . . . ,M/2,

δ1k
∂φk
∂t

∣∣∣
x=L

= F1k (φ (L, t) , u (t)) , k = 1, . . . ,M/2.
(7)

У рiвняннях (5)–(7) φ = {φ1 (x, t) , . . . , φM (x, t)} — вектор-функцiя ста-
ну об’єкта, u = {u1 (t) , . . . , uN (t)} — вектор-функцiя керування, akj — кон-
станти, fk (φ (x, t) , u (t)), F0k (φ (0, t) , u (t)), F1k (φ (L, t) , u (t)) — неперервно-
диференцiйованi функцiї своїх аргументiв, δk, δ0k, δ1k ∈ {0, 1} i це означає,
що не обов’язково всi рiвняння системи (5) або крайовi умови (7) мiстять
похiдну по t.

Зауважимо, що крайова задача (5)–(7) є загальним виглядом задачi (2)–
(4), що описує процес нестацiонарного термоелектричного охолодження.

Задамо функцiонал Φ, наприклад, у виглядi деякої функцiї, залежної
вiд вектора стану в крайовiй точцi x = 0 в кiнцевий момент t = θ

Φ = Φ(φ (0, θ) . (8)

Задача полягає в мiнiмiзацiї Φ шляхом вибору вектора u(t) iз допустимої
областi змiни керування Gu.

Одним iз способiв, яким можна отримати необхiднi умови оптимальностi
для такої задачi, є варiацiйний метод. Для цього формується розширений
функцiонал

J = J1 + J2, (9)

де J1 =
∫ θ
0

∫ L
0

∑M
k=1 ψk (x, t)

[
fk − δk ∂φk

∂t −
∑M

j=1 akj
∂φj

∂x

]
dxdt,

J2 = −Φ(φ (0, θ) +

∫ θ

0

M/2∑
k=1

ν0k (t)

[
F0k − δ0k

∂φk (0, t)

∂t

]
dt+

+

∫ θ

0

M/2∑
k=1

ν1k (t)

[
F1k − δ1k

∂φk (L, t)

∂t

]
dt,

ψk (x, t) , ν0k (t) , ν1k (t) — невiдомi функцiї, що вiдiграють роль множникiв
Лагранжа.

Пiсля iнтегрування (9) за частинами з умови екстремуму δJ = 0
(δJ — повна варiацiя J за аргументами φ, u) отримаємо необхiднi умови
оптимальностi, а саме систему диференцiйних рiвнянь, спряжену до систе-
ми (5), якiй повиннi задовольняти невiдомi функцiї ψ:

δj
∂ψj
∂t
−

M∑
k=1

akj
∂ψk
∂x

= −
M∑
k=1

ψk
∂fk
∂φj

, j = 1, . . . ,M, (10)

прикiнцевi умови у виглядi

δjψj (x, θ) = 0, 0 < x < L, j = 1, . . . ,M,

δjψj (0, θ) +
∂Φ

∂φj(0,θ)
+ δ0jν0j (θ) = 0, j = 1, . . . ,M/2,

δjψj (0, θ) +
∂Φ

∂φj(0,θ)
= 0, j =M/2 + 1, . . . ,M,

δjψj (L, θ) + δ1jν1j (θ) = 0, j = 1, . . . ,M/2,
δjψj (L, θ) = 0, j =M/2 + 1, . . . ,M,

(11)
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умови трансверсальностi∑M
k=1 akjψk (0, t) =

∂J2
∂φj

∣∣∣
x=0

, j = 1, . . . ,M,∑M
k=1 akjψk (L, t) =

∂J2
∂φj

∣∣∣
x=L

, j = 1, . . . ,M,
(12)

де

∂J2
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∣∣∣∣
x=0

= δ0j
∂ν0j
∂t

+

M/2∑
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ν0k (t)
∂F0k

∂φj (0, t)
, j = 1, ...,M/2,

∂J2
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∣∣∣∣
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=

M/2∑
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ν0k (t)
∂F0k
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, j =M/2 + 1, ...,M,

∂J2
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∣∣∣∣
x=L

= δ1j
∂ν1j
∂t

+

M/2∑
k=1

ν1k (t)
∂F1k

∂φj (L, t)
, j = 1, ...,M/2,

∂J2
∂φj

∣∣∣∣
x=L

=

M/2∑
k=1

ν1k (t)
∂F1k

∂φj (L, t)
, j =M/2 + 1, ...,M,

а також умови для знаходження оптимального вектор-керування:

∂H

∂ui
= 0, i = 1, . . . , N, (13)

де
H (φ (x, t) , ψ (x, t) , ν0 (t) , ν1 (t) , u (t)) =

=

M∑
j=1

[

∫ L

0
ψj (x, t) fj (φ (x, t) , u (t)) dx+ ν0j (t)F0j (φ (0, t) , u (t))+

+ν1j (t)F1j (φ (L, t) , u (t))]. (14)

Умова (13) означає, що для кожного значення t повинна задовольнятися
умова максимуму функцiї H за компонентами вектора u:

H (φ (x, t) , ψ (x, t) , ν0 (t) , ν1 (t) , u (t)) =

= max
u∈Gu

H (φ (x, t) , ψ (x, t) , ν0 (t) , ν1 (t) , u) . (15)

Половина з умов трансверсальностi (12) використовуються для визначе-
ння функцiй ν, а решта є крайовими умовами для системи (10).

Отже, умови (10)–(15) разом з основними рiвняннями (5)–(7), що опису-
ють об’єкт з розподiленими параметрами, задають розв’язок поставленої
оптимiзацiйної задачi та дають змогу визначити оптимальний вектор ке-
рування u(t).

3. Алгоритм для розв’язання задачi
Нелiнiйнiсть в загальному випадку правих частин основних рiвнянь (5)

i складнiсть задачi в цiлому уможливлюють її розв’язання тiльки чисель-
ними методами. Для цього можна запропонувати такий алгоритм методу
послiдовних наближень.
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1. Задаємо початкове наближення вектор-функцiї керування, напри-
клад, у виглядi u(0)(t) = u0, де u0 ∈ Gu.

2. З цим наближенням розв’язуємо основну систему диференцiйних
рiвнянь (5) з умовами (6)–(7) i знаходимо вектор-функцiю стану φ.
Для чисельного методу розв’язання цiєї системи можна використа-
ти метод скiнчених рiзниць.

3. Обчислюємо значення функцiоналу Φ (8).
4. Знайдену вектор-функцiю стану φ i початкове наближення u(0)(t)

використовуємо для розв’язання допомiжної системи (10) з умо-
вами (11), (12), щоб знайти вектор-функцiю ψ. Для чисельного її
розв’язання можна застосувати метод скiнчених рiзниць.

5. Використовуємо розв’язки основної i допомiжної систем для обчи-
слення максимального значення функцiї H (14) за компонентами
вектора u для кожного моменту часу t. Для пошуку оптимальних
значень компонент u з областi Gu можна запропонувати метод гра-
дiєнтного спуску, визначаючи замiсть максимуму H мiнiмум (−H).
Отримаємо нове наближення вектор-функцiї керування u(1)(t).

6. З новою функцiєю керування розв’язуємо основну систему (5)–(7)
i визначаємо нове значення функцiоналу Φ (8). Повторюємо iтера-
цiйний процес до досягнення змiни функцiоналу Φ в межах заданої
похибки.

Такий алгоритм можна реалiзувати комп’ютерними методами i визначи-
ти розв’язок поставленої оптимiзацiйної задачi.

4. Умови оптимальностi для задачi нестацiонарного
термоелектричного охолодження

Застосуємо отриманi вище в загальному виглядi умови оптимальностi
для об’єкта з розподiленими параметрами (10)–(15) i запишемо спiввiдно-
шення для розв’язання поставленої задачi нестацiонарного термоелектри-
чного охолодження.

Згiдно (10) допомiжна система рiвнянь, спряжена до системи (2), набуває
вигляду 

∂ψ1n

∂t + ∂ψ2n

∂x = y1n
∂ψ1p

∂t +
∂ψ2p

∂x = y1p
an

∂ψ1n

∂x = y2n
ap

∂ψ1p

∂x = y2p

, (16)

де
y1 n,p = −an,p

α2
n,p

ϕ2n,pκn,p
R2n,pI

2 (t)ψ1n,p −
αn,p

ϕn,pκn,p
R1n,pI (t)ψ2n,p,

y2 n,p = an,p
αn,p

ϕn,pκn,p
I (t)ψ1n,p +

ψ2n,p

κn,p
,

R1 n,p = 1 +
d lnαn,p

dT Tn,p − d lnκn,p

dT

(
Tn,p − ϕn,p

I
qn,p

αn,p

)
,

R2 n,p = R1 n,p +
d lnαn,p

dT

(
Tn,p − ϕn,p

I
qn,p

αn,p

)
+

ρn,pκn,p

α2
n,p

d ln ρn,p

dT .
Прикiнцевi i крайовi умови для системи будуть такими:
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ψ1n (x, θ) = 0, 0 < x ≤ 1, ψ1n (0, θ) = −
1

1 + ang
ϕn

, ψ1p (x, θ) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

(17)

∂ψ1n(0,t)
∂t =

K(sn+sp)
g ψ1n (0, t)− ϕn

ang
(ψ2n (0, t) + ψ2p (0, t)) ,

ψ1p (0, t) =
ansp
apsn

ψ1n (0, t) , ψ1n (1, t) = 0, ψ1p (1, t) = 0.
(18)

Оптимальна функцiя струму I(t) повинна задовольняти умовi максиму-
му функцiї H в кожний момент часу t ∈ {0, θ}, яка матиме вигляд

H =

∫ 1

0

∑
n.p

(ψ1 (x, t, I) f1 (x, t, I)ψ2 (x, t, I) f2 (x, t, I))dx+

+
ang

ϕn
ψ1n (0, t, I)F0 (t, I) . (19)

Умови (16)–(19) разом з основними рiвняннями нестацiонарного термо-
електричного охолодження (2)–(4) задають розв’язок поставленої оптимi-
зацiйної задачi та дозволяють визначити оптимальну функцiю струму I(t),
що забезпечує мiнiмальну температуру охолодження об’єкта Tc за певний
фiксований промiжок часу θ.

Така задача розв’язується комп’ютерними методами за допомогою за-
пропонованого вище алгоритму методу послiдовних наближень з викори-
станням рiзницевих схем для розв’язання основної i спряженої крайових
задач.

5. Результати оптимiзацiї нестацiонарного процесу
термоелектричного охолодження

Оцiнки характеристик нестацiонарного процесу термоелектричного охо-
лодження проводилися на прикладi термоелементу, вiтки якого виконанi з
матерiалiв на основi Bi-Te n- i р-типу провiдностi. Типовi експерименталь-
нi температурнi залежностi термоелектричних параметрiв αn,p(T ), ρn,p(T ),
κn,p(T ) цих матерiалiв [4] апроксимувалися полiномами i використовували-
ся для комп’ютерних розрахункiв. Оцiнки проводилися для термоелемента
з висотою вiток L = 0.2 см, площею перерiзу sn,p = 0.1×0.1 см2, величиною
контактного опору r0 = 5 · 10−6 Ом · см2. Враховувався теплообмiн холо-
дного спаю термоелемента з навколишнiм середовищем, температура якого
T0 = 300 К, коефiцiєнт теплообмiну K = 10−3 Вт/(см2 ·К). Значення тепло-
ємностi та тепловидiлення пiд’єднаного до спаю теплового навантаження
приймалися g = 0.0012 Дж/К i q0 = 0 Вт вiдповiдно.

На рис. 2 наведено приклад результатiв розрахунку температури хо-
лодного спаю термоелемента Tc(t) ≡ Tn(0, t) = Tp(0, t) в залежностi вiд
часу для рiзних значень постiйного струму I. Результати отриманi шля-
хом розв’язування системи рiвнянь (2) за умов (3), (4) методом скiнчених
рiзниць. З рис. 2 видно, що температура холодного спаю термоелемента
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в початковi моменти часу знижується, а надалi залежностi Tc(t) досяга-
ють насичення, тобто значень температури в стацiонарному режимi. Най-
нижча температура досягається при значеннi струму I = 3 А i дорiвнює
Tc = 228 К. Таким чином максимальний перепад температур, що досягає-
ться на термоелементi за умови q0 = 0 в стацiонарному режимi, дорiвнює
∆Tmax = 72 К i вiдповiдає рiвню охолодження однокаскадних термоеле-
ктричних модулiв промислового виробництва.
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Рис. 2. Залежнiсть температури охолодження Tc термоелемента вiд часу
t за умов постiйного струму I

Приклад результатiв розрахунку оптимальних функцiй струму живлен-
ня термоелемента наведено на рис. 3. Тут показанi розрахованi оптимальнi
залежностi струму вiд безрозмiрного параметра часу I(t/θ), що мiнiмiзу-
ють температуру холодного спаю термоелемента Tc в рiзнi кiнцевi моменти
часу θ=1 с, 2 с, 5 с. На цьому ж рисунку показано, як знижується темпе-
ратура охолодження Tc в залежностi вiд часу при використаннi цих опти-
мальних залежностей струму. Температура, яка досягається за час θ=5 c
дорiвнює Tc=220 К, що на 8 К нижче за мiнiмальну температуру в стацiо-
нарному режимi.
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Рис. 3. Оптимальнi залежностi струму I та вiдповiднi залежностi
температури охолодження термоелемента Tc вiд безрозмiрного параметра

часу t/θ для рiзних кiнцевих моментiв часу θ

Порiвняння даних рис. 2 i рис. 3 демонструє можливостi запропонова-
ного методу оптимiзацiї нестацiонарного термоелектричного охолодження i
доводить, що використання оптимальних функцiй струму дозволяє досягти
суттєво нижчих температур нiж застосування постiйного струму.

Висновки

Застосування варiацiйного методу дозволило отримати в загальному ви-
глядi необхiднi умови оптимальностi для задачi оптимального керування
об’єктом з розподiленими параметрами, що описується системою нестацiо-
нарних одновимiрних рiвнянь з нестандартними крайовими умовами.

Запропонований алгоритм методу послiдовних наближень для чисельно-
го розв’язання задачi дозволяє визначати оптимальнi функцiї керування
такими об’єктами.

Розглянуто задачу оптимiзацiї процесу нестацiонарного термоелектри-
чного охолодження в найбiльш загальному її варiантi. Розрахованi опти-
мальнi залежностi струму живлення термоелектричного модуля вiд часу,
що забезпечують в нестацiонарному режимi температуру охолодження на
8–10 К нижчу за мiнiмальну температуру стацiонарного режиму.
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