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МАКСИМАЛЬНИХ МОНОТОННИХ ОПЕРАТОРIВ
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Резюме. У роботi розглянуто операторне включення з сумою
двох максимальних монотонних операторiв, що дiють у нескiн-
ченновимiрному гiльбертовому просторi. Для цiєї задачi запропо-
новано новий декомпозицiйний метод, що є регуляризацiєю схе-
ми Tseng’а за допомогою гiбридної CQ-схеми Nakajo, Takahashi.
Доведено теорему про сильну збiжнiсть породжених методом по-
слiдовностей до нормального розв’язку операторного включення.
Результат отримано за умов, коли один з операторiв є макси-
мальним монотонним, а другий — однозначним, монотонним та
лiпшицевим.

Ключовi слова: операторне включення, максимальний моно-
тонний оператор, декомпозицiя, алгоритм, нормальний розв’я-
зок, сильна збiжнiсть.

1. Вступ
Операторнi включення та варiацiйнi нерiвностi належать до централь-

них об’єктiв дослiдження в сучасному нелiнiйному аналiзi [1, 2, 3]. Багато
задач дослiдження операцiй, математичної економiки та математичної фi-
зики можна записати у формi операторних включень, для наближеного
розв’язання яких запропоновано та дослiджено ряд алгоритмiв [4–29].

У данiй роботi розглянуто включення

0 ∈ (A+B)x

з максимальними монотонними операторами A, B, що дiють у нескiнчен-
новимiрному гiльбертовому просторi. Грунтуючись на методi декомпозицiї
Tseng’а (Tseng’s modified forward-backward splitting method) [4] та вiдомо-
му гiбридному CQ-методi апроксимацiї нерухомих точок нерозтягуючих
операторiв [5], запропоновано новий сильно збiжний декомпозицiйний ал-
горитм розв’язання включень. Ранiше подiбний прийом було використано
у роботi [6] для регуляризацiї слабко збiжного у нескiнченновимiрнiй си-
туацiї екстраградiєнтного методу Корпелевич розв’язання варiацiйних не-
рiвностей [7] (див. також [8]). Теорема сильної збiжностi отримана за умов,
коли один з операторiв (той, що використовується на

”
backward“-кроцi) є

максимальним монотонним, а другий — однозначним, монотонним та лi-
пшицевим.
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Опишемо коротко структуру статтi. У другому пунктi сформульовано
задачу, наведено основнi припущення та допомiжнi факти, описано запро-
понований декомпозицiйний метод. Третiй пункт присвячено доведенню
сильної збiжностi методу. В останнiй, четвертий, пункт винесено ряд за-
ключних зауважень стосовно можливих варiантiв методу.

2. Постановка задачi та алгоритм
Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·)

та нормою ∥·∥, PC — оператор метричного проектування простору H на
замкнену опуклу множину C ⊆ H. Для оператора T : H → 2H будемо
використовувати позначення:

dom(T ) = {x ∈ H : Tx ̸= ∅} ,
T−10 = {x ∈ H : 0 ∈ Tx} .

Нагадаємо, що резольвентою оператора T : H → 2H називають опера-
тор JT = (I + T )−1 : H → 2H . Вiдомо, що для максимального монотонного
оператора T резольвента JT є однозначним, скрiзь заданим та мiцно нероз-
тягуючим (firmly nonexpansive) оператором, а множина T−10 — замкненою
та опуклою [3]. Корисною є

Лема 1 ([1, 3]). Нехай T : H → 2H — максимальний монотонний опера-
тор, x, u ∈ H. Тодi

(u− v, x− y) ≥ 0 ∀y ∈ dom(T ) ∀v ∈ Ty ⇒ x ∈ dom(T ), u ∈ Tx.

Нехай:
A1) A : H → 2H — максимальний монотонний оператор;
A2) B : H → H — монотонний та лiпшицевий оператор.
Розглянемо операторне включення:

0 ∈ (A+B)x. (1)

Припустимо, що
A3) (A+B)−10 ̸= ∅.
Типовим прикладом (1) є варiацiйнi нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Tx, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (2)

де C — замкнена опукла пiдмножина H, T : H → H. Дiйсно, (2) можна
подати у виглядi операторного включення [1, 3]:

0 ∈ (T +NC)x,

де NCx — нормальний конус множини C в точцi x ∈ H, тобто

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,
∅, iнакше.

Для побудови сильно збiжних апроксимацiй розв’язкiв включення (1)
будемо використовувати
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Алгоритм 1. Для заданого x1 = x ∈ H генеруємо послiдовнiсть елементiв
xn ∈ H за допомогою iтерацiйної схеми (λn > 0):

yn = xn − λnBxn,
zn = JλnAyn,
vn = xn − yn + zn − λnBzn,
Cn = {z ∈ H : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x− xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx.

Зауваження 1. Алгоритм 1 є регуляризацiєю за допомогою проекцiйної
CQ-схеми [5, 6] вiдомого декомпозицiйного методу Tseng’а [4].

Зауваження 2. Для варiацiйної нерiвностi (2) алгоритм 1 набуває вигля-
ду1: 

x1 = x ∈ H,
zn = PC (xn − λnBxn) ,
vn = zn − λn (Bzn −Bxn) ,
Cn = {z ∈ H : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x− xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx.

Зробимо припущення:
A4) λn ∈ [a, b] ⊆ (0, 1/L), де L > 0 — константа Лiпшиця оператора B.

3. Теорема сильної збiжностi
Сформулюємо основний результат.

Теорема 1. Нехай виконуються умови A1)–A4). Тодi породженi алго-
ритмом 1 послiдовностi (xn), (zn) та (vn) сильно збiгаються до точки
z∗ = P(A+B)−10x.

Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть.

Лема 2. Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (zn) та (vn)
має мiсце нерiвнiсть

∥vn − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 −
(
1− λ2nL2

)
∥xn − zn∥2, (3)

де z ∈ (A+B)−10.

Доведення. Нехай z ∈ (A+B)−10. Маємо

∥vn − z∥2 = ∥xn − yn + zn − λnBzn − z∥2 =

= ∥(zn − z) + λn (Bxn −Bzn)∥2 = ∥zn − z∥2+

+ 2λn(Bxn −Bzn, zn − z) + λ2n ∥Bxn −Bzn∥
2 . (4)

З монотонностi оператора λnA та рiвностi zn = JλnAyn випливає

(zn − yn − λnBz, zn − z) ≤ 0.

1Оскiльки JλNC
= PC , де λ > 0.
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З монотонностi оператора B випливає

(λnBz − λnBzn, zn − z) ≤ 0.

Склавши цi нерiвностi, отримаємо

(zn − yn − λnBzn, zn − z) ≤ 0. (5)

З (5) випливає нерiвнiсть

2λn(Bxn −Bzn, zn − z) = 2(zn − yn − λnBzn, zn − z)+
+ 2(λnBxn + yn − zn, zn − z) ≤ 2(xn − zn, zn − z) =

= ∥xn − z∥2 − ∥zn − z∥2 − ∥zn − xn∥2 . (6)

Урахувавши (6) в (4), отримаємо

∥vn − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥zn − xn∥2 + λ2n ∥Bxn −Bzn∥
2 ≤

≤ ∥xn − z∥2 − (1− L2λ2n) ∥xn − zn∥
2 ,

що i треба було довести. �

Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 1. Множини Qn, Cn —
опуклi та замкненi. Нехай z ∈ (A+B)−10. З нерiвностi (3) випливає z ∈ Cn
для всiх n ∈ N. Отже, (A+B)−10 ⊆ Cn для всiх n ∈ N.

Тепер за допомогою математичної iндукцiї покажемо, що для кожного
n ∈ N має мiсце вкладення (A + B)−10 ⊆ Cn ∩ Qn. Для n = 1 маємо
Qn = H. Тому (A + B)−10 ⊆ C1 ∩ Q1. Нехай для деякого k ∈ N маємо
(A + B)−10 ⊆ Ck ∩ Qk. Тодi iснує єдина точка xk+1 ∈ Ck ∩ Qk, така, що
xk+1 = PCk∩Qk

x. З xk+1 = PCk∩Qk
x випливає

(xk+1 − z, x− xk+1) ≥ 0 ∀z ∈ Ck ∩Qk.

Оскiльки (A + B)−10 ⊆ Ck ∩ Qk, то (A + B)−10 ⊆ Qk+1. Таким чином,
(A+B)−10 ⊆ Ck+1 ∩Qk+1.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) обмежена. Iснує єдина точка
z∗ ∈ (A+B)−10, така, що z∗ = P(A+B)−10x. З xn+1 = PCn∩Qnx випливає

∥xn+1 − x∥ ≤ ∥z − x∥ ∀z ∈ Cn ∩Qn.

Оскiльки z∗ ∈ (A+B)−10 ⊆ Cn ∩Qn, то

∥xn+1 − x∥ ≤ ∥z∗ − x∥ ∀n ∈ N. (7)

Звiдки випливає обмеженiсть (xn).
Доведемо, що

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0. (8)

З xn+1 ∈ Cn ∩Qn ⊆ Qn та xn = PQnx, випливає

∥xn+1 − x∥ ≥ ∥xn − x∥ ∀n ∈ N.
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Послiдовнiсть (∥xn−x∥) обмежена i неспадна. Тому iснує скiнченна границя
limn→∞ ∥xn−x∥. З iншого боку, оскiльки xn+1∈Qn, то (xn−xn+1, x−xn)≥0 i

∥xn − xn+1∥2 = ∥(xn − x)− (xn+1 − x)∥2 =

= ∥xn − x∥2 − 2(xn − x, xn+1 − x0) + ∥xn+1 − x∥2 =

= ∥xn+1 − x∥2 − ∥xn − x∥2 − 2(xn − xn+1, x− xn) ≤

≤ ∥xn+1 − x∥2 − ∥xn − x∥2 .

Звiдки випливає (8).
Оскiльки xn+1 ∈ Cn, то

∥vn − xn+1∥ ≤ ∥xn − xn+1∥ .

Звiдки

∥vn − xn∥ ≤ ∥vn − xn+1∥+ ∥xn+1 − xn∥ ≤ 2 ∥xn − xn+1∥ → 0. (9)

Використовуючи нерiвнiсть з леми 2 отримуємо

∥xn − zn∥2 ≤
∥xn − z∥2 − ∥vn − z∥2

(1− λ2nL2)
=

=
(∥xn − z∥ − ∥vn − z∥) (∥xn − z∥+ ∥vn − z∥)

(1− λ2nL2)
≤

≤ (∥xn − z∥+ ∥vn − z∥)
(1− λ2nL2)

∥xn − vn∥ = O (∥xn − vn∥) ,

де z ∈ (A+B)−10. З (9) випливає

lim
n→∞

∥xn − zn∥ = 0. (10)

Розглянемо довiльну пiдпослiдовнiсть (xnk
), що слабко збiгається до де-

якої точки w ∈ H. Покажемо, що w ∈ (A+B)−10. З (10) випливає

znk
⇀ w

та
(A+B)znk

∋ unk
=
xnk
− znk

λnk

+Bznk
−Bxnk

→ 0.

Маємо

(unk
− p, znk

− y) ≥ 0 ∀y ∈ dom(A+B) ∀p ∈ (A+B)y.

Пiсля граничного переходу отримаємо

(0− p, w − y) ≥ 0 ∀y ∈ dom(A+B) ∀p ∈ (A+B)y.

Оскiльки оператор A+B є максимальним монотонним, то, завдяки лемi 1,
0 ∈ (A+B)w.

Для z∗ = P(A+B)−10x з нерiвностi (7) випливає

∥x− z∗∥ ≤ ∥x− w∥ ≤ lim inf
k→∞

∥x− xnk
∥ ≤ lim sup

k→∞
∥x− xnk

∥ ≤ ∥x− z∗∥ .
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Тобто, ми отримали

lim
k→∞

∥x− xnk
∥ = ∥x− w∥ = ∥x− z∗∥ .

Звiдки, xnk
→ w = z∗. Отже, xn → z∗. З (9) i (10) випливає vn → z∗ i

zn → z∗, що i треба було довести.

4. Заключнi зауваження

Зауваження 3. Аналогiчне теоремi 1 твердження має мiсце i для такої
схеми: 

x1 = x ∈ H, C1 = H,
yn = xn − λnBxn,
zn = JλnAyn,
vn = xn − yn + zn − λnBzn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
xn+1 = PCn+1x.

Подiбна схема для задачi рiвноважного програмування дослiджена в [9].
Основний недолiк цих схем — зростаюча складнiсть опуклих множин Cn,
на якi проектується точка x.

Зауваження 4. Якщо невiдома константа Лiпшиця оператора B, то за-
мiсть алгоритму 1 можна застосувати процес з Армiхо-подiбним регулюва-
нням кроку λn (див. [4, 10]):

x1 = x ∈ H,

j(n) = min

{
j ≥ 0 :

∥BJσ2−jA(I−σ2
−jB)xn−Bxn∥

∥Jσ2−jA
(I−σ2−jB)xn−xn∥ ≤ 2jθ

σ

}
,

λn = σ
2j(n) ,

zn = JλnA (I − λnB)xn,
vn = zn − λn (Bzn −Bxn) ,
Cn = {z ∈ H : ∥vn − z∥ ≤ ∥xn − z∥} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x− xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx,

де σ > 0, θ ∈ (0, 1) — заданi параметри.

Зауваження 5. Цiкавим та важливим є питання розробки сильно збiжно-
го декомпозицiйного методу для включення

0 ∈ (A1 +A2 + ...+Ap +B)x,

де орератори Ai — максимальнi монотоннi, а оператор B — однозначний,
монотонний та лiпшицевий.

Автор вдячний аспiранту Ю. В. Малiцькому за кориснi зауваження пiд
час дискусiй.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки Верховної Ради України (Iмен-
на стипендiя ВР України для молодих вченых у 2013 роцi).
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