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УЗАГАЛЬНЕНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ОДНОГО
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

А. В. Анiкушин

Резюме. У роботi наведено приклад iнтегро-диференцiального
оператору з iнтегральним ядром спецiального вигляду. Iнтеграль-
ний доданок не є додатно або вiд’ємно визначеним. Використову-
ючи теорiю оснащених просторiв та методику апрiорних оцiнок
в негативних нормах, доведено нерiвностi для вказаного та спря-
женого операторiв. Також сформульовано теорему iснування та
єдиностi узагальненого розв’язку.

Вступ

Сучаснi дослiдження в фiзицi, бiологiї, хiмiї часто приводять до розгля-
ду деяких iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння з одного боку
дозволяють бiльш детально i точно побудувати математичну модель при-
родного явища (напр. при наявностi ”пам’ятi” матерiалу [1], [2]), а з iншого
є менш дослiдженими нiж диференцiальнi рiвняння з частинними похiдни-
ми.

Теорiя оснащених просторiв та метод апрiорних оцiнок в негативних нор-
мах, що був з успiхом затосований С. I. Ляшком та його школою при ви-
вченнi iснування та єдинiсть розв’язку диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними [3], [4], виявилися корисними i при дослiдженнi iнтегро-
диференцiальних рiвнянь. Зокрема за допомогою вказаних методiв i прийо-
мiв у роботi [5] було дослiджено коректнiсть узагальненої постановки пер-
шої початково-краєвої задачi для елiптичного iнтегро-диференцiального
рiвняння (вiдзначимо, що таке рiвняння є узагальненням нових матема-
тичних моделей з монографiї [6]), а в роботах [7], [8] — для рiвняння пара-
болiчного типу.

Спiльною рисою вказаних дослiджень є те, що апрiорнi оцiнки отриманi
в них (а отже i теореми узагальненої розв’язностi) спiвпадають з результа-
тами для чисто диференцiальних операторiв з частинними похiдними, що
стоять у вказаних рiвняннях поза iнтегралом.

У роботах [9], [10], [11] було розглянуто деякi iнтегро-диференцiальнi
рiвняння з невiд’ємно визначеним iнтегральними операторами для яких
апрiорнi оцiнки i простори, що фiгурують у теоремах узагальненої розв’я-
зностi, суттєво залежать вiд ядер iнтегральної частини оператору.

У даннiй роботi наведено приклад iнтегро-диференцiального операто-
ра L = D + I з частинними похiдними з iнтегральним доданком I типу
Вольтерра, для якого iнтегральний доданок I не є невiд’ємно визначеним
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та суттєво впливає на iснування узагальненого розв’язку. Зокрема сформу-
льовано теореми iснування та єдиностi узагальненого розв’язку для правих
частин з деякого негативного простору.

Основнi позначення i простори
Розглянемо лiнiйний оператор

Lu =
∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

∂2u(x, τ)

∂x2i
dτ.

Тут u(x, t) — функцiя, що описує стан системи в областi Q = Ω×(0, T ), Ω —
обмежена область в n-вимiрному просторi з гладкою межею ∂Ω. Областю
визначення оператору L вважатимемо множину нескiнченно диференцi-
йовних функцiй u(x, t), що задовольняють умови

u|∂Ω = 0, u(x, T ) = 0.

Цю множину позначимо через C(∞)
BR (Q). Розглянемо також множину не-

скiнченно диференцiйовних функцiй v(x, t), що задовольняють умови

v|∂Ω = 0, v(x, 0) = 0,

яку позначимо через C(∞)
BR+(Q).

Для дослiдження рiвняння з оператором L уведемо до розгляду спецi-
альнi простори. Через p(u) та p+(u) позначимо напiвнорми(

n∑
i=1

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
cos tuxi(x, τ)dτdt

)2

+

(∫ T

0

∫ t

0
sin tuxi(x, τ)dτdt

)2

dx

) 1
2

,

(
n∑
i=1

∫
Ω

(∫ T

0

∫ T

t
cos tuxi(x, τ)dτdt

)2

+

(∫ T

0

∫ T

t
sin tuxi(x, τ)dτdt

)2

dx

) 1
2

,

вiдповiдно. Нехай також

q(u) =

∫
Q

(∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

,

q+(u) =

∫
Q

(∫ T

t
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

,

∥u∥2
H+

BR
= ∥u∥2L2

+ p2(u), ∥u∥2
H+

BR+
= ∥u∥2L2

+ p2+(u), ∥u∥W+ = ∥ut∥L2 ,

∥u∥2
E+

BR
= ∥u∥2L2

+ q2(u), ∥u∥2
E+

BR+
= ∥u∥2L2

+ q2+(u).

Через W+
BR, H

+
BR, E

+
BR позначимо поповнення простору C(∞)

BR (Q) за норма-
ми ∥ · ∥W+ , ∥ · ∥H+

BR
, ∥ · ∥E+

BR
вiдповiдно, а через W+

BR+ , H
+
BR+ , E

+
BR+ позна-

чимо поповнення простору C(∞)
BR+(Q) за нормами ∥ · ∥W+ , ∥ · ∥H+

BR+
, ∥ · ∥E+

BR+

вiдповiдно.
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Зауваження 1. Має мiсце щiльне i неперервне вкладенняE+
BR ⊂ H

+
BR ⊂ L2.

Доведення. Покажемо, що має мiсце вкладення просторiв. Для цього слiд
перевiрит умову π). Нехай послiдовнiсть um ∈ C(∞)

BR (Q) є фундаментальною
у просторi E+

BR i збiгається до нуля у просторi H+
BR. Тодi, очевидно um → 0

у просторi L2. Позначимо

Φm(x, t) =

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

(um)xixi(x, τ) dτ.

Оскiльки q(um−uk)→ 0, m, k →∞, то ∥Φm−Φk∥ → 0, m, k →∞, а отже,
послiдовнiсть Φm є фундаментальною у просторi L2. Тому Φn збiгається
у просторi L2 до деякого елементу Φ ∈ L2. Нехай v(x, t) довiльна гладка
функцiя, що дорiвнює нулю на ∂Ω разом з усiма своїми похiдними першо-
го порядку за просторовими змiнними vxi . Розглянемо скалярний добуток
(Φm, v)L2 та проiнтегруємо частинами:

(Φm, v)L2 =

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

(um)xixi(x, τ) dτv(x, t)dQ =

=

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)um(x, τ) dτvxixi(x, t)dQ =

=

n∑
i=1

∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0
sin(t− τ)um(x, τ)vxixi(x, t) dτdtdΩ =

=

n∑
i=1

∫
Ω

∫ T

0

∫ T

τ
sin(t− τ)um(x, τ)vxixi(x, t) dtdτdΩ =

=

n∑
i=1

∫
Q
um(x, τ)

∫ T

τ
sin(t− τ)vxixi(x, t) dtdQ.

Останнiй вираз прямує до нуля, оскiльки un → 0 у просторi L2. Крiм того,
(Φm, v)L2 → (Φ, v)L2 = 0, де v пробiгає всюди щiльну у L2 множину. Тому
Φ = 0. Отже, q(um) = ∥Φm∥L2 → 0. Таким чином E+

BR вкладається в H+
BR.

Оскiльки E+
BR i H+

BR мiстять C(∞)
BR , то вкладення є щiльним. Застосовую-

чи нерiвнiсть Кошi-Буняковського нескладно показати, що
∥ · ∥H+

BR
≤ c∥ · ∥E+

BR
, з чого випливає неперервнiсть оператору вкладення.

Аналогiчно можна показати справедливiсть леми для пари просторiв
H+
BR ⊂ L2. �
Через W−

BR, H
−
BR, E

−
BR позначимо негативнi простори побудованi вiдно-

сно L2. Оскiльки вкладення D(L) = C
(∞)
BR (Q) ⊂ L2(Q) щiльне, то можна

визначити спряжений оператор. Областю визначення оператору L∗ вважа-
тимемо множину нескiнченно диференцiйовних функцiй C(∞)

BR+(Q). Неваж-
ко переконатися, що

L∗u = −∂v(x, t)
∂t

−
∫ T

t
sin(t− τ)

n∑
i=1

∂2v(x, τ)

∂x2i
dτ.
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Апрiорнi нерiвностi

Лема 1. Iснує така стала c1 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ C
(∞)
BR

виконується нерiвнiсть ∥Lu∥W−
BR+
≤ c1∥u∥E+

BR
.

Доведення. Нехай u ∈ C
(∞)
BR . Розглянемо довiльну функцiю v ∈ C

(∞)
BR+ .

Оскiльки Lu ∈ L2(Q), то можна розглянути бiлiнiйну форму

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ+

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ.

Скористаємось нерiвнiстю Шварца:∣∣∣∣∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Q
u(x, t)vt(x, t) dQ

∣∣∣∣ ≤
≤
(∫

Q
u2(x, t) dQ

∫
Q
v2t (x, t) dQ

) 1
2

= ∥u∥L2 · ∥v∥W+

BR+
,∣∣∣∣∣

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∫
Q
v2(x, t) dQ

∫
Q

(∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

≤

≤ c

∫
Q
v2t (x, t) dQ

∫
Q

(∫ t

0
sin(t− τ)

n∑
i=1

uxixi(x, τ) dτ

)2

dQ

 1
2

=

= c · q(u)∥v∥W+

BR+
.

Додамо отриманi нерiвностi:

|(Lu, v)L2(Q)| ≤
1

2
c1(∥u∥L2 + q(u))∥v∥W+

BR+
≤ c1∥u∥E+

BR
∥v∥W+

BR+
.

Подiливши останню нерiвнiсть на ∥v∥W+

BR+
та перейшовши до супремуму

за функцiями v(x, t) ∈ C(∞)
BR+ , отримаємо шукану нерiвнiсть. �

Зауваження 2. Отримана в лемi 1 нерiвнiсть дозволяє розширити за не-
перервнiстю оператор L з його областi визначення D(L) на простiр E+

BR.
При цьому, зазначена нерiвнiсть буде виконуватися вже для всiх елемен-
тiв u ∈ E+

BR. Зазначимо, що розширення оператору L буде iн’єктивним.
Дiйсно, якщо Lu = 0, то u = 0 у просторi H+

BR. Оскiльки простiр E+
BR

вкладається у простiр H+
BR, то u = 0 i у просторi E+

BR.

Лема 2. Iснує така стала c1 > 0, що для довiльної функцiї v ∈ C
(∞)
BR+

виконується нерiвнiсть ∥L∗v∥W−
BR
≤ c1∥v∥E+

BR+
.
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Доведення. Нехай v ∈ C(∞)
BR+ . Розглянемо довiльну функцiю u ∈ C(∞)

BR . Ана-
логiчно доведеню попередньої леми, скориставшись нерiвнiстю Шварца,
отримаємо ∣∣∣∣∫

Q
vt(x, t)u(x, t) dQ

∣∣∣∣ ≤ ∥v∥L2 · ∥u∥W+
BR
,∣∣∣∣∣

∫
Q

∫ T

t
sin(t− τ)

n∑
i=1

vxixi(x, τ)dτu(x, t)dQ

∣∣∣∣∣ ≤ c · q+(v)∥u∥W+
BR
,

|(u,L∗v)L2(Q)| ≤
1

2
c1(∥v∥L2 + q+(v))∥u∥W+

BR
≤ c1∥v∥E+

BR+
∥u∥W+

BR
.

Подiливши останню нерiвнiсть на ∥u∥W+
BR

та перейшовши до супремуму за

функцiями u ∈ C(∞)
BR , отримаємо шукану нерiвнiсть. �

Зауваження 3. Оператор L∗ розширмо за неперервнiстю на простiр E+
BR+ .

При цьому, зазначена в лемi 2 нерiвнiсть буде виконуватися вже для всiх
елементiв v ∈ E+

BR+ . Зазначимо, що розширення оператору L буде iн’є-
ктивним.

Лема 3. Iснує така стала c0 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ E+
BR

виконується нерiвнiсть ∥Lu∥W−
BR+
≥ c0∥u∥H+

BR
.

Доведення. Нехай спочатку u ∈ C(∞)
BR , a v(x, t) = −

∫ t
0 u(x, τ) dτ . Тодi,

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ+

n∑
i=1

∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ.

Розглянемо окремо перший доданок:∫
Q
ut(x, t)v(x, t) dQ = −

∫
Q
ut(x, t)

∫ t

0
u(x, τ)dτ dQ =

= −
∫
Ω

∫ T

0
ut(x, t)

∫ t

0
u(x, τ)dτ dtdx =

= −
∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0
ut(x, t)u(x, τ)dτdt dx = −

∫
Ω

∫ T

0

∫ T

τ
ut(x, t)u(x, τ)dtdτ dx =

= −
∫
Ω

∫ T

0
u(x, τ)

∫ T

τ
ut(x, t)dtdτ dx = −

∫
Ω

∫ T

0
u(x, τ)u(x, t)|Tτ dτ dx =

=

∫
Ω

∫ T

0
u2(x, τ)dτ dx =

∫
Q
u2(x, t) dQ.

Оцiнимо другий доданок. Для цього скористаємось тим, що∫ t

0
sin(t− τ)uxi(x, τ)dτ =

= sin(t− τ)
∫ τ

0
uxi(x, s)ds

∣∣∣∣t
0

+

∫ t

0
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ =
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=

∫ t

0
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ =

∫ t

0

∫ τ

0
cos(t− τ)uxi(x, s)ds dτ.

Проiнтегруємо другий доданок частинами:∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxixi(x, τ)dτv(x, t)dQ=−

∫
Q

∫ t

0
sin(t−τ)uxi(x, τ)dτvxi(x, t)dQ=

=

∫
Q

∫ t

0
sin(t− τ)uxi(x, τ)dτ

∫ t

0
uxi(x, τ)dτdQ =

=

∫
Q

∫ t

0
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ

∫ t

0
uxi(x, ξ)dξ dQ =

=

∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0

(
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds

∫ t

0
uxi(x, ξ) dξ

)
dτdt dx =

=
1

2

∫
Ω

∫ T

0

∫ T

0

(
cos(t− τ)

∫ τ

0
uxi(x, s)ds

∫ t

0
uxi(x, ξ) dξ

)
dτdt dx =

=
1

2

∫
Ω

(∫ T

0
cos τ

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ

)2

+

(∫ T

0
sin τ

∫ τ

0
uxi(x, s)ds dτ

)2

dx =

=
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
cos tuxi(x, s)ds dt

)2

+

(∫ T

0

∫ t

0
sin tuxi(x, s)ds dt

)2

dx.

Таким чином

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q
u2(x, t) dQ+

1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
cos tuxi(x, s)ds dt

)2

dx+

+
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ t

0
sin tuxi(x, s)ds dt

)2

dx ≥ 1

2

(
∥u∥2L2

+ p2(u)
)
.

Використаємо нерiвнiсть Шварца:

∥Lu∥W−
BR+
∥v∥W+

BR+
≥ (Lu, v)L2(Q) ≥

1

2

(
∥u∥2L2

+ p2(u)
)
≥ 1

2
∥u∥H+

BR
∥u∥L2 .

Оскiльки u(x, t) = −vt(x, t) i v ∈ C(∞)
BR+ , то ∥u∥L2 = ∥v∥W+

BR+
. Отже,

∥Lu∥W−
BR+
∥v∥W+

BR+
≥ 1

2
∥u∥H+

BR
∥v∥W+

BR+
.

Твердження леми для всiх функцiй u ∈ E+
BR отримаємо граничним пере-

ходом. �
Лема 4. Iснує така стала c0 > 0, що для довiльної функцiї v ∈ E+

BR+

виконується нерiвнiсть ∥L∗v∥W−
BR
≥ c0∥v∥H+

BR+
.

Доведення. Нехай спочатку v ∈ C(∞)
BR , a u(x, t) =

∫ T
t v(x, τ) dτ . Тодi, анало-

гiчно доведенню леми 3, iнтегруючи частинами, отримаємо:

(u,L∗v)L2(Q) = −
∫
Q
u(x, t)vt(x, t) dQ−
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−
n∑
i=1

∫
Q

∫ T

t
sin(t− τ)vxixi(x, τ)dτu(x, t)dQ =

=

∫
Q
v2(x, t) dQ+

1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ T

t
cos tvxi(x, s)ds dt

)2

dx+

+
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

∫ T

t
sin tvxi(x, s)ds dt

)2

dx ≥ 1

2

(
∥v∥2L2

+ p2+(v)
)
.

Решта доведення аналогiчна доведенню леми 3. �
Таким чином, справедливий

Наслiдок 1. Для операторiв L,L∗ справедливi нерiвностi{
c−1∥u∥H+

BR
≤ ∥Lu∥W−

BR+
≤ c∥u∥E+

BR
, ∀u ∈ E+

BR,

c−1∥v∥H+

BR+
≤ ∥L∗v∥W−

BR
≤ c∥v∥E+

BR+
, ∀v ∈ E+

BR+ .

Узагальнена розв’язнiсть
Отриманi нерiвностi дозволяють перенести результати, що стосуються

узагальненої розв’язностi, отриманi в [3, 4], на iнтегро-диференцiальне рiв-
няння, що вивчається.

Сформулюємо вiдповiднi означення та теореми.
Означення 1. Функцiя u(x, t) ∈ H+

BR називається узагальненим розв’яз-
ком рiвняння Lu = f, f ∈ W−

BR+ , якщо iснує послiдовнiсть ui ∈ E+
BR така,

що
∥u− ui∥H+

BR
→ 0, ∥Lui − f∥W−

BR+
→ 0, i→∞.

Через L(E+
BR) позначимо замикання образу оператора L(E+

BR) у просторi
W−
BR+ .

Теорема 1. Для довiльного f ∈ L(E+
BR) iснує єдиний узагальнений розв’я-

зок рiвняння Lu = f в сенсi означення (1).
Означення 2. Функцiя u(x, t) ∈ W+

BR називається узагальненим розв’яз-
ком рiвняння Lu = f, f ∈ H−

BR+ , якщо рiвнiсть

(L∗v, u)W−
BR×W+

BR
= (f, v)H−

BR+×H+

BR+

виконується для довiльної v ∈ E+
BR+ .

Теорема 2. Для довiльного f ∈ H−
BR+ iснує узагальнений розв’язок рiвня-

ння Lu = f в сенсi означення (2).

Висновок
У роботi дослiджено деякi властивостi узагальнених розв’язкiв iнтегро-

диференцiального рiвняння з частинними похiдними з iнтегральним додан-
ком типу Вольтерра. Як бачимо навiть у випадку, коли iнтегральна части-
на рiвняння не є знакосталим оператором, для деяких специфiчних ядер,
метод апрiорних оцiнок у негативних нормах може бути застосований.
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