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Резюме. Доведено збiжнiсть гальоркiнських наближень для
слабкої постановки параболiчних iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь типу Вольтерра. Для доведення коректностi вiдповiдної си-
стеми звичайних iнтегро-диференцiальних рiвнянь застосовано
метод апрiорних нерiвностей, а також використано вiдому теоре-
му розв’язностi для таких систем у просторi неперервних фун-
кцiй. Для доведення збiжностi методу Гальоркiна використано
апрiорнi нерiвностi для розв’язкiв параболiчних iнтегро-диферен-
цiальних рiвнянь.
Ключовi слова: iнтегро-диференцiальнi рiвняння, рiвняння
Вольтерра, метод Гальоркiна, слабкий розв’язок, апрiорнi нерiв-
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1. Вступ
Дослiдження в’язко-пружних систем привзели до появи нового класу ма-

тематичних моделей — iнтегро-диференцiальних рiвнянь Вольтерра у ча-
стинних похiдних. Зокрема, дифузiя i теплопровiднiсть у деяких системах
з пам’яттю вiдзначається невиконанням класичних законiв Фiка i Фур’є
(див. напр. [1]–[2] i посилання).

Метод скiнченних елементiв для таких рiвнянь дослiджувався, зокрема,
у [3]–[4]. Зокрема, одержано оцiнки для похибки й запропоновано обчислю-
вальнi схеми, якi дають змогу економити пам’ять (ця проблема актуальна
для рiвнянь даного типу, на вiдмiну вiд диференцiальних рiвнянь). Слiд,
однак, вiдзначити, що у бiльшостi з цих праць припускалася гладкiсть пра-
вої частини за часовою змiнною та/або самоспряженiсть оператора, що дiє
за просторовими змiнними. У данiй статтi дослiджено питання збiжностi
методу типу Гальоркiна без вказаних припущень.

Структура статтi є такою. У ч. 2–3 вводяться основнi позначення i фор-
мулюються обмеження на коефiцiєнти оператора, а також наводиться тео-
рема слабкої розв’язностi дослiджуваного рiвняння розглядаєтсья. У ч. 4
формулюється система звичайних iнтегро-диференцiальних рiвнянь, з якої
визначаються коефiцiєнти гальоркiнських наближень, а у ч. 5 доводитсья,
що ця система має єдиний розв’язок у потрiбних просторах. Нарештi, у ч. 6
доводитсья збiжнiсть послiдовностi наближених розв’язкiв.
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2. Основнi позначення

Розглянемо рiвняння

Lu = ut +Au+ Iu = f. (1)

Тут u = u(x, t) — шукана функцiя стану, x ∈ Ω ⊂ Rn, де Ω — обмежена
область з достатньо гладкою межею ∂Ω, t ∈ [0, T ], f = f(x, t); A — дифе-
ренцiальний оператор другого порядку, що дiє за просторовими змiнними:

Au = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑

i,j=1

ai(x)uxi + a(x)u;

Iu =

∫ t

0


 n∑
i,j=1

bij(x, t, s)uxi(x, s)


xj

+

+
n∑
i=1

bi(x, t, s)uxi(x, s) + b(x, t, s)u(x, s)

}
ds.

Рiвняння розглядатимемо з однорiдними початковими i крайовими умова-
ми:

u|t=0 = 0, u|∂Ω = 0. (2)

Припустимо виконання умов:
– функцiї aij = aji, ai, ∂ai

∂xi
, a вимiрнi й обмеженi в Ω;

– функцiї bij = bji, bi,
∂bi
∂xi
, b,

∂bij(x,t,τ)
∂τ , ∂bi(x,t,τ)∂τ , ∂b(x,t,τ)∂τ вимiрнi й обме-

женi в Ω× [0, T ]× [0, T ];
– оператор A рiвномiрно елiптичний, тобто ∃α > 0 ∀x ∈ Ω, ξi ∈ R

виконується нервiнiсть
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α
n∑
i=1

ξ2i .

Пiд L2([0, T ])
m, m ∈ N розумiтимемо простiр вектор-функцiй

F = (f1, ..., fm)
T , для яких fk ∈ L2([0, T ]), з нормою

∥F∥2L2([0,T ])m
=
∑m

k=1 ∥fk∥2L2([0,T ])
. Аналогiчно означимо й простори

C([0, T ])m, C1([0, T ])m iH1
0 ([0, T ])

m; останнiй складається з вектор-функцiй,
якi дорiвнюють нулю у момент t = 0 i мають похiднi в L2([0, T ])

m.
Нарештi, введемо позначення V + = L2([0, T ],H

1
0 (Ω)) i

V − = L2([0, T ],H
−1
0 (Ω)), Q = Ω× [0, T ].

3. Слабкий розв’язок

Розглянемо випадок, коли права частина рiвняння належить простору
узагальнених функцiй за просторовою змiнною, а за часом iнтегровна з
квадратом.
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Пiд слабким розв’язком задачi (1)–(2) розумiтимемо елемент u, для яко-
го виконуєтсья тотожнiсть

(ut, v) +

n∑
i,j=1

(
aijuxj , vxi

)
+

n∑
i=1

(
aiuxj , v

)
+ (au, v)+

+

n∑
i,j=1

(∫ t

0
bij(x, t, s)uxi(x, s) ds, vxj

)
+

n∑
i=1

(∫ t

0
bi(x, t, s)uxi(x, s) ds, v

)
+

+

(∫ t

0
b(x, t, s)u(x, s) ds, v

)
= (f, v) ∀v ∈ V +,

де через (·, ·) позначено скалярний добуток у просторi L2(Q).

Теорема 1. Нехай f ∈ V −. Тодi задача (1)-(2) має єдиний слабкий розв’я-
зок u ∈ V +. Крiм того, справедливi апрiорнi нерiвнoстi
C1∥f∥V − ≤ ∥u∥V + ≤ C2∥f∥V −, де сталi C1, C2 > 0 не залежать вiд f .

Доведення здiйснено abc-методом, який ранiше застосовувався для ди-
ференцiальних рiвнянь [5]; до iнтегро-диференцiальних рiвнянь його засто-
совано у [6] i розвинено у [7], де одержано зокрема й цю теорему.

Надалi будемо розглядати функцiю стану u i праву частину f як функцiї
змiнної t зi значеннями у гiльбертовому просторi функцiй змiнної x.

4. Схема методу Гальоркiна

Виберемо базис {ωi}∞i=1 у просторi H1
0 (Ω). Для простоти будемо вважати

цей базис ортонормованим у L2(Ω), хоча ця вимога не є суттєвою. Через
Hm позначимо лiнiйну оболонку системи {ω1, ..., ωm}.

Наближений розв’язок рiвняння (1) будемо шукати у виглядi лiнiйної
комбiнацiї um =

∑m
k=1 gk(t)ωk. Коефцiєнти gk(t) знаходяться зi спiввiдно-

шень

(umt (t), v)L2(Ω) +

 n∑
i,j=1

aiju
m
xi(t), vxj


L2(Ω)

+

(
n∑
i=1

aiu
m
xi(t), v

)
L2(Ω)

+

+ (aum(t), v)L2(Ω) +

 n∑
i,j=1

∫ t

0
biju

m
xi(s) ds, vxj


L2(Ω)

+

+

(
n∑
i=1

∫ t

0
biu

m
xi(s) ds, v

)
L2(Ω)

+

(∫ t

0
bumxi(s) ds, v

)
L2(Ω)

= (f(t), v)L2(Ω),

(3)

де v — довiльний елемент простору Hm. Переписавши цi рiвностi з
v = ωl, l = 1,m, одержимо систему звичайних iнтегро-диференцiальних
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рiвнянь вiдносно gk(t):

(LG)(t) ≡ G′
(t) +AG(t) +

∫ t

0
B(t, s)G(s) ds = F (t) (4)

з початковими умовами
G(0) = 0, (5)

де G(t) = (g1(t), ..., gm(t))
T , F (t) = ((f(t), ω1)L2(Ω), ..., (f(t), ωm)L2(Ω))

T , A,B
– матрицi, елементи яких визначаються так:

Akl =

n∑
i,j=1

(aijωlxi , ωkxj )L2(Ω) +

n∑
i=1

(aiωlxi , ωk)L2(Ω) + (aωl, ωk)L2(Ω),

Bkl(t, s) =
n∑

i,j=1

(bijωlxi , ωkxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(biωlxi , ωk)L2(Ω) + (bωl, ωk)L2(Ω).

Легко бачити, що F ∈ L2([0, T ])
m, тобто (f(t), ωk) ∈ L2([0, T ]), k = 1,m.

5. Розв’язнiсть системи звичайних iнтегро-диференцiальних
рiвнянь

Доведення того, що система (4)–(5) має єдиний розв’язок достатньої
гладкостi, здiйснимо у два етапи. Спочатку покажемо, що iснування i єди-
нiсть мають мiсце для неперервно диференцiйовних правих частин, що
обертаються в нуль у початковий момент часу (така множина щiльна у
просторi L2([0, T ])

m), а потiм поширимо це твердження на весь простiр
L2([0, T ])

m за допомогою апрiорних нерiвностей.

Лема 1. Нехай F ∈ C1([0, T ])m, F (0) = 0. Тодi система (4)–(5) має єдиний
розв’язок u ∈ C1([0, T ])m.

Доведення. У [8] дослiджено систему

G
′
(t) +

∫ t

0
K(t, s,G(s)) ds = Z(t, G(t))

з початковими умовами G(0) = G0, яку можна iнтегруванням вiд 0 до t
звести до вигляду

Λ1G(t) ≡
∫ t

0
Z(s,G(s)) ds−

∫ t

0

∫ s

0
K(s, ν,G(ν)) dν ds = G(t),

(при G0 = 0), тобто до пошуку нерухомої точки оператора Λ1. Доведено
([8], твердження 1 i теорема 2), що цей оператор має єдину нерухому то-
чку G ∈ C([0, T ])m, якщо ядро K i права частина Z неперервнi за усiма
змiнними й задовольняють умову Лiпшiца: ∥Z(t, y)− Z(t, z)∥ ≤ R1∥y − z∥,
∥K(t, s, y)−K(t, s, z)∥ ≤ R2∥y − z∥. Очевидно, що цi умови виконуються у
випадку лiнiйної системи вигляду (4), тобто при Z(t, G(t)) = F (t)−AG(t),
K(t, s,G(s)) = B(t, s)G(s). Крiм того, мiркування справедливi й для iнте-
грального оператора дещо бiльш загального вигляду

Λ1G(t) ≡
∫ t

0
F (s)−AG(s) ds−

∫ t

0

∫ s

0
K(t, s, ν)G(ν) dν ds,
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де ядро K є обмеженою функцiєю усiх трьох змiнних. У такому випадку
твкож виконуєтсья умова Лiпшiца, i можна повторити мiркування з [8].
Тепер пiдставимо у систему (4)–(5) G(t) =

∫ t
0 G

′
(s)ds. Маємо

Λ2G
′
(t) ≡

∫ t

0
F

′
(s) ds−

∫ t

0
B(t, s)

∫ s

0
G

′
(ν) dν ds = G

′
(t).

За вказаною теоремою цей оператор має єдину нерухому точку
G

′ ∈ C([0, T ])m, яка i є єдиним розв’язком системи (4). �
Перейдемо до доведення апрiорних нерiвностей.

Лема 2. Оператор L дiє неперервно з H1
0 ([0, T ])

m у L2([0, T ])
m, m ∈ N.

Це твердження доводиться шляхом безпосередньої перевiрки.
Тепер наведемо допомiжну нерiвнiсть, яка знадобиться для доведення

коерцитивностi оператора L.

Лема 3. Нехай f, g ∈ C([0, T ]) — невiд’ємнi функцiї. Тодi ∀p > 0∫ T

0
f(t)

(∫ t

0
epτg(τ) dτ

)
dt ≤ 1

2

√
T

p

(∫ T

0
eptf2(t) dt+

∫ T

0
eptg2(t) dt

)
.

Доведення цiєї леми див. у [7].

Лема 4. Оператор L коерцитивний, тобто
∃C > 0 ∀G ∈ H1([0, T ])m ∥LG∥L2([0,T ])m ≥ C∥G∥H1

0 ([0,T ])
m, m ∈ N.

Доведення. Достатньо довести ланцюжок нерiвностей

C∥LG∥L2([0,T ])m∥G∥H1
0 ([0,T ])

m ≥ ∥LG∥L2([0,T ])m∥H∥L2([0,T ])m ≥

≥
m∑
k=1

∥(LG)k∥L2([0,T ])∥hk∥L2([0,T ]) ≥
m∑
k=1

((LG)k, hk)L2([0,T ]) ≥

≥ C∥H∥2L2([0,T ])m
≥ C∥G∥2H1

0 ([0,T ])
m , (6)

де H = (h1, ..., hm)
T , через C позначено додатну сталу, яка може бути рi-

зною для рiзних нерiвностей з ланцюжка, а вектор-функцiї H i G пов’язанi
спiввiдношшенням G(t) =

∫ t
0 e

psH(s)ds, тобто gk(t) =
∫ t
0 e

pshk(s)ds. Очеви-
дно, що зi спiввiдшошення G

′
(t) = eptH(t) випливають крайнi нерiвностi

у (6). Крiм того, друга i третя злiва нерiвностi — це нерiвностi Кошi та
Кошi-Буняковського. Залишилось довести другу справа нерiвнiсть. Маємо

((LG)k, hk)L2([0,T ]) =

∫ T

0
g
′
k(t)hk(t) dt+

m∑
l=1

Akl

∫ T

0
gl(t)hk(t) dt+

+
m∑
l=1

∫ T

0

∫ t

0
Bkl(t, s)gl(s) ds · hk(t) dt = Ik,1 + Ik,2 + Ik,3.

Оцiнимо окремо кожний з цих виразiв.

Ik,1 =

∫ T

0
g
′
k(t)hk(t) dt =

∫ T

0
epth2k(t) dt.
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Iншi доданки оцiнимо за модулем, використавши лему 3:

|Ik,2| =

∣∣∣∣∣
m∑
l=1

Akl

∫ T

0
gl(t)hk(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
l=1

|Akl|
∫ T

0
|hk(t)|

∫ t

0
eps|hl(s)| ds dt ≤

≤ 1

2

√
T

p

m∑
l=1

∫ T

0
ept(h2l (t) + h2k(t)) dt.

Аналогiчно оцiнимо й третю групу доданкiв, позначивши через M сталу,
що мажорує величини |Bkl|, k, l = 1,m:

|Ik,3| =

∣∣∣∣∣
m∑
l=1

∫ T

0

∫ t

0
Bkl(t, s)gl(s) ds · hk(t) dt

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
m∑
l=1

∫ T

0
hk(t)

∫ t

0
Bkl(t, s)

∫ ν

0
epνhl(ν) dν ds dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤MT

m∑
l=1

∫ T

0
|hk(t)|

∫ ν

0
epν |hl(ν)| dν dt ≤

MT

2

√
T

p

m∑
l=1

∫ T

0
ept(h2l (t)+h

2
k(t)) dt.

Отже,
m∑
k=1

((LG)k, hk)L2([0,T ]) =
m∑
k=1

Ik,1 + Ik,2 + Ik,3 =

=

m∑
k=1

∫ T

0
epth2k(t) dt+O(p−1/2)

m∑
k=1

∫ T

0
epth2k(t) dt.

Тому, вибравши достатньо велике p, можна досягти, наприклад, нерiвностi
m∑
k=1

((LG)k, hk)L2([0,T ]) ≥
1

2

m∑
k=1

∫ T

0
epth2k(t) dt ≥

1

2
∥H∥2L2([0,T ])m

,

що завершує доведення. �
Леми 1, 2, 4 дають змогу розширити оператор L до гомеоморфiзму мiж

H1
0 ([0, T ])

m i L2([0, T ])
m.

6. Збiжнiсть послiдовностi наближень

Лема 5. Послiдовнiсть {um}∞m=1 обмежена за нормою простору V +.

Доведення. У [7], лема 4, коерцитивнiсть оператора L одержано як наслiдок
допомiжної нернiвостi (Lu, v)L2(Q) ≥ C∥v∥2V + , де v = e−ptu, для достатньо
гладких u. Ця нерiвнiсть справедлива й для um i vm = e−ptum. Зауважимо,
що (Lum, vm)L2(Q) = (f, vm)L2(Q), у чому можна переконатися, пiдставивши
v = e−ptum(t) у (3) i проiнтегрувавши цю рiвнiсть вiд 0 до T . Тому можна
записати ланцюжок нерiвностей

C∥f∥V −∥um∥V + ≥ ∥f∥V −∥vm∥V + ≥
≥ (f, vm)L2(Q) = (Lum, vm)L2(Q) ≥ C∥vm∥2V + ≥ C∥um∥2V + ,

звiдки випливає твердження леми. �
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Тепер перейдемо до головного результату статтi.

Теорема 2. Нехай f ∈ V −. Тодi послiдовнiсть {um} збiгаєтсья до розв’яз-
ку u задачi (1)–(2) слабко у просторi V +.

Доведення. Мiркування в цiлому повторюють доведення аналогiчної тео-
реми для параболiчного оператора ([5], теорема 2.2.1).

За лемою 5 з послiдовностi {um} можна видiлити слабко збiжну пiдпо-
слiдовнiсть {umk}∞k=1, а з неї, вiдповiдно до властивостi Банаха-Сакса —
пiдпослiдовнiсть {umkq }∞q=1, таку що послiдовнiсть ur = 1

r

∑r
q=1 u

mkq збiга-
ється до деякого ũ ∈ V + за нормою цього простору. Цей самий елемент є
границею i послiдовностi середнiх ûr = 1

r

∑2r−1
q=r umkq .

За лiнiйнiстю й неперервнiстю оператора L, а також фундаментальнiстю
послiдовностi {ûr}∞r=1 маємо

∥Lûi − Lûj∥V − ≤ C∥ûi − ûj∥V + → 0, i, j →∞.

Отже, послiдовнiсть {Lûr}∞r=1 фундаментальна. Позначимо її границю че-
рез f̂ i доведемо, що f̂ = f . Це означатиме, що û i є розв’язком задачi
(1)–(2), тобто û = u.

Оскiльки система функцiй {ψl = φ(t)ωl | φ ∈ C∞([0, T ])}∞l=1, тотальна у
V +, достатньо показати, що

⟨
f̂ , ψl

⟩
V −×V +

= ⟨f, ψl⟩V −×V + для будь-якого
l ∈ N.

Така рiвнiсть має мiсце, оскiльки з (3) i з побудови функцiй ψl випливає

⟨Lûr, ψl⟩V −×V + = ⟨f, ψl⟩V −×V + , l = 1,mkr ,

але з iншого боку, для довiльного фiксованого l∣∣∣∣⟨f − f̂ , ψl⟩V −×V +

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⟨Lûr − f̂ , ψl⟩V −×V +

∣∣∣∣ ≤
≤ ∥ψl∥V +∥Lûr − f̂∥V − → 0, r →∞

(перша рiвнiсть справедлива принаймнi для r ≥ l). Отже, umk ⇀ u, де u —
розв’язок задачi (1)–(2). Оcкiльки за лемою 1 цей розв’язок єдиний, вiн є
слабкою границею усiєї послiдовностi {um}.

�

Зауваження 1. Завдяки компактностi вкладення V + у простiр
L2(Q) = L2([0, T ], L2(Ω)) має мiсце i сильна збiжнiсть um до u в L2(Q).

Зауваження 2. До вигляду (1)–(2) зводяться задачi з неоднорiдними по-
чатковими умовами u|t=0 = u0 ∈ H1

0 (Ω).
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