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ОЦIНКА ТОЧНОСТI МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВИХ
ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ В РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI

А. О. Пашко

Резюме. Вивчаються строго субгауссовi випадковi процеси, що
допускають зображення у виглядi стохастичних iнтегралiв. Бу-
дуються моделi таких процесiв у виглядi строго субгауссових ви-
падкових рядiв. В роботi дослiджуються оцiнки точностi i надiй-
ностi моделей гауссових випадкових процесiв в нормi простору
неперервних функцiй.

Вступ
В работi дослiджуються строго субгауссовi випадковi процеси, що зобра-

жуються у виглядi стохастичних iнтегралiв. Моделi випадкових процесiв
будуються у виглядi строго субгауссових випадкових рядiв. Цi моделi на-
ближають випадковi процеси iз заданими точнiстю i надiйнiстю в просторi
неперервних функцiй. При отриманнi результатiв iстотньо використовува-
лись роботи [1–2]. В роботах [3–5] розглядались деякi модифiкацiї стоха-
стичних iнтегралiв, їх властивостi та умови рiвномiрної збiжностi. Бiльш
детально з методами моделювання випадкових процесiв та полiв можна
познайомитись в роботах [6–10].

1. Основнi поняття i визначення
Нехай (Ω,B, P ) — стандартний ймовiрносний простiр.

Означення 1. Випадкова величина ξ називається субгауссовою, якщо iснує
таке a ≥ 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
.

Простiр субгауссових величин Sub(Ω) є банаховим вiдносно норми

τ(ξ) = sup
λ̸=0

[
2 lnE exp{λξ}

λ2

] 1
2

.

Означення 2. Сiм’я випадкових величин Θ ⊂ Sub(Ω) називається строго
субгауссовою, якщо для кожної скiнченної або злiченної множини випад-
кових величин {ξi, i ∈ I} ⊆ Θ та всiх λ ∈ R виконується спiввiдношення

τ2
(∑
i∈I

λiξi

)
= E

(∑
i∈I

λiξi

)2

.
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Нехай (T, ρ) — компактний метричний простiр.

Означення 3. Випадковий процес X(t), t ∈ T називається строго субгаус-
совим, якщо сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є строго субгауссовою.

Вiдомостi з теорiї субгауссових випадкових величин та процесiв мiстя-
ться в [11].

НехайX(t) — строго субгауссовий сепарабельний випадковий процес. Не-
хай iснує така неперервна монотонно неспадна функцiя σ(h), що
σ(h) > 0, h > 0, σ(h)→ 0, коли h→ 0, що виконується умова

sup
ρ(t,s)≤h

(
E(X(t)−X(s))

) 1
2 ≤ σ(h). (1)

З умови (1) випливає, що процесX(t) неперервний за ймовiрнiстю. Нехай
θ — довiльна точка з T . Позначимо γθ = (E|X(θ)|2)

1
2 , χ = σ(supt∈T ρ(t, θ)).

Нехай εk = σ(−1)(χpk), k = 0, 1, 2, ... та 0 < p < 1. Vεk — множина центрiв
мiнiмального покриття простору замкненими кулями радiуса εk > 0, а мно-
жина Vε0 складається з точки θ, N(εk) — число точок в множинi Vεk . Нехай
V =

∪∞
k=0 Vεk . Множину V можна розглядати як множину сепарабельностi

процесу X(t).

Оцiнки супремума субгауссового сепарабельного випадкового
процесу

Має мiсце

Теорема 1. Нехай X(t) — строго субгауссовий сепарабельний випадковий
процес. Якщо ∫ p

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du <∞,

то для будь-якого λ > 0 та 0 < p < 1 має мiсце нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T
|X(t)| > x

}
≤ (2)

≤ 2 exp

{
− x2

2

(
γ2θ
1−p +

χ2

p(1−p)2

)} exp

{√
2x
∫ χp
0 ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

γ2θp+
χ2

1−p

}
.

Доведення. Побудуємо вiдображення αk(t) таким чином. Нехай t ∈ T , тодi
αk(t) це точка з Vεk така, що ρ(t, αk(t)) ≤ εk. Якщо t ∈ Vεk , то αk(t) = t.
Для довiльної точки t ∈ V, аналогiчно, як i в роботах [1–2], доводиться
нерiвнiсть

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈V
|X(t)| ≤ |X(θ)|+

∞∑
k=1

max
u∈Vεk

|X(u)−X(αk−1(u))|.

Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, для всiх λ > 0 отримаємо спiввiд-
ношення

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤ (3)
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≤ 2 exp

{
λ2γ2θg0

2

}
exp

{ ∞∑
k=1

λ2g2kσ
2(εk−1)

2gk

}
exp

{ ∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk

}
,

де {gk} задовольняють нерiвностi
∑∞

k=0
1
gk
≤ 1.

Покладемо

g0 =
1

1− p
, gk =

√
2

λχpk−1

(
λ2χ2

2(p(1− p))2
+ ln(N(εk))

) 1
2

, k = 1, 2, ... .

При такому виборi {gk} маємо
∑∞

k=0
1
gk
≤ 1. Оскiльки σ2(εk) = χ2p2k та

∞∑
k=1

λ2g2kχ
2p2k−2

2gk
=

λ2χ2

2p2(1− p)2
∞∑
k=1

1

gk
+

∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk
,

то iз (3) випливає нерiвнiсть

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤

≤ 2 exp

{
λ2γ2θ

2(1− p)

}
exp

{
λ2χ2

2p(1− p)2

}
exp

{
2

∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk

}
.

Маємо
∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk
=

∞∑
k=1

λχpk−1 ln(N(εk))√
2

(
λ2χ2

2p2(1− p)2
+ ln(N(εk))

)− 1
2

≤

≤ λχ√
2

∞∑
k=1

pk−1(ln(N(εk)))
1
2 .

Через те, що σ(h) — монотонно неспадна функцiя, а N(εk) незбiльшується
при зростаннi εk, то ln

1
2 (N(σ(−1)(u))) монотонно незростаюча функцiя. Має

мiсце оцiнка

χpk−1 ln
1
2 (N(σ(−1)(χpk))) ≤ 1

p(1− p)

∫ χpk

χpk+1

ln
1
2 (N(σ(−1)(u)))du.

Отже,

λχ√
2

∞∑
k=1

pk−1(ln(N(εk)))
1
2 ≤ λ√

2p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

i нерiвнiсть (3) запишеться у виглядi

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤ 2 exp

{
λ2γ2θ

2(1− p)

}
exp

{
λ2χ2

2p(1− p)2

}
× (4)

× exp

{ √
2λ

p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

}
.

За нерiвнiстю Чебишева

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} ≤ E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
exp{−λx},
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тобто

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} ≤ 2 exp

{
λ2γ2θ

2(1− p)

}
exp

{
λ2χ2

2p(1− p)2

}
×

× exp

{ √
2λ

p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

}
exp{−λx}.

Виберемо λ = x
Ap

, де

Ap =
γ2θ

1− p
+

χ2

p(1− p)2
, (5)

i отримаємо оцiнку (2). �
Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теореми 1, то для x > Dp має
мiсце нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T
|X(t)| > x

}
≤ 2 exp

{
−(x−Dp)

2

2Ap

}
(6)

де

Dp =

√
2

p(1− p)

∫ χp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du,

Ap визначено в (5).

Доведення. Якщо в(4) покласти λ =
x−Dp

Ap
, то при x > Dp отримаємо необ-

хiдну нерiвнiсть. �

Позначимо γ0 = supt∈T (E(X(t))2)
1
2 i виберемо β > 0 — деяке довiльне

число таке, що β ≤ σ
(
infs∈T supt∈T ρ(t, s)

)
.

Теорема 2. Нехай X(t) — строго субгауссовий сепарабельний випадковий
процес. Якщо виконуються умови теореми 1, то для будь-якого λ > 0 та
0 < p < 1 при x > D1p має мiсце нерiвнiсть

P{sup
t∈T
|X(t)| > x} ≤ 2 exp

{
−(x−D1p)

2

2A1p

}
, (7)

де

A1p =
γ20

1− p
+

pβ2

(1− p)2
,

D1p =
√
2

(
γ0 ln

1
2 N(σ(−1)(pβ)) +

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

Доведення. Теорема доводиться аналогiчно з теоремою 1. Використовуючи
вiдображення αk(t), доводиться нерiвнiсть

sup
t∈T
|X(t)| = sup

t∈V
|X(t)| ≤ max

u∈Vε1
|X(u)|+

∞∑
k=2

max
u∈Vεk

|X(u)−X(αk−1(u))|.

За нерiвнiстю Гельдера, для всiх λ > 0 отримаємо спiввiдношення

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤ (8)
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≤ 2 exp

{
λ2γ20
2

g1 +
λ2

2

∞∑
k=2

g2kβ
2p2k−2

gk
+

∞∑
k=1

ln(N(εk))

gk

}
,

де {gk} задовольняють нерiвнiсть
∑∞

k=1
1
gk
≤ 1.

Покладемо

g1 =

√
2

λγ0

(
λ2γ20

2(1− p)2
+ ln(N(ε1))

) 1
2

,

gk =

√
2

λβpk−1

(
λ2β2

2(1− p)2
+ ln(N(εk))

) 1
2

, k = 2, 3, ... .

При такому виборi {gk} маємо
∑∞

k=1
1
gk
≤ 1. Оскiльки

∞∑
k=2

g2kβ
2p2k−2

gk
=

λ2β2

2(1− p)2
∞∑
k=2

1

gk
+

∞∑
k=2

ln(N(εk))

gk

та
λ2γ20
2

g1 =
λ2γ20

2g1(1− p)2
+

ln(N(ε1))

g1
,

то iз (8) випливає нерiвнiсть

E exp

{
λ sup
t∈T
|X(t)|

}
≤

≤ exp

{
λ2

2(1− p)

(
γ20 +

pβ2

1− p

)
+ 2

ln(N(ε1))

g1
+ 2

∞∑
k=2

ln(N(εk))

gk

}
.

Так як i при доведеннi теореми 1, отримаємо

exp

{
2
ln(N(ε1))

g1
+ 2

∞∑
k=2

ln(N(εk))

gk

}
≤

≤ exp

{√
2λγ0 ln(N(ε1))

(
λ2γ20

2(1− p)2
+ ln(N(ε1))

)− 1
2

+

+
√
2

∞∑
k=2

λβpk−1 ln(N(εk))

(
λ2β2

2(1− p)2
+ ln(N(εk))

)− 1
2
}
≤

≤ exp

{√
2λγ0 ln

1
2 (N(ε1)) +

√
2

∞∑
k=2

λβpk−1 ln
1
2 (N(εk))

}
≤

≤ exp

{√
2λγ0 ln

1
2 (N(σ(−1)(pβ))) +

√
2λ

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

}
.

Покладемо λ =
x−D1p
A1p

. Скористаємось нерiвнiстю Чебишева, нерiвнiстю
(8) та останньою нерiвнiстю i отримаємо необхiдну оцiнку (7). �
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Точнiсть та надiйнiсть моделювання в рiвномiрнiй метрицi

Нехай X(t),t ∈ T — випадковий процес, що зображується у виглядi

X(t) =

N∑
r=1

∫ ∞

0
fr(t, u) dξr(u), (9)

де ξr(u), r = 1, ..., N — випадковi процеси з незалежними приростами, пiд-
порядкованi мiрi ν, а функцiї fr(t, u) при кожному u > 0 неперервнi по t, i
при кожному t ∈ T належать класу L2(R, ν).

Означення 4. Нехай ξr = {ξr(u), u ≥ 0}, r = 1, . . . , N , сумiсно строго
субгауссовi випадковi процеси, E|ξr(t)ξr(s)| < ∞, t, s ∈ T , r = 1, . . . , N ,
а функцiї fr = {fr(t, u), t ∈ T , u ≥ 0} такi, що fr(t, u) неперервна по
t i неперервно диференцiйована по u ≥ 0. Такий процес X називається
регулярним строго субгауссовим процесом.

Нехай X = {X(t), t ∈ T} — регулярний строго субгауссовий випадко-
вий процес, що має зображення (9), де ξr, r = 1, . . . , N — сумiсно строго
субгауссовi випадковi процеси. Для таких процесiв розроблено алгоритм
знаходження параметрiв моделi, що наближає процес iз заданими точнi-
стю та надiйнiстю в рiвномiрнiй метрицi.

Означення 5. Нехай Λ > 0, DΛ,n — розбиття iнтервалу [0,Λ],
DΛ,n : 0 = u0 < u1 < . . . < un−1 < un = Λ. Випадковий процес Xn(t,Λ),
t ∈ T , де

Xn(t,Λ) =

N∑
r=1

n−1∑
i=0

fr(t, ui)(ξr(ui+1)− ξr(ui))

називається апроксимацiйною моделлю процесу X(t) (A– моделлю).

Тобто, A-модель процесу X(t) моделюється у виглядi
N∑
r=1

n−1∑
i=0

fr(t, ui)ζr,i,

де ζr,i, r = 1, 2, . . . , N , i = 0, . . . , n − 1, — сiм’я строго субгауссових випад-
кових величин iз вiдомими коварiацiями Eζr,iζr1,i1 .

При x > 0 виконується нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T
| X(t)−Xn(t,Λ) |> x

}
≤ inf

0≤δ≤1

(
G1(xδ) +G2(x(1− δ))

)
,

де

XΛ(t) =

N∑
r=1

∫ Λ

0
fr(t, u)dξr(u),

G1(x) = P
{
sup
t∈T
| XΛ(t)−Xn(t,Λ) |> x

}
,

G2(x) = P
{
sup
t∈T
| XΛ(t)−X(t) |> x

}
.
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Модель Xn(t,Λ) є A-моделлю, що наближає процес X(t) з точнiстю x > 0
i надiйнiстю 1−α, 0 < α < 1 в рiвномiрнiй метрицi, якщо область Λ та її
розбиття DΛ,n вибранi так, що виконується нерiвнiсть

inf
0≤δ≤1

(
G1(xδ) +G2(x(1− δ))

)
≤ α.

Для оцiнювання ймовiрностi G1(x) доцiльно використовувати теорему 1,
а для оцiнювання ймовiрностi G2(x) доцiльно використовувати теорему 2.

Для отримання необхiдних оцiнок потрiбно оцiнити величини

E(X∞
Λ (t))2 =

N∑
r=1

∫ ∞

Λ
f2r (t, u)dν(u)

та

E(X∞
Λ (t)−X∞

Λ (s))2 =

N∑
r=1

∫ ∞

Λ
(fr(t, u)− fr(s, u))2dν(u),

а також величини

E(Yn(t))
2 =

N∑
r=1

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(fr(t, ui)− fr(t, u))2dν(u),

та

E(Yn(t)−Yn(s))2 =
N∑
r=1

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(fr(t, ui)−fr(t, u)−fr(s, ui)+fr(s, u))2dν(u),

де
Yn(t) = XΛ(t)−Xn(t,Λ).

Нехай T це деякий вiдрiзок [a, b] iз R. В цьому випадку

N(ε) ≤ b− a
ε

+ 1.

Якщо θ — довiльна фiксована точка в T , а χ = σ
(
supt∈T ρ(t, θ)

)
, то при

u < χ має мiсце σ(−1)(u) ≤ σ(−1)(χ) ≤ b − a. Оскiльки b−a
σ(−1)(u)

≥ 1 при
u ≤ χ, то

N(σ(−1)(u)) ≤ 2(b− a)
σ(−1)(u)

.

В якостi σ(u) можна розглядати функцiї σ(u) = Cuγ , 0 ≤ γ ≤ 1 або
σ(u) = C(ln( au))

−γ , γ > 1
2 .

Розглянемо приклад. Нехай X = {X(t), t ∈ R} стацiонарний центрова-
ний випадковий процес, EX(t+ τ)X(t) = B(τ) =

∫∞
0 cosuτ dF (u), де F (u)

— спектральна функцiя процесу. Випадковий процес X має зображення.

X(t) =

∫ ∞

0
cos(tu) dξ1(u) +

∫ ∞

0
sin(tu) dξ2(u),

де ξ1(u) та ξ2(u) центрованi некорельованi випадковi процеси з некорельо-
ваними приростами такi, що для довiльних 0 ≤ u1 < u2

E(ξ1(u2)− ξ1(u1))2 = E(ξ2(u2)− ξ2(u1))2 = F (u2)− F (u1).
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Якщо ξ1(u) та ξ2(u) сумiсно строго субгауссовi вимiрнi випадковi процеси,
то X(t) — регулярний строго субгауссовий випадковий процес.

Тодi A-модель такого процесу має вигляд

Xn(t,Λ) =
n−1∑
i=0

(
cos(tui)ξ1i + sin(tui)ξ2i

)
, (10)

де ξ1i, ξ2i, i = 0, 1, ..., n−1,— некорельованi або незалежнi строго субгауссовi
величини такi, що Eξ1i = Eξ2i = 0 та Eξ21i = Eξ22i = F (ui+1)− F (ui).

Оцiнимо необхiднi величини.

E(Yn(t))
2 =

=

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(cos(ut)−cos(uit))
2dF (u)+

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(sin(ut)− sin(uit))
2dF (u) ≤

≤ 4

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

sin2
(
t(u− ui)

2

)
dF (u) ≤ t2

(
Λ

n

)2

F (Λ),

E(Yn(t)−Yn(s))2 =
n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(cos(uit)− cos(ut)− cos(uis)+cos(us))2dF (u)+

+

n−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(sin(uit)− sin(ut)− sin(uis) + sin(us))2dF (u) ≤

≤ (t− s)2

4

(
Λ

n

)2

(1 + Λ2T 2)F (Λ).

В якостi σ(h) розглянемо функцiю σ(h) = Ch, де C = Λ
2n

(
(1+Λ2T 2)F (Λ)

) 1
2 ,

а ймовiрнiсть G1(xδ) можна оцiнити за теоремою 1.
В якостi θ можна вибрати точку t = 0. Тодi γ2θ = 0, χ = σ(T ) = CT .
Для оцiнки ймовiрностi G2(x(1− δ)) скористаємось теоремою 2.

E(X∞
Λ (t))2 =

∫ ∞

Λ
cos2(ut)dF (u) +

∫ ∞

Λ
sin2(ut)dF (u) =

=

∫ ∞

Λ
dF (u) = F (∞)− F (Λ),

Отже, β — будь-яке число таке, що β < F (∞)− F (Λ).

E(X∞
Λ (t)−X∞

Λ (s))2 =

=

∫ ∞

Λ
(cos(ut)− cos(us))2dF (u) +

∫ ∞

Λ
(sin(ut)− sin(us))2dF (u) ≤

≤ 4

∫ ∞

Λ
sin2

(
u(t− s)

2

)
dF (u).

В якостi σ(h) можна розглянути

σ(h) = 2

(∫ ∞

Λ
sin2

(
h

2
u

)
dF (u)

) 1
2

.
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МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ ...

Задачi статистичного моделювання випадкових процесiв використовую-
ться при розв’язуваннi задач атмосферної турбулентностi, неоднорiдностях
земної поверхнi, метеорологiї, обчисленнi iнтегралiв [8–10]. Представляє iн-
терес використання методiв статистичного моделювання при розв’язуваннi
задач фiнансової та актуарної математики, математичної статистики. Саме
цi задачi i лягли в основу для подальших дослiджень.

Лiтература

1. Козаченко Ю. В., Пашко А. О. Про моделювання випадкових полiв I. //
Теор. ймов. та мат. статистика. — 1999. — 61. — С. 61–74.

2. Козаченко Ю. В., Пашко А. О. Про моделювання випадкових полiв II. //
Теор. ймов. та мат. статистика. — 1999. — 62. — С. 61–74.

3. Козаченко Ю. В. Сходимость стохастических интегралов в пространствах
Орлича. // Теория вероятн. и мат. статистика. — 1989. — 40. — С. 37–44.

4. Пашко А. А. Об оценке распределения супремума субгауссовских интегра-
лов. // Теория вероятн. и мат. статистика.— 1992. — 46. — С. 124–132.

5. Пашко А. А. Равномерная сходимость субгауссовских интегралов // Теория
вероятностей и ее применения. — 1998. — Т. 43, Вып. 4. — С. 793–798.

6. Козаченко Ю. В., Пашко А. О., Розора I. В. Моделювання випадкових полiв.
— К.: Задруга, 2007. — 232 с.

7. Пашко А. О. Чисельне моделювання субгауссових випадкових полiв. // Вi-
сник Київського унiверситету. Сер. фiз.-мат. науки. —2006. — Вип. №1. —
С. 35–39.

8. Ермаков С. М., Михайлов Г. А. Статистическое моделирование. — Мо-
сква:Наука, 1982. — 296 с.

9. Prigarin S. M. Spectral Models of Random Fields in Monte Carlo Methods. —
Utrecht:VSP, 2001. — 195 p.

10. Пригарин С. М. Методы численного моделирования случайных процессов и
полей. — Новосибирск, 2005. — 259 с.

11. Булдыгин В. В., Козаченко Ю. В. Метрические характеристики случайных
величин и процессов. — К.:ТВиМС, 1998. — 289 с.

Факультет кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка, вул. Володимирська, 64, Київ, 01601,
Україна.

Надiйшла 01.12.2013

149




