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АЛГЕБРАЇЧНI КРИТЕРII АСИМПТОТИЧНОЇ СТIЙКОСТI
РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ З

ВИПАДКОВИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Ю. В. Шушарiн

Резюме. Дослiджуються умови асимптотичної стiйкостi в се-
редньому та середньому квадратичному розв’язкiв лiнiйних рi-
зницевих рiвнянь iз марковськими коефiцiєнтами. Дослiдження
асимптотчної стiйкостi зводиться до дослiдження асимптотичнї
стiйкостi частинних моментiв першого порядку та їх частинних
дисперсiйних матриць. Використовуючи рекурентнi рiвняння для
моментiв першого порядку розв’язкiв рiзницевих рiвнянь з ви-
падковими коефiцiєнтами, одержанi необхiднi та достатнi умови
асимптотичної стiйкостi в середньому. Показано, що iз рекурен-
тних рiвнянь для частинних дисперсiйних матриць можна одер-
жати алгебраїчнi критерiї у виглядi необхiдних i достатнiх умов
для стiйкостi в середньому квадратичному. В просторi матриць
вводиться аналог функцiй Ляпунова, за допомогою яких при-
водяться достатнi умови стiйкостi в середньому квадратичному
розв’язкiв лiнiйних рiзницевих рiвнянь iз випадковими коефiцi-
єнтами.

Вступ

Дослiдженням стiйкостi стохастичних рiзницевих рiвнянь займалися
К. Г. Валеєв [1]–[6], I. I. Гiхман, А. В. Скороход [7], I. А. Джаладова,
Д. Г. Коренiвський [8, 9], Д. Я. Хусаїнов [10] та iншi.

В роботi дослiджується проблема одержання алгебраїчних критерiїв асим-
птотичної стiйкостi в середньому та середньому квадратичному розв’язкiв
загальних лiнiйних рiзницевих рiвнянь з марковськими коефiцiєнтами.

Алгебраїчнi критерiї асимптотичної стiйкостi в середньому та
середньому квадратичному

Нехай послiдовнiсть Xn є розв’язком рiзницевого рiвняння

Xn+1 = A(ξn+1, ξn)Xn +

r∑
j=1

Bj(ξn+1, ξn)ηjnXn, X0 = ζ0, (1)

де ξn — випадковi величини. Вектори ηk, k = 0, ..., n, де ηk = (η1k , ..., ηrk)
∗, є

послiдовнiсть незалежних величин, що не залежать вiд ξk i вiд випадкового
вектора ζ0. A(θk, θs), Bj(θk, θs) — матрицi розмiрностi m×m.
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Означення 1. Нульовий розв’язок рiвняння (1) назвемо асимптотично
стiйким в середньому та середньоквадратичному вiдповiдно, якщо

lim
n→∞

⟨Xn⟩ = 0, lim
n→∞

⟨
|Xn|2

⟩
= 0

для довiльного детермiнованого вектора X0.

Оскiльки ⟨Xn⟩ =
∑q

k=1mk(n), а
⟨
|Xn|2

⟩
= spD(n) =

∑q
k=1 spDk(n),

то для асимптотичної стiйкостi в середньому достатньо, щоб виконува-
лась умова lim

n→∞
mk(n) = 0, k = 1, q. Зауважимо також, що матрицi

Dk(n) є невiд’ємно визначеними, а iз того, що spDk(n) → 0 випливає рiв-
нiсть lim

n→∞
Dk(n) = 0. Таким чином, для асимптотичної стiйкостi в сере-

дньому квадратичному необхiдно та достатньо, щоб виконувалась умова
lim
n→∞

Dk(n) = 0.

Оскiльки частиннi моменти mk(n) є розв’язком рiвняння

mk(n+ 1) =

q∑
s=1

Aksms(n)πks,

то для вектора (m1(n), ...,mq(n))
∗ =M(n) можна записати рiвняння:

M(n+ 1) = AM(n),

де A — матриця вигляду

A =

 π11A11

...
πq1Aq1

π12A12

...
πq2Aq2

...

...

...

π1qA1q

...
πqqAqq

 .

Таким чином, враховуючи рiвняння (1), можна зробити висновок, що
має мiсце

Твердження 1. Для асимптотичної стiйкостi в середньому нульового
розв’язку рiвняння (1) необхiдно та достатньо, щоб виконувалася умова

Reλi(A) < 1, i = 1, q,

де λi(A) — власнi числа матрицi A.

Приведемо далi необхiднi та достатнi умови стiйкостi в середньому ква-
дратичному.

Введемо спочатку поняття тензорного добутку матриць. Якщо A та B —
матрицi з елементами aij , bij вiдповiдно, i, j = 1, n, то пiд тензорним добу-
тком матриць A та B будемо розумiти функцiю f(A,B), що приймає зна-
чення в просторi Rn4, компоненти якої мають вигляд cijkl = aijbkl, i, j, k,
l = 1, n. Тензорний добуток матриць A та B будемо позначати у виглядi
A⊗B. Зауважимо, що має мiсце рiвнiсть
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A⊗B =


a11B a12B ... a1nB
a21B a22B ... a2nB
... ... ... ...

an1B an2B ... annB

 .

Нехай далi ⟨ηknηjn⟩ = δkj , де δkj =
{

1, k = j,
0, k ̸= j.

Позначимо через dk(n)n2-вимiрний вектор-стовбець

dk(n) = (d
(k)
11 (n), ..., d

(k)
1m(n), d

(k)
21 (n), ..., d

(k)
1m(n), ..., d

(k)
mm(n))

∗,

де d(k)ij (n) — елементи матрицi Dk(n). Тодi систему рекурентних рiвнянь

Dk(n+1) =

q∑
s=1

πks(AksDs(n)A
∗
ks+

∑
ij

BiksDs(n)B
∗
jks
Eηinηjn, Dk = Eζ0ζ

∗
0ps.

(2)
можна записати у виглядi

dk(n+ 1) =

q∑
s=1

πks(Aks ⊗Aks +
r∑
j=1

Bjks ⊗Bjks)dk(n), k = 1, q, (3)

або

d(n+ 1) = A1d(n), (4)
де d(n) = (d1, ..., dq(n))

∗, A1 — матриця вигляду

A1 =

 π11C11

...
πq1Cq1

π12C12

...
πq2Cq2

...

...

...

π1qC1q

...
πqqCqq

 ,

Cks = Aks ⊗Aks +
r∑
j=1

Bjks ⊗Bjks.

Твердження 2. Для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (1) був асим-
птотично стiйким в середньому квадратичному необхiдно i достатньо,
щоб виконувалася умова λi(A1) < 1 ∀i, де λi — власнi числа матрицi A1.

Доведення цього твердження випливає з того факту, що умова асим-
птотичної стiйкостi в середньому квадратичному в нашому випадку еквi-
валентна умовi асимптотичної стiйкостi нульового розв’язку рiвняння для
вектора d(n).

Приведемо далi алгебраїчнi критерiї асимптотичної стiйкостi.
Нехай dk(n), k = 1, q — розв’язок рiвняння (3). Вiзьмемо функцiю Ля-

пунова у виглядi

V (d) =

q∑
i,k=1

(Qikdi, dk),
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Q =

 Q11

...
Qq1

...

...
..

Q1q

...
Qqq

 — додатно визначена матриця.

Твердження 3. Для того, щоб нульовий розв’язок стохастичного рiв-
няння (1) був асимптотично стiйким в середньому квадратичному необ-
хiдно та достатньо, щоб iснувала додатно визначена матриця Q, що є
розв’язком рiвняння

Qik −
q∑

s1=1

q∑
s2=1

πis1πis2(A
∗
ks1 ⊗A

∗
ks2 +

q∑
j=1

B∗
jks2 ⊗B

∗
jks2)Qik(Ais1 ⊗Ais2+

+

r∑
j=1

Bjis1 ⊗Bjis1) = Eδik, δik =

{
1, i = k,
0, i ̸= k.

(5)

Доведення. Розглянемо рiзницю

∆V = V (d(n))− V (d(n+ 1)) =

=

q∑
i,k=1

(Qikdi(n), dk(n))−
q∑

i,k=1

(Qikdi(n+ 1), dk(n+ 1)).

Оскiльки

(Qikdi(n+ 1), dk(n+ 1)) =

=

q∑
s1=1

q∑
s2=1

πis1πks2

Qik(Ais1 ⊗Ais1 + r∑
j=1

Bjis1 ⊗Bjis1)di(n),

(Aks2 ⊗Aks2 +
r∑
j=1

Bjks2 ⊗Bjks2)dk(n)

 = (Q̄ikdi(n), dk(n)),

де

Q̄ik =

q∑
s1=1

q∑
s2=1

πis1πks2(A
T
ks2 ⊗A

T
ks2 +

r∑
j=1

B∗
jks2 ⊗B

∗
jks2)×

×Qik(Ais1 ⊗Ais1 +
r∑
j=1

Bjis1 ⊗Bjis1),

то ∆V — додатна, коли виконується умова (5). В силу лiнiйностi системи
для dk(n) ця умова є i необхiдною. �

Твердження 4. Для того, щоб нульовий розв’язок рiвняння (1) був асим-
птотично стiйким в середньому квадратичному достатньо, щоб iснува-
ли додатно визначенi матрицi Qk розмiрностi m ×m, що є розв’язками
рiвнянь
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Qk −
q∑
s=1

πsk(A
∗
skQkAsk +

r∑
j=1

B∗
jskQsBjsk) = E, k = 1, q. (6)

Доведення. В просторi матриць розмiрностi q × q, що є невiд’ємно визна-
ченими, введемо функцiї

f(n) = V (D1, ..., Dq) =

q∑
k=1

spQkDk(n) =

q∑
k=1

Vk (Dk(n)) ,

де Vk (Dk(n)) = spQkDk(n).
Якщо матриця Qk — додатно визначена, то spQkD ≥ 0, а в тому випадку,

коли D також додатно визначена, то spQkD > 0. Нехай Dk(n) — розв’язок
системи рiвнянь (1). Розглянемо рiзницю

f(n)− f(n+ 1) = ∆fn.

Оскiльки

Vk(Dk(n+ 1)) = spQk

q∑
s=1

πks

AksDk(n)A
∗
ks +

r∑
j=1

BjksDk(n)B
∗
jks

 ,
то

f(n+ 1) =

q∑
k=1

Vk (Dk(n+ 1)) =

=

q∑
k=1

r∑
j=1

spQk

AksDs(n)A
∗
ks +

r∑
j=1

BjksDk(n)B
∗
jks

πks =
=

n∑
k=1

sp

 q∑
s=1

A∗
skQk(n)Ask +

r∑
j=1

B∗
jskQsBjsk

πskDk(n),

а значить

f(n)−f(n+1) =

n∑
k=1

spDk(n)

Qk − q∑
s=1

A∗
skQkAsk +

r∑
j=1

B∗
jskQsBjsk

πsk

 .
При умовi, що iснує додатно означена матриця Qk, що є розв’язком си-

стеми рiвнянь (6), одержимо

f(n)− f(n+ 1) =

n∑
k=1

spDk(n) > 0,

а значить lim
n→∞

Dk(n) = 0. Тобто розв’язок рiвняння (1) асимптотично стiй-
кий. �
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Наслiдок. Нехай виконується умова

q∑
s=1

(A∗
ksAks +

r∑
j=1

B∗
jksBjks)πks < E, k = 1, q,

тодi lim
n→∞

Dk(n) = 0.

Висновки
В роботi одержанi необхiднi та достатнi умови асимптотчної стiйкостi

в середньому та середньому квадратичному загальних лiнiйних рiвнянь з
марковськими коефiцiєнтами. За допомогою функцiй Ляпунова iз матри-
чним аргументом одержанi достатнi умови асимптотичної стiйкостi в сере-
дньому квадратичному таких рiвнянь.
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