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КОМПРОМIСНИХ ЦIЛЕЙ

О. М. Бовсунiвський

Резюме. Розглядається задача рацiонального вибору альтерна-
тив, у якiй цiль особи, що приймає рiшення (ОПР), задана не-
чiткою множиною чiтких множин компромiсних цiлей. Така мо-
дель дозволяє приймати рiшення у випадку, коли неможливо по-
будувати функцiї корисностi, якi характеризують цiль ОПР, i до-
зволяє використовувати функцiю належностi нечiткої множини
актуальних для ОПР цiлей як джерело додаткової iнформацiї
для вибору однiєї конкретної альтернативи. Також, пропонується
метод побудови агрегованої цiлi ОПР, як нечiткої множини типу
2, та прийняття рiшень за нею.

Дослiдження рiзноманiтних задач нечiткого математичного програмува-
ння (НМП), свiдчать про актуальнiсть цiєї тематики. Значна увага в лiте-
ратурi придiляється: задачам досягнення нечiтко поставленої цiлi з нечi-
ткими обмеженнями [1]; задачам НМП з нечiткою множиною альтернатив;
задачам узагальненого НМП з цiллю, що задана нечiтким вiдображенням
[2]; задачам математичного програмування з нечiткими параметрами [3] та
iншим. В данiй роботi розглядається задача прийняття рiшень з нечiткою
множиною компромiсних цiлей. З одного боку, таке узагальнення дозво-
ляє аналiзувати ситуацiї у випадку, якщо неможливо чiтко вказати, якi
множини характеризують цiль ОПР, а з iншого — допомагає глибше та
бiльш точно зрозумiти процес прийняття рiшень, шляхи пошуку та вибору
рацiональних альтернатив в умовах нечiткої iнформацiї.

Нехай X — унiверсальна множина альтернатив, на якiй заданi: нечi-
тка множина D альтернатив з функцiєю належностi µD : X → [0, 1];
Gi ⊆ X, i ∈ N , — чiткi цiльовi множини особи, що приймає рiшення
(ОПР), з характеристичними функцiями, вiдповiдно µGi : X → {0, 1},
i ∈ N ; N = {1, 2, . . . , n} — множина цiльових множин, n — їхня кiлькiсть.
ОПР намагається реалiзувати хоча б одну зi своїх цiлей. Тому далi будемо
називати цi цiлi компромiсними.

По аналогiї з вiдомим пiдходом Белмана-Заде [1] до задачi вибору ра-
цiональної альтернативи з нечiткої множини за цiллю ОПР, яка задана
перетином цiльових множин, загальним розв’язком поставленої вище за-
дачi є нечiтка множина X∗ = D

∩
G, де G =

∪
i∈N Gi є агрегованою

множиною цiлей. Якщо ОПР хоче вибрати деякий конкретний розв’язок,
то вона може вибрати, так звану, максимiзуючу альтернативу за умовою
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µ(x∗) = maxx∈Xµ(x), де µ(x) = min{µD(x),maxi∈NµDi(x)} — функцiя на-
лежностi нечiткої множини X∗ розв’язкiв.

На практицi досить часто виникають ситуацiї, коли в момент прийняття
рiшення ОПР не може чiтко вказати, якi саме множини Gi, i ∈ N , хара-
ктеризують її альтернативнi цiлi, а може задати їхню нечiтку пiдмножину
Ñ ⊆ N . Нехай η : N → [0, 1] — функцiя належностi нечiткої множини Ñ
чiтких множин Gi, якi характеризують альтернативнi цiлi ОПР. Тодi агре-
говану цiль ОПР можна задати у виглядi об’єднання G̃ =

∪
i∈Ñ Gi нечiткої

множини Ñ чiтких множин Gi, i ∈ N . Визначимо це поняття вiдповiдно до
запропонованого у [4,5] пiдходу.

Розглянемо множину G =
∪
i∈N Gi, яка є об’єднанням чiткої множи-

ни N чiтких множин Gi, i ∈ N . За класичною теорiєю множин вона є
чiткою множиною, яка задається характеристичною функцiєю µG(x) =
= maxj∈NµGj (x), x ∈ X, значення якої для кожної фiксованої альтерна-
тиви x ∈ X визначається як максимум цiльової функцiї задачi звичайного
(чiткого) математичного програмування вигляду µG = = maxj∈NµGj .

У випадку об’єднання нечiткої множини Ñ нечiтких множин Gi, i ∈ N ,
множина G̃ =

∪
i∈Ñ Gi буде задаватися функцiєю належностi

µG̃(x) = maxj∈ÑµGj (x), x ∈ X. (1)

Значення цiєї функцiї для кожної альтернативи x ∈ X буде визначатися
як максимум цiльової функцiї задачi нечiткого математичного програму-
вання

µG̃ = maxj∈ÑµGj . (2)

Згiдно до С. Орловського [2], розв’язком задачi (2) вважається нечiтка
множина Ñ

∪
, носiєм якої є множина оптимальних за Парето розв’язкiв

(позначатимемо її через suppÑ
∪

) задачi

µGi → max, η(i)→ max, i ∈ N. (3)

Функцiєю належностi η
∪

нечiткої множини Ñ
∪

є звуження функцiї на-
лежностi η(i), i ∈ N , з унiверсальної множини iндексiв критерiїв N на
множину suppÑ

∪
. Ця функцiя належностi буде мати вигляд

η
∪
(i) =

{
η(i), i ∈ supp Ñ

∪
,

0, i /∈ supp Ñ
∪

.

Вiдповiдно до розв’язку задачi (2), яким є нечiтка множина Ñ
∪

, за [2]
визначається нечiтка множина ℜ оптимальних значень цiльової функцiї
цiєї задачi. Вона задається функцiєю належностi ρ : {0, 1} → [0, 1], ρ(z) =

= maxµGj
=zη

∪
(j), z ∈ {0, 1} .

Слiд вiдмiтити, що функцiя належностi ρ(z), z ∈ {0, 1}, нечiткої мно-
жини ℜ оптимальних значень цiльової функцiї задачi (2) визначена на
двоелементнiй множинi {0, 1}. Це пояснюється тим, що при довiльнiй фi-
ксованiй альтернативi x ∈ X будь-яка характеристична функцiя µGj (x),
j ∈ N , може набувати значення 0 або 1.
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Таким чином, для кожної фiксованої альтернативи x ∈ X значення фун-
кцiї належностi (1) нечiткої множини G̃ =

∪
i∈Ñ Gi також утворює нечiтку

множину, а це означає, що нечiтка множина G̃ є, так званою [4, 5], нечiткою
множиною типу 2.

Для довiльної альтернативи x ∈ X розглянемо вiдношення домiнуван-
ня, яке породжується цiльовими множинами задачi (3) на унiверсальнiй
множинi цiлей N .

Вважатимемо, що цiль з iндексом i ∈ N домiнує цiль з iндексом j ∈ N
для альтернативи x ∈ X i позначати це i ≻(x) j, якщо мають мiсце такi
нерiвностi: µGi(x) ≥ µGj (x), η(i) ≥ η(j), i хоча б одна з цих нерiвностей є
строгою.

Дане вiдношення домiнування дозволяє визначити множину оптималь-
них за Парето розв’язкiв двокритерiальної задачi (3), яка буде носiєм не-
чiткої множини розв’язкiв задачi нечiткого математичного програмування
(2).

Для довiльної альтернативи x ∈ X позначимо цей носiй у виглядi

suppÑ
∪
(x) = {i ∈ N | j�(x)i, ∀j ∈ N}. (4)

Для довiльних x ∈ X, i ∈ N визначимо функцiю належностi нечiткої
множини розв’язкiв задачi (2)

η
∪
(x, i) =

{
η(i), i ∈ supp Ñ

∪
(x),

0, i /∈ supp Ñ
∪
(x).

(5)

Тодi, об’єднанням нечiткої множини Ñ чiтких множин Gi, i ∈ N , вiдпо-
вiдно до [5] будемо називати G̃ =

∪
i∈Ñ Gi — нечiтку множина типу 2, яка

задається трiйками (x, µG̃(x, z)), де x — елемент множини альтернатив X, z
— елемент унiверсальної множини {0,1}, а µG̃(x, z) — нечiтке вiдображення
X × {0, 1} → [0, 1], яке виконує роль його нечiткої функцiї належностi:

µG̃(x, z) = maxi∈N{η
∪
(x, i) | µGi(x) = z}, (6)

якщо ∃i ∈ N , µGi(x) = z, z ∈ {0, 1}, та

µG̃(x, z) = 0, (7)

якщо µGi(x) ̸= z, ∀i ∈ N , z ∈ {0, 1}.
Позначимо I∗ = Argmaxj∈Nη(j). Суттєве спрощення обчислення фун-

кцiї належностi µG̃(x, z) нечiткої множини типу 2 за формулами (4) – (7)
надає

Теорема 1. Нехай Gi, i ∈ N , — чiткi множини, якi заданi на множинi
X вiдповiдними характеристичними функцiями µGi(x), x ∈ X, i ∈ N , —
функцiя належностi нечiткої множини Ñ . Для того, щоб нечiтка мно-
жина G̃ типу 2, яка задана вiдображенням належностi µG̃(x, z), x ∈ X,
була об’єднанням нечiткої множини Ñ чiтких множин Gi, i ∈ N , тобто
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G̃ =
∪
i∈Ñ Gi необхiдно й достатньо, щоб для x ∈ X:

µG̃(x, 1) =

{
maxµGi

(x)=1η(i), ∃i ∈ N : µGi(x) = 1,
0, µGi(x) = 0, ∀i ∈ N ;

µG̃(x, 0) =

{
maxi∈Nη(i), µGi(x) = 0, ∀i ∈ I∗,
0, ∃i ∈ I∗ : µGi(x) = 1.

(8)

Доведення. Покажемо, що формули (6), (7) еквiвалентнi

µG̃(x, z) =

{
maxi∈N(x,z)η(i), N(x, z) ̸= ∅,
0, N(x, z) = ∅,

(9)

де

N(x, z) = {i ∈ N |z = µGi(x) = maxη(j)≥η(i) = µGi(x), η(i) =

= maxµGj
(x)≥µGi

(x)η(j)}. (10)

Вiдзначимо, що з формул (6), (7) очевидно випливає

µG̃(x, z) = maxi∈N
∪
(x){η(i)|µGi(x) = y}, (11)

якщо ∃i ∈ N : φi(x) = z та

µG̃(x, z) = 0, (12)
якщо µGi(x) ̸= z, ∀i ∈ N .

Для доведення еквiвалентностi (6), (7) та (9) достатньо показати, що
формули (11), (12) еквiвалентнi (9). Скористаймося вiдомою [6] теоремою
про необхiднi й достатнi умови ефективностi альтернатив в задачах бага-
токритерiальної оптимiзацiї, згiдно якої множина оптимальних за Парето
розв’язкiв двокритерiальної задачi (3) буде мати вигляд

MPO(x) = {i ∈M |µGi(x) = maxη(j)≥η(i)|µGj (x), µ(i) =

= maxµGj
(x)≥µGi

(x)µ(j)}. (13)

З (10), (13) випливає, що N(x, z) = supp Ñ
∪
(x)
∩
{i ∈ N |µGi(x) = z}. Тому

формули (11), (12) еквiвалентнi (9). Звiдси можна зробити висновок, що
формула (7) також еквiвалентна (9).

Тепер для доведення теореми достатньо показати еквiвалентнiсть фор-
мул (8) та (9). Для початку запишемо (10) для z = 1 у двох можливих
випадках. Нехай µGi(x) = 0 , ∀i ∈ N . Тодi згiдно (8) µG̃(x, 1) = 0. З iншого
боку, з (10) випливає, що N(x, 1) = ∅. Тому згiдно (9) також отримаємо
µG̃(x, 1) = 0.

В другому випадку, нехай ∃i ∈ N : µGi(x) = 1 . Визначимо вiдповiдно до
(9) значення µG̃(x, 1). Для цього за (10) побудуємо множину N(x, 0) = {i ∈
N |1 = µGi(x) = maxη(j)≥η(i)µGj (x), η(i) = maxµGj

(x)=1η(j)}. Покажемо, що
N(x, 1) = ArgmaxµGi

(x)=1η(j). Позначимо через η∗1(x) = maxµGi
(x)=1η(j).

6



ВИБIР РАЦIОНАЛЬНИХ АЛЬТЕРНАТИВ ЗА НЕЧIТКОЮ...

Нехай i ∈ ArgmaxµGj
(x)=1η(j), тодi η(i) = η∗1(x) та maxη(j)≥η(i) = µGj (x) =

= max{maxη(j)=η∗1(x)µGj (x),maxη(j)>η∗1(x)µGj (x)}, звiдси µGj (x) = 1 (оскiль-
ки maxη(j)=η∗1(x)µGj (x) = 1). З одержаних рiвностей очевидно випливає, що
i ∈ N(x, 1).

Тепер навпаки, нехай i ∈ N(x, 1). Тодi виконуються рiвностi: 1 = µGi(x) =
= maxη(j)>η(i)µGj (x) та η(i) = η∗1(x). Звiдси i ∈ ArgmaxµGj

(x)=1η(j), тодi
згiдно з (8) одержимо µG̃(x, 0) = η∗1. Таким чином, формули (8) та (9)
еквiвалентнi при z = 1.

Далi запишемо (10) для z = 0 у двох лише можливих випадках. Позна-
чимо η∗0 = maxj∈Nη(j) та нагадаємо про позначення I∗ = Argmaxj∈Nη(j).
Спочатку нехай µGi(x) = 0 , ∀i ∈ I∗ . Тодi згiдно з (8) µG̃(x, 0) = η∗0.
Визначимо значення µG̃(x, 0) за формулою (9). Для цього побудуємо у
вiдповiдностi з (10): N(x, 0) = {i ∈ N |0 = µGi(x) = maxη(j)≥η(i)µGj (x),
η(i) = maxj∈Nη(j)} = {i ∈ I∗|0 = µGi(x) = maxj∈I∗µGj (x)} = I∗.
Звiдси згiдно з (9) µG̃(x, 0) = η∗0.

Розглянемо другий випадок. Нехай ∃i ∈ I∗ : µGi(x) = 1. Тодi згiдно з
(8) µG̃(x, 0) = 0. Визначимо значення ψ(x, 0) вiдповiдно до (9). На пiдставi
(10) одержимо множину N(x, 0) = {i ∈ N |0 = µGi(x) = maxη(j)≥η(i)µGj (x),
η(i) = maxj∈Nη(j) = η∗0} = {i ∈ I∗|0 = µGi(x) = maxj∈I∗µGj (x) = 1} = ∅.

Звiдси згiдно з (9) ϕ(x, 0) = 0, а тому формули (8) та (9) — еквiвалентнi
при z = 0 .

Теорему доведено. �

Приклад 1. Нехай множина X = {a, b, c, d}. На нiй заданi двi чiткi мно-
жини G1, G2 з функцiями належностi, вiдповiдно µG1(x), i µG2(x) (табл.
1). Функцiя належностi max{µG1(x), µG2(x)} їх об’єднання вказана в тре-
тьому рядку табл. 1. Нехай також задана нечiтка пiдмножина Ñ множини
N = {1, 2} з функцiєю належностi η(i), i ∈ N , яка має значення: η(1)=0.7,
η(2)=0.5. Значення функцiй належностi µ(x, 0) i µ(x, 1), якi задають вiдпо-
вiднi перерiзи нечiткої множини типу 2 вказанi в табл. 1.

Перейдемо до побудови розв’язку задачi рацiонального вибору альтер-
натив за нечiткою цiллю, яка задається нечiткою множиною типу 2.

Таблиця 1. Об’єднання нечiткої множини чiтких множин

x a b c d

µG1(x) 0 1 0 1
µG1(x) 0 0 1 1

max{µG1(x), µG2(x)} 0 1 1 1
µ(x, 0) 0,7 0 0,7 0
µ(x, 1) 0 0,7 0,5 0,7

Перейдемо до побудови розв’язку задачi рацiонального вибору альтер-
натив за нечiткою цiллю, яка задається нечiткою множиною G̃ =

∪
i∈Ñ Gi

типу 2.
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Слiд зазначити, що якщо у функцiї належностi µG̃(x, z) нечiткої мно-
жини G̃ агрегованої цiлi ОПР типу 2 зафiксувати z = 1, то ми отримаємо
нечiтку множину типу 1 елементiв x ∈ X, що належать множинi G̃, з фун-
кцiєю належностi µG̃(x, 1). Позначимо цю множину G̃(1).

Тепер, коли ми знайшли нечiтку множину, яка описує агреговану цiль
ОПР, побудуємо загальний розв’язок вихiдної задачi, яким буде нечiтка
множина X∗=D

∩
G̃(1) з функцiєю належностi µ(x)=min{µd(x), µG̃(x, 1)},

цю множину варто вважати розв’язком вихiдної задачi. Оскiльки ОПР ча-
сто цiкавить не вся множина розв’язкiв, а якийсь конкретний з них, то
постає задача рацiонального вибору єдиної альтернативи з нечiткої мно-
жини X∗. Таким розв’язком може бути максимiзуюча альтернатива x∗,
яка задовольняє умову µ(x∗) = maxx∈Xµ(x) > 0.

Насамкiнець слiд вiдмiтити, що розглянутий у цiй роботi пiдхiд вибору
компромiсних цiлей у задачi прийняття рiшень з цiльовою множиною, яка
може бути задана об’єднанням нечiткої множини чiтких множин є iншим
поглядом на цю проблему, нiж метод, який був розвинений у роботах Р.
Белмана та Л. Заде, зокрема в [1], для цiльової множини, яка задана
перетином цiльових множин.

Операцiя об’єднання нечiткої множини нечiтких множин, яка формалi-
зована в цiй роботi, представляє самостiйний iнтерес i може бути викори-
стана в рiзних нових постановках задач прийняття рiшень.

Також варто зазначити, що розроблений метод можливо використовува-
ти i для задачi прийняття рiшень з цiллю, яка буде задаватися нечiткою
множиною нечiтких цiльових множин.
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