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РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI IДЕНТИФIКАЦIЇ ТОЧКОВИХ
ДЖЕРЕЛ

З НЕВIДОМИМИ КООРДИНАТАМИ ТА
IНТЕНСИВНОСТЯМИ

О. Ю. Грищенко, В. В. Оноцький, Н. I. Ляшко

Резюме. Запропоновано ефективний пiдхiд розв’язання задачi
iдентифiкацiї точкових джерел з невiдомими координатами та iн-
тенсивностями. Отримано явний вигляд критерiю якостi. Побудо-
ваний iтерацiйний алгоритм. Проведений чисельний експеримент
з використанням двокрокового симетризованого рiзницевого ал-
горитму (ДС-алгоритму).

Постановка задачi

Розглядається задача вiдновлення точкових джерел для параболiчного
рiвняння другого порядку, яка є оберненою до задачi знаходження стану
системи

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+ a(x)u = −

p∑
β=1

δ(x− rβ)qβ(t), (1)

x ∈ Ω, 0 < t < T,

Ω = {x = (x1, x2)|0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2}, kα(x) ≥ k0 > 0, kα (x), cα (x),
a (x), α = 1, 2 — неперервнi функцiї в замиканнi Ω; крiм того, вважаємо,

що середовище є нестислим, тому маємо
2∑

α=1

∂cα
∂xα

= 0, x ∈ Ω. Тут rβ —

координати джерел, qβ(t) — потужностi, β = 1, p. У початковий момент
часу вiдоме значення розв’язку в областi Ω

u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω. (2)

А на границi областi у кожен момент часу t ∈ [0, T ] вiдомий стан системи

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω. (3)

Вiдомими вважаємо вимiрювання φj(t), j = 1, J функцiї u(x, t) в деяких
окремих точках zj областi Ω

ũ(zj , t) = φj(t), 0 ≤ t ≤ T, j = 1, J, (4)

де ũ(zj , t) ≡
∫
ϖj

u(x, t)dx/
∫
ϖx

dx — усереднення u(x, t) в деякому околi ϖj

точки zj [2].
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Задача iдентифiкацiї полягає у визначеннi невiдомих параметрiв точко-
вих джерел: iнтенсивностей qβ(t) та координат rβ за додатковим спостере-
женням (4) у деяких точках областi. Наведемо схему чисельного розв’яза-
ння задачi iдентифiкацiї точкових джерел на основi варiацiйного пiдходу,
запропонованого в роботi [1].

Згiдно введених ранiше позначень стан системи u(x, t;V, r) описується
рiвнянням

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα(x)
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+au=F (x, r)V T (t), x ∈ Ω, 0<t<T,

(5)
де V (t) =

(
V 1(t), V 2(t), ..., V p(t)

)
— вектор iнтенсивностей, r =

(
r1, r2, ..., rp

)
— вектор координат джерел, F (x, r) =

(
δ(x− r1), δ(x− r2), ..., δ(x− rp)

)
—

вектор дельта-функцiй.
Будемо вважати, що керування h = (V (t), r) ∈ HV R, де

HV R =
{
h = {(V β(t), rβ), β = 1, p}

}
⊂ Lp2(0, T )⊗Rp — гiльбертiв простiр iз

скалярним добутком ⟨h1, h2⟩ =
∑p

β=1

(∫ T
0 V β

(1)(t)V
β
(2)(t)dt+ rβ(1)r

β
(2)

)
i нор-

мою ∥h∥p = ⟨h, h⟩
1/2.

Функцiонал якостi розглядаємо у виглядi

Iα,γ(V, r) =
J∑
j=1

T∫
0

(ũ(zj , t;V, r)− φj(t))2dt+ α ∥V ∥2Lp
2(0,T )

+γ2 ∥r∥2p . (6)

Тут α > 0 , γ > 0 — параметри регуляризацiї.
Оптимальне керування h∗ = (V ∗, r∗) визначається як мiнiмум функцiо-

налу Iα,γ(V, r), тобто

Iα,γ(V ∗, r∗) = min
(V,r)∈HV R

Iα,γ(V, r), (7)

а за розв’язок варiацiйної задачi (5)—(7), (2), (3) беремо u(x, t; V ∗, r∗) та
сам вектор (V ∗(t), r∗).

Алгоритм iдентифiкацiї

Теорема 1. Критерiй якостi (6) для задачi оптимального керування (7),
(5), (2), (3) диференцiйовний за Гато. При цьому

grad Iα,γ(V, r) =

(
∂Iα,γ

∂V
∂Iα,γ

∂r

)T
=

(
Ψ(r, t) + 2αV

gradΨ(r, t) · V + 2γr

)T
,

де

gradΨ(r, t) =

(
∂Ψ

∂r1
,
∂Ψ

∂r2

)
.

Доведення. Для варiацiйної задачi (5)—(7), (2), (3) розв’язок u(x, t; V, r)
шукаємо у просторi L2(Ω) (при фiксованих t, V (t) та r). Рiвняння (5) з
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урахуванням граничних умов (7) записується в HV R у виглядi
∂u

∂t
+ Cu+Du+ au = FV, 0 < t ≤ T. (8)

Оператор дифузiйного переносу D самоспряжений та додатньо визначений
в L2(Ω): D = D∗ ≥ k0E, де E — тотожнiй оператор. Оператор конвектив-
ного переносу є кососиметричним: C = −C∗ в L2(Ω). Введемо функцiю

χ =
J∑
j=1

δ(x− zj), де δ(x) — дельта-функцiя Дiрака, i нехай вектор-функцiя

φ(t) ∈ [L2(Ω)]
J

така, що χφ(t) =
J∑
j=1

δ(x− zj)φj(t). З урахуванням цих позначень функцiо-

нал (6) набуває вигляду

Iα,γ(V, r) =
T∫
0

(χ, u(t;V, r)− φ(t))2dt+ α ∥V ∥2Lp
2(0,T )

+ γ ∥r∥2p . (9)

Рiвняння (8) з врахуванням (2) доповнюється початковою умовою

u(0) = g. (10)

Отже, приходимо до задачi мiнiмiзацiї (9) на розв’язках задачi (5), (2), (3).
Для даної задачi оптимального керування сформулюємо умови опти-

мальностi, тобто, надамо конкретного змiсту рiвнянню Ейлера для квадра-
тичного функцiоналу Iα,γ(V, r), яке в покомпонентному виглядi є системою{

∂Iα,γ

∂V (V ∗, r∗) = 0
∂Iα,γ

∂r (V ∗, r∗) = 0
. (11)

Для знаходження градiєнта grad Iα,γ(V, r) розглянемо прирiст
δIα,γ(V, r) = Iα,γ(V+δV, r+δr)−Iα,γ(V, r). Через u+δu позначимо розв’язок
задачi (5), (7), який вiдповiдає правiй частинi з V +δV та r+δr. Внаслiдок
лiнiйностi задачi маємо

∂δu

∂t
+ Cδu+Dδu+ aδu =

p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)],

(12)

0 < t < T, δu(0) = 0. (13)

Тодi для приросту функцiоналу отримаємо

δIα,γ(V, r) =
T∫
0

(
χ, (u+ δu− φ)2

)
dt+ α ∥V + δV ∥2Lp

2(0,T )
+ γ

∥∥∥rβ + δrβ
∥∥∥2
p
−

−
T∫
0

(χ, u− φ)2dt− α ∥V ∥2Lp
2(0,T )

− γ
∥∥∥rβ∥∥∥2

p
= 2

T∫
0

(χ, (u− φ)δu) dt+
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+

T∫
0

(
χ, (δu)2

)
dt+ 2α ⟨V, δV ⟩+ α ∥δV ∥2Lp

2(0,T )
+ 2γ ⟨r, δr⟩+ γ ∥δr∥2p . (14)

Для знаходження виразу градiєнту функцiоналу Iα,γ(V, r) необхiдно ви-
разити прирiст δu через прирости керування. З цiєю метою введемо нову
вектор-функцiю ψ(t) ∈ L2(Ω), яка визначає спряжений стан i перетворює-
ться в нуль на границi ∂Ω. Помножимо рiвняння (12) скалярно в L2(Ω) на
ψ(t) i проiнтегруємо за часом вiд 0 до T . Маємо

T∫
0

((
∂δu

∂t
, ψ

)
+ (Cδu, ψ) + (Dδu, ψ) + (aδu, ψ)

)
dt =

=

T∫
0

 p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)], ψ

 dt. (15)

Для першого доданку з урахуванням (13) маємо

T∫
0

(
∂δu

∂t
, ψ

)
dt = (δu(T ), ψ(T ))−

T∫
0

(
δu,

dψ

dt

)
dt. (16)

Оскiльки
D = D∗ та C = −C∗, (17)

то

(Cδu, ψ) + (Dδu, ψ) + (aδu, ψ) = − (δu, Cψ) + (δu, Dψ) + (δu, a ψ) . (18)

Нехай
ψ(T ) = 0. (19)

Тодi пiсля пiдстановки (16)—(19) в (15) приходимо до рiвностi

T∫
0

(
δu,

(
−∂ψ
∂t
− Cψ +Dψ + aψ

))
dt =

=

T∫
0

 p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)], ψ

 dt. (20)

Функцiї ψ будемо визначати так, щоб лiва частина (20) давала перший
доданок в (14), тобто

−∂ψ
∂t
− Cψ +Dψ + aψ = 2χ(u− φ(t)), T > t ≥ 0. (21)

Для перетворення правої частини (21) введемо вектор-функцiю спряжено-
го стану Ψ(r, t) = (ψ(r1, t), ψ(r2, t), ..., ψ(rp, t)). Тодi для правої частини

12
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(20) маємо
T∫
0

 p∑
β=1

[(V β + δV β)δ(x− rβ − δrβ)− V βδ(x− rβ)], ψ

 dt =

=

T∫
0

p∑
β=1

[(V β + δV β)ψ(rβ + δrβ)− V βψ(rβ)]dt =

=

T∫
0

p∑
β=1

[V β(ψ(rβ + δrβ)− ψ(rβ)) + δV βψ(rβ + δrβ))]dt =

=

T∫
0

p∑
β=1

[
V β

(
(ψ(rβ1 + δrβ1 , r

β
2 + δrβ2 )− ψ(r

β
1 , r

β
2 + δrβ2 ))

δrβ1
δrβ1−

−(ψ(rβ1 , r
β
2 + δrβ2 )− ψ(r

β
1 , r

β
2 ))

δrβ2
δrβ2

)
+ δV βψ(rβ + δrβ)

]
dt. (22)

Задачу (12), (13) поставлено коректно [3], отже, з (5) випливає, що
∥δu∥ ≤ const1∥δV ∥p та ∥δu∥ ≤ const2∥δr∥p. Тодi з (14) та (20)–(22) для
задачi (12), (13) визначимо градiєнт функцiоналу (9)

grad Iα,γ(V, r) =
(
∂Iα,γ
∂V

,
∂Iα,γ
∂r

)
=

(
Ψ(r, t) + 2αV

gradΨ(r, t)V + 2γr

)T
, (23)

де Ψ(r, t) визначається за розв’язком задачi (19), (21). �
Необхiдну i достатню умову (11) мiнiмуму функцiоналу (9) подамо у

виглядi двох рiвнянь у векторнiй формi{
Ψ(r, t) + 2αV (t) = 0,
∂Ψ
∂r (r, t)V (t) + 2γr = 0

(24)

або системи 2p скалярних рiвнянь{
ψ(rβ, t) + 2αV β(t) = 0,
∂ψ
∂r (r

β, t)V β(t) + 2γrβ = 0, β = 1, 2, ..., p.
. (25)

Резюмуючи викладене, запишемо iтерацiйний алгоритм визначення поту-
жностей V β та координат rβ . При переходi з k iтерацiї на (k+1):

1. Розв’язується пряма задача для визначення стану системи

∂uk

∂t
+ Cuk +Duk + auk =

p∑
β=1

V β,kδ(x− rβ,k), 0 < t ≤ T ; (26)

uk(0) = 0. (27)

2. Знаходиться спряжений стан, що вiдповiдає (V ∗, r∗)

−∂ψ
k

∂t
− Cψk +Dψk + aψk = 2χ(uk − φ(t)), T > t ≥ 0. (28)
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ψk(T ) = 0. (29)

3. Визначаються новi наближення для координат r та потужностей джерел
V

V β,k+1 − V β,k

sk+1
+Ψk(rβ,k) + 2αV β,k = 0,

rβ,k+1 − rβ,k

σk+1
+
∂ψk(rβ,k)

∂r
V β,k + 2γrβ,k = 0, β = 1, 2, ..., p. (30)

Тут sk+1 та σk+1 — кроковi множники, що обираються з умов∑∞
k=1 sk = +∞,

∑∞
k=1 σk = +∞, sk → 0, σk → 0, k →∞.

4. Обчислюється значення Iα(V k+1) за формулою (9).
При виконаннi умови∣∣Iα(V k+1)

∣∣ < ε обчислення зупиняємо та приймаємо (V k+1, rk+1) за шука-
ний розв’язок, iнакше переходимо на крок 1.

Чисельний метод

Для наближеного розв’язування прямої (26), (27) та спряженої (28), (29)
задач було застосовано рiзницевi схеми ДС-алгоритму [4]. Пошук невiдомих
iнтенсивностей та координат джерел здiйснюється так. Покладаємо в V (t)
та r(t) початковi наближення iнтенсивностей та координат i проводимо
iтерацiйний процес:

1) обчислюємо u за схемами ДС-алгоритму [4];
2) знаходимо ψ за схемами ДС-алгоритму [4];
3) уточнюємо iнтенсивностi та координати джерел за формулами

V β,n,s+1 = V β,n,s − sk(Ψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy ) + 2αV β,n,s),

rβ,n,s+1
x = rβ,sx − σk

(
∇̄xψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy )V β,n,s + 2γrβ,n,sx

)
,

rβ,n,s+1
y = rβ,sy − σk

(
∇̄yψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy )V β,n,s + 2γrβ,n,sy

)
,

β = 1, 2, ..., p, n = 0, N, (31)

де ∇̄xψ, ∇̄yψ — рiзницевi апроксимацiї другого порядку частинних похi-
дних ∂ψ

∂x та ∂ψ
∂y вiдповiдно, що мають вигляд

∇̄xψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy ) = (1− ρ1)((1− ρ2)∇̄xψn,sk0,m0
+ ρ2∇̄xψn,sk0,m0+1)+

+ρ1((1− ρ2)∇̄xψn,sk0+1,m0
+ ρ2∇̄xψn,sk0+1,m0+1),

∇̄yψn,s(rβ,n,sx , rβ,n,sy ) = (1− ρ1)((1− ρ2)∇̄yψn,sk0,m0
+ ρ2∇̄yψn,sk0,m0+1)+

+ρ1((1− ρ2)∇̄yψn,sk0+1,m0
+ ρ2∇̄yψn,sk0+1,m0+1),

∇̄xψn,sk0,m0
=
ψn,sk0+1,m0

−ψn,sk0−1,m0

2h1
, ∇̄yψn,sk0,m0

=
ψn,sk0,m0+1−ψ

n,s
k0,m0−1

2h2
, (32)

k0 = [rβ,sx /h1], m0 = [rβ,sy /h2], ρ1 = (rβ,sx − k0h1)/h1,ρ2 = (rβ,sy −m0h2)/h2;

14
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4) обчислюємо значення функцiоналу якостi за формулою

Iα(V s+1) =

N∑
n=0

J∑
j=1

(
˜̃u(zj , τn; V

s+1)− φj(t)
)2

+ α ∥V ∥2p + γ ∥r∥2p , (33)

де ˜̃u(zj , τn; V
s+1)=(1− ρ1)((1−ρ2)unk0,m0

+ρ2u
n
k0,m0+1)+

+ρ1((1−ρ2)unk0+1,m0
+ρ2u

n
k0+1,m0+1), k0=[x1,j/h1], m0=[x2,j/h2],

ρ1=(x1,j − k0h1)/h1,ρ2=(x2,j −m0h2)/h2;
5) якщо

∣∣Iα(V s+1)
∣∣ < ε, то V s+1 — шуканий розв’язок, iнакше переходи-

мо на 1).

Обчислювальний експеримент
На основi запропонованого алгоритму була розроблена програма для

ЕОМ мовою С/С++. Була розглянута пряма модельна задача з вiдомими
джерелами. Розв’язок визначався з рiвняння (1), граничних та початко-
вих умов (2), (3) при заданих значеннях iнтенсивностi qβ(t) i невiдомих
координатах джерел rβx(t), rβy (t), β = 1, p. Спочатку з використанням ДС-
алгоритму [3] була чисельно розв’язана пряма модельна задача з такими
параметрами: область Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 500, 0 ≤ y ≤ 300}, h1 = h2 = 5;
перiод часу 0 ≤ t ≤ 920, τ = 2; 1 джерело з координатами x0 = 165, y0 = 180
та сталою iнтенсивнiстю 1000. Далi з використанням обчислених значень
в 4-х точках спостереження zj , j = 1, 4 була розв’язана задача iденти-
фiкацiї координат джерел з такими параметрами: початкове наближення
x
(0)
0 = 160, y

(0)
0 = 180; параметри релаксацiї α = γ = 1, параметри iтера-

цiйного алгоритму sk = 0, σk = 10−5, k = 0, 1, 2, ... В результатi виконання
iтерацiй спостерiгалося як зменшення функцiоналу I, так i наближення
обчислених координат джерела до модельних.
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Рис. 1. Обчисленi значення координат впродовж iтерацiй (r∗ — еталонне
джерело, r(k) — наближення, α = γ = 1, sk = 0, σk = 10−5, k = 1, 2, 3, ...).
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Висновки
В роботi побудовано iтерацiйний алгоритм розв’язання задачi iдентифiка-
цiї точкових джерел з невiдомими координатами та iнтенсивностями. Отри-
мано явний вигляд критерiю якостi. Проведений чисельний експеримент з
використанням двокрокового симетризованого рiзницевого алгоритму (ДС-
алгоритму). Результати роботи можуть бути використанi для розв’язання
актуальних задач в екологiї, медицинi та iнших галузях народного госпо-
дарства.
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