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УМОВИ СПIВПАДАННЯ ОЦIНОК МЕТОДА НАЙМЕНШИХ
КВАДРАТIВ ТА ОРТОГОНАЛЬНОЇ РЕГРЕСIЇ ПАРАМЕТРIВ

ЛIНIЙНОЇ РЕГРЕСIЙНОЇ МОДЕЛI

М. Ю. САВКIНА

Резюме. В роботi отримано необхiднi та достатнi умови спiв-
падання оцiнки метода найменших квадратiв та оцiнки ортого-
нальної регресiї невiдомих параметрiв лiнiйної регресiйної моделi
з вiльним членом.

Abstract. The sufficient and necessary conditions for coincidence
of least square estimation and estimation of ortogonal regression of
parameters of linear regression model with absolute term were obtai-
ned in the paper.

1. Вступ

Розглянемо модель лiнiйної регресiї

yi = f(ti) + ξi, i = 0, 1, ..., n,

де ξ0, ..., ξn − незалежнi у сукупностi нормально розподiленi випадковi ве-
личини з Eξi = 0 та Dξi = σ2, а функцiю регресiї можна подати у виглядi
лiнiйної комбiнацiї k базисних функцiй x0(t), x1(t), ..., xk−1(t) :

f(t) = a0x0(t) + a1x1(t) + ...+ ak−1xk−1(t).

Таким чином, iснують справжнi значення незалежних змiнних x0i, x1i, ...,
xk−1,i та залежної змiнної fi, i = 0, 1, ..., n, (вони детермiнованi), мiж якими
iснує лiнiйний звязок

fi = a0x0i + a1x1i + ...+ ak−1xk−1,i, i = 0, 1, ..., n.

В класичнiй регресiї справжнi значення fi невiдомi, замiсть них має-
мо yi, а значення x0i, x1i, ..., xk−1,i спостерiгаємо без помилок; параметри
a0, a1, ..., ak−1 невiдомi, вони пiдлягають оцiнюванню.

Поширенiшим методом оцiнювання невiдомих параметрiв в регресiйному
аналiзi є метод найменших квадратiв (МНК), який полягає в мiнiмiзацiї
суми

n∑
i=0

ξ2i

вiдносно вектора (a0, a1, ..., ak−1).
Позначимо

Y = (y0, ..., yn)
T ;
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X =


x00 x10 ... xk−1,0

x01 x11 ... xk−1,1

. . . .

. . . .

. . . .
x0n x1n ... xk−1,n

 .

Тодi оцiнка МНК â0, â1, ..., âk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1 матиме ви-
гляд [1]

(â0, â1, ..., âk−1)
T = (XTX)−1XTY.

Припустимо тепер, що незалежнi змiннi вимiрюються з похибками, тобто
замiсть x0i, x1i, ..., xk−1,i спостерiгаємо

w0i = x0i + ϵ0i, w1i = x1i + ϵ1i, ..., wk−1,i = xk−1,i + ϵk−1,i,

де ϵ0i, ϵ1i, ..., ϵk−1,i, i = 0, 1, ..., n, незалежнi у сукупностi нормально роз-
подiленi випадковi величини з Eϵli = 0 та Dϵli = σ2l , l = 0, 1, ..., k − 1,
i = 0, 1, ..., n.

В цьому випадку для невiдомих параметрiв a0, a1, ..., ak−1 можна також
побудувати оцiнку МНК:

(ǎ0, ǎ1, ..., ǎk−1)
T = (W T

k Wk)
−1W T

k Y,

де

Wk =


w00 w10 ... wk−1,0

w01 w11 ... wk−1,1

. . . .

. . . .

. . . .
w0n w1n ... wk−1,n

 .

В класичнiй регресiї оцiнка МНК є незмiщеною, лiнiйно ефективною в
класi незмiщених оцiнок та при деяких умовах слушною[1]. В схемi з по-
милками в незалежних змiнних цi властивостi оцiнки МНК зникають.

Тому природньо в схемi

yi = a0w0i + a1w1i + ...+ ak−1wk−1,i + ξi, i = 0, 1, ..., n, (1)

шукати iншi методи оцiнювання параметрiв a0, a1, ..., ak−1.

2. Ортогональна регресiя

Принцип ортогональної регресiї[2] полягає в мiнiмiзацiї суми квадратiв
вiдстаней вiд точок (yi, w0i, w1i, ..., wk−1,i), i = 0, 1, ..., n, до гiперплощини∏

= {r ∈ Rk+1 : β0r0 + β1r1 + ...+ βkrk = 0},
де

(β0, β1, ..., βk)
T =

(
− 1

A
,
a0
A
, ...,

ak−1

A

)T
,

A =
√

1 + a20 + a21 + ...+ a2k−1.
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Оцiнку ортогональної регресiї ā0, ā1, ..., āk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1

знаходимо наступним чином.
Нехай (b0, b1, ..., bk)

T− власний вектор, який вiдповiдає мiнiмальному
власному числу λ0 матрицi (W y

k )
TW y

k , де

W y
k =


y0 w00 w10 ... wk−1,0

y1 w01 w11 ... wk−1,1

. . . . .

. . . . .

. . . . .
yn w0n w1n ... wk−1,n

 .

Тодi
ā0 = −b1/b0, ā1 = −b2/b0, ..., āk−1 = −bk/b0.

У випадку, коли wk−1,i = xk−1,i = 1, i = 0, 1, ..., n (регресiя (1) з вiльним
членом), доцiльно перейти до центрованих рядiв, тобто замiсть матрицiW y

k
розглядати матрицю

Ẁ y
k =


ỳ0 ẁ00 ẁ10 ... ẁk−2,0

ỳ1 ẁ01 ẁ11 ... ẁk−2,1

. . . . .

. . . . .

. . . . .
ỳn ẁ0n ẁ1n ... ẁk−2,n

 ,

де

ỳi = yi − ȳ, ȳ =
1

n+ 1

n∑
i=0

yi, ẁli = wli − w̄l, w̄l =
1

n+ 1

n∑
i=0

wli,

l = 0, 1, ..., k − 2, i = 0, 1, ..., n.

Позначимо (b̀0, b̀1, ..., b̀k−1)
T− власний вектор, який вiдповiдає мiнiмаль-

ному власному числу λ̀0 матрицi (Ẁ y
k )
T Ẁ y

k .
Тодi

ā0 = −b̀1/b̀0, ā1 = −b̀2/b̀0, ..., āk−2 = −b̀k−1/b̀0, (2)

āk−1 = ȳ − ā0w̄0 − ā1w̄1 − ...− āk−2w̄k−2. (3)

Оцiнка ортогональної регресiї є змiщеною, але при певних умовах слу-
шною[1].

3. Умови спiвпадання оцiнки МНК та оцiнки ортогональної
регресiї в рiвняннi з вiльним членом.

Розглянемо регресiю

yi = a0w0i + ...+ ak−2wk−2,i + ak−1 + ξi, i = 0, 1, ..., n.

Теорема 1. Оцiнкa МНК та оцiнка ортогональної регресiї параметрiв
a0, a1, ..., ak−1 спiвпадають тодi i тiльки тодi, коли виконується при-
наймнi одна з двох умов:
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1)точки (w0i, w1i, ..., wk−2,i, yi), i = 0, 1, ..., n, належать однiй гiперпло-
щинi;

або
2)
∑n

i=0 yiw0i = (n+1)ȳw̄0,
∑n

i=0 yiw1i = (n+1)ȳw̄1, ...,
∑n

i=0 yiwk−2,i =
= (n+ 1)ȳw̄k−2 одночасно.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай оцiнки МНК та ортогональної регресiї
параметрiв a0, a1, ..., ak−1 спiвпадають.

Oцiнка МНК ǎ0, ǎ1, ..., ǎk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1 задовiльняє на-
ступну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь[1]


∑n

i=0w
2
0i ...

∑n
i=0w0iwk−2,i

∑n
i=0w0i

. ... . .

. ... . .

. ... . .∑n
i=0wk−2,iw0i ...

∑n
i=0w

2
k−2,i n+ 1

 ∗


ǎ0
.
.
.

ǎk−2

ǎk−1

 =

=



∑n
i=0 yiw0i

.

.

.∑n
i=0 yiwk−2,i∑n

i=0 yi

 . (4)

З останнього рiвняння системи (4) маємо

ǎk−1 = ȳ − ǎ0w̄0 − ...− ǎk−2w̄k−2. (5)

Пiдставляємо (5) в першi k−1 рiвняння системи (4); отримаємо систему
(k − 1)-го порядку вiдносно ǎ0, ǎ1, ..., ǎk−2 :


∑n

i=0w
2
0i − (n+ 1)w̄2

0 ...
∑n

i=0w0iwk−2,i − (n+ 1)w̄0w̄k−2

. ... .

. ... .

. ... .∑n
i=0wk−2,iw0i − (n+ 1)w̄0w̄k−2 ...

∑n
i=0w

2
k−2,i − (n+ 1)w̄2

k−2

 ∗

∗


ǎ0
.
.
.

ǎk−2

 =


∑n

i=0 yiw0i − (n+ 1)w̄0ȳ
.
.
.∑n

i=0 yiwk−2,i − (n+ 1)w̄k−2ȳ

 (6)

Згiдно (2) оцiнка ортогональної регресiї ā0, ā1, ..., āk−2 параметрiв a0, a1, ...,
ak−2 є розв’язок такої системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
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∑n

i=0 ẁ
2
0i − λ̀0 ...

∑n
i=0 ẁ0iẁk−2,i

. ... .

. ... .

. ... .∑n
i=0 ẁk−2,iẁ0i ...

∑n
i=0 ẁ

2
k−2,i − λ̀0

∗


ǎ0
.
.
.

ǎk−2

 =


∑n

i=0 ỳiẁ0i

.

.

.∑n
i=0 ỳiẁk−2,i

 .

Враховуючи
n∑
i=0

ẁl1iẁl2i =
n∑
i=0

wl1iwl2i − (n+ 1)w̄l1w̄l2 , l1, l2 = 0, 1, ..., k − 2,

маємо


∑n

i=0w
2
0i − (n+ 1)w̄2

0 − λ̀0 ...
∑n

i=0w0iwk−2,i − (n+ 1)w̄0w̄k−2

. ... .

. ... .

. ... .∑n
i=0wk−2,iw0i − (n+ 1)w̄0w̄k−2 ...

∑n
i=0w

2
k−2,i − (n+ 1)w̄2

k−2 − λ̀0

 ∗

∗


ā0
.
.
.

āk−2

 =


∑n

i=0 yiw0i − (n+ 1)w̄0ȳ
.
.
.∑n

i=0 yiwk−2,i − (n+ 1)w̄k−2ȳ

 (7)

З умови ā0 = ǎ0, ..., āk−2 = ǎk−2 та систем рiвнянь (6) та (7) отримаємо

λ̀0ā0 = 0 , ..., λ̀0āk−2 = 0,

звiдки випливає, що
λ̀0 = 0 (8)

або
ā0 = ā1 = ... = āk−2 = 0. (9)

Якщо має мiсце (8), то це означає, що стовпцi матрицi Ẁ y
k лiнiйно за-

лежнi (iнакше матриця (Ẁ y
k )
T Ẁ y

k була б достатньо визначеною i мала б
тiльки достатнi власнi значення), тобто

yi − ȳ = C0(w0i − w̄0) + ...+ Ck−2(wk−2,i − w̄k−2), i = 0, 1, ..., n,

де C0, ..., Ck−2− деякi сталi. Отже, точки (w0i, ..., wk−2,i, yi), i = 0, 1, ..., n,
належать однiй гiперплощинi

C0w0 + C1w1 + ...+ Ck−2wk−2 − y = ȳ − C0w̄0 − C0w̄0...− Ck−2w̄k−2,

так що виконується умова 1).
Припустимо, має мiсце (9). Пiдставимо (9) в систему (6), отримаємо умо-

ву 2).
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Достатнiсть. Нехай виконується умова 1). Це означає, що стовпцi матри-
цi Ẁ y

k лiнiйно залежнi, i матриця (Ẁ y
k )
T Ẁ y

k має нульове власне число. Тодi
системи (6) та (7) спiвпадуть, а значить, спiвпадуть i їх розв’язки:

ā0 = ǎ0 , ..., āk−2 = ǎk−2. (10)

З (3) та (9) ураховуючи (10) отримаємо āk−1 = ǎk−1, тобто оцiнки МНК та
ортогональної регресiї параметрiв a0, a1, ..., ak−1 в цьому випадку спiвпа-
дуть.

Далi, припустимо виконується умова 2). Це означає, що системи рiвнянь
(6) та (7) перетворюються на однорiднi, тобто вони мають тiльки нульовий
розв’язок. Отже,

ā0 = ǎ0 = 0, ..., āk−2 = ǎk−2 = 0. (11)

З (3) та (9) ураховуючи (11) отримаємо āk−1 = ȳ та ǎk−1 = ȳ вiдповiдно,
тобто

āk−1 = ǎk−1.

Таким чином, оцiнки МНК та ортогональної регресiї параметрiв a0, a1, ...,
ak−1 i в цьому випадку спiвпадають.

Теорему доведено.

Висновки
В роботi доведено теорему, яка дає необхiднi та достатнi умови спiвпадання
оцiнки МНК та оцiнки ортогональної регресiї невiдомих параметрiв лiнiй-
ної регресiйної моделi з вiльним членом. Умови накладено на зв’язок мiж
залежними та незалежними змiнними. Завдяки цiй теоремi в деяких ви-
падках можна замiсть оцiнки ортогональної регресiї шукати оцiнку МНК
навiть тодi, коли незалежнi змiннi вимiрюються з похибками. Знайти оцiн-
ку МНК набагато легше.
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