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НЕСТИСЛОЇ РIДИНИ

А. С. Марцафей

Резюме. Побудовано ефективний обчислювальний ДС-алгоритм
для початково крайової задачi для системи рiвнянь Нав’є-Стокса.
Встановлено його консервативнiсь. За допомогою методу першо-
го диференцiального наближення дослiджено дисперсiйнiсть та
дисипативнiсть алгоритму.

Вступ

Серед методiв вивчення фiзичних, економiчних та соцiальних процесiв
математичне моделювання займає одне з провiдних мiсць. Математичнi мо-
делi в основному базуються на системах лiнiйних або нелiнiйних рiвнянь в
частинних похiдних. Зокрема динамiку в’язкої рiдини та газiв моделює си-
стема рiвнянь Нав’є-Стокса. Ця система описує основнi закони збереження
руху в’язкої рiдини або газiв. Дослiдженню цих моделей присвячено бага-
то робiт видатних вчених: О. О. Ладиженської, Г. I. Марчука, Р. Темама,
Ж.-Л. Лионса, М. М. Яненка та їх учнiв [1–3]. Проте багато питань все ж
залишилися вiдкритими. Це як питання iснування та єдностi розв’язку, так
i питання побудови ефективних методiв знаходження розв’язку. Серед чи-
сельних методiв, якi використовуються для розв’язування практичних за-
дач основними є скiнченно-рiзницевi алгоритми або методи скiнченних еле-
ментiв. Одним iз перспективних скiнченно-рiзницевих методiв для таких
задач є двокроково-симетризований алгоритм (ДС-алгоритм) [4]. В роботi
[5] запропоновано версiю ДС-алгоритму для системи рiвнянь Нав’є-Стокса,
записану у недивегентнiй формi, але не наведено теоретичного дослiдже-
ння цього алгоритму. Дана робота присвячена модифiкацiї ДС-алгоритму
для дивергентної форми цiєї ж системи, обґрунтуванню адекватностi чи-
сельного алгоритму диференцiальнiй моделi iзотермiчних потокiв нести-
слої рiдини (консервативнiсть алгоритму) та визначенню низки таких об-
числювальних характеристик рiзницевих схем як асимптотична збiжнiсть
(апроксимацiя), збiжнiсть на грубих сiтках (перше диференцiальне набли-
ження), дисперсiйнiсть та дисипативнiсть алгоритму.

Алгоритм Розв’язку

В областi G = {Ω× (0 < t < T )}, Ω = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} роз-
глядається система рiвнянь Нав’є-Стокса, яка описує модель руху в’язкої
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нестислої рiдини
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де u, v — проекцiї вектора швидкостi, P — тиск, ρ — щiльнiсть, υ — в’яз-
кiсть.

Рiвняння нерозривностi (3) замiнюємо еквiвалентним йому рiвнянням
Пуассона для тиску
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де D ≡ ∂u
∂x + ∂v

∂y = 0.
В областi Ω введено рiвномiрну сiтку: ωτh = {x1,i, x2,j , tn : x1,i = ih1,

x2,j = jh2, tn = nτ ; i = 1,m1, j = 1,m2, hk = 1
mk
, (k = 1, 2) , τ > 0}, сiтковi

функцiї φk
ij = φ (xi, yj , tk) i оператори рiзницевих похiдних другого порядку

апроксимацiї.
Розв’язок рiзницевої задачi будуємо за двокроковою схемою. Враховую-

чи, що рiвняння нерозривностi виконується точно на часових кроках
(2n+ 1) та (2n+ 2), а на кроцi 2n його рiзницевий аналог не дорiвнює
нулю, рiвняння (4) можна апроксимувати рiзницевим рiвнянням
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Як бачимо, на кроцi (2n+ 1) права частина цього рiвняння залежить
тiльки вiд вiдомих умов u2nij та v2nij (n = 0, 1...). Отже, на кроцi (2n+ 1)
його розв’язок можна знайти з довiльною точнiстю одним iз вiдомих еко-
номiчних методiв [6].
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Перейдемо до побудови розв’язку системи рiвнянь (1), (2).
Сiткову область ωτh роздiлено на двi допомiжнi пiдобластi Ω(1,n)

τh й Ω
(2,n)
τh .

Елементами першої є точки (x1i, x2j , tn) такi, що сума iндексiв s = i+ j+n
—- парна, а iншi точки вiднесено до другої пiдобластi. За часовий крок 2τ
прийнято двi складовi: непарний пiвкрок (2n+ 1) i парний (2n+ 2).

Рiвняння збереження кiлькостi руху (1) та (2) апроксимовано за прийня-
тою в ДС-алгоритмах схемою [4]:
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на кроцi (2n+ 2) в точках множини Ω
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i в точках Ω
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Оскiльки в рiвняннях значення функцiї тиску P 2n+1
ij вже визначенi з (5),

а значення u2nij , v2nij вiдомi (обчисленi при n > 0 або вiдомi при

n = 0), то очевидно, що в точках множини Ω
(1,2n+1)
τh значення u2n+1

ij та
v2n+1
ij знаходяться явно. Пiсля цього, використавши цi значення, явно зна-

йдемо i решту значень на кроцi (2n+ 1). Аналогiчно з (10), (11) та (12),
(13) знаходимо значення u2n+2

ij та v2n+2
ij .
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Обгрунтування алгоритму
Для наведеного алгоритму проведемо аналiз оцiнки головного члена по-

хибки апроксимацiї, доведемо вiдповiднiсть алгоритму протiканню фiзи-
чних законiв, якi описують рiвняння Нав’є-Стокса.

Теорема 1. Для задачi (1)–(3) ДС-алгоритм (6)–(13) має сумарну похиб-
ку апроксимацiї O

(
τ2 + h2

)
i, також, є слабко дисперсiйним та слабко

дисипативним.

Доведення. Скористаємося методом першого диференцiального наближен-
ня (ПДН). Спочатку розглянемо рiвняння (1). Складемо рiзницевi рiвнян-
ня (8) та (10) в точках множин Ω

(2,2n+1)
τh та Ω

(1,2n+2)
τh вiдповiдно, отримаємо
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(14)

Розпишемо кожен з доданкiв (14) в ряд Тейлора в точцi (i, j, 2n+ 1):
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та пiдставимо знайденi розвинення в рiвняння (14), отримаємо
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Видiлимо в отриманому виразi окремо рiвняння (1) та залишок:
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Таким чином, головний член похибки на кроцi (2n+ 1) буде мати вигляд:

R1 (u) = −τ
2
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Присутнiсть в головному членi похибки 3-х похiдних вказує на дисперсiй-
нiсть рiзницевого розв’язку, а 4-х — на дисепативнiсть. Але множники h2x
та h2y вказують, що цi характеристики мають слабкий вплив на розрахун-
ковий алгоритм. Тепер складемо рiвняння (6) та (11):
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(16)
В даному випадку розвинення в ряд Тейлора вiдбувається в два етапи.
Спочатку скористаємося розвиненням за просторовими змiнними вiдносно
точок (i, j, 2n) та (i, j, 2n+2), а потiм за часом вiдносно точки (i, j, 2n+1).
Тодi вираз
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буде головним членом похибки цiєї пари рiзницевих рiвнянь. Перейдемо
до рiвняння (2). Провiвши аналогiчнi розрахунки, отримаємо вiдповiднi
для сум (9)+(11) та (7)+(13) головнi члени похибки R1 (v) та R2 (v), якi
матимуть аналогiчний (15) та (17) вигляд та змiст. Тепер проведемо дослi-
дження впливу головних членiв похибки на розв’язок. Оскiльки ∂P

∂x та ∂P
∂y

–– вiдомi функцiї, визначенi з рiвняння (5), то систему (1)–(3) перепишемо
у виглядi:

∂u

∂t
− ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+
∂(u)2

∂x
+
∂ (uv)

∂y
= −1

ρ

∂P

∂x
≡ f1,

∂v

∂t
− ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+
∂ (uv)

∂x
+
∂(v)2

∂y
=

1

ρ

∂P

∂y
≡ f2,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

Така задача поставлена коректно i, як вiдомо [3], в двовимiрному випадку
розв’язок цiєї задачi в L2 єдиний для всiх правих частин iз L2 i початкових
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значень з деякого гiльбертового простору H. Крiм того, цей розв’язок май-
же всюди дорiвнює деякiй неперервнiй функцiї з часового вiдрiзку [0, T ] в
просторi H. Отже, доданок τ2 ∂

2f1
∂2t

в R2 (u) можна вважати похибкою об-
числення f1. Аналогiчно для f2. Доданки, якi мiстять третi просторовi по-
хiднi, вказують на можливiсть виникнення обчислювальних осциляцiй, а
вiдповiднi четвертi похiднi — на його дисипативнi властивостi. Множники
h2x та h2y при цих доданках вказують на слабку дисипативнiсть та слабку
дисперсiйнiсть. Даний алгоритм реалiзується в 2 кроки, i хоча на кожному
кроцi похибка є величиною O

(
τ + h2

)
, проте сумарна апроксимацiя для

всiх рiвнянь буде O
(
τ2 + h2

)
. �

Для того, щоб показати адекватнiсть на грубих сiтках (кроки hx, hy та
τ не прямують до нуля) рiзницевої схеми фiзичному процесу потрiбно за-
писати iнтегральний аналог диференцiального рiвняння, побудувати вiдпо-
вiдний йому аналог рiзницевого рiвняння на сiтковiй множинi та порiвняти
їх. Якщо цi вирази мають один i той же фiзичний змiст (закон збереження
або його наслiдок), то кажуть, що рiзницева схема буде консервативною.
Оскiльки для рiзницевого рiвняння Пуассона (5) його консервативнiсть до-
слiджена, наприклад в [6], то нам достатньо дослiдити консервативнiсть
ДС-алгоритмiв (6)–(13). Проiнтегрувавши рiвняння (1) та (2) по паралеле-
пiпеду зi сторонами ∆x, ∆y, а потiм за часом по промiжку ∆t, отримаємо
iнтегральний наслiдок рiвнянь кiлькостi руху (рiвняння балансу):

x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

t0+∆t∫
t0

∂u

∂t
dxdydt = −

x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

t0+∆t∫
t0

∂(u)2

∂x
dxdydt−

−
x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

t0+∆t∫
t0

∂ (uv)

∂y
dxdydt+

+ υ

x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

t0+∆t∫
t0

∂2u

∂x2
dxdydt+ υ

x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

t0+∆t∫
t0

∂2v

∂y2
dxdydt−

− 1

ρ

x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

t0+∆t∫
t0

∂P

∂x
dxdydt.

Пiсля iнтегрування маємо:

x0+∆x∫
x0

y0+∆y∫
y0

(u (x, y, t0 +∆t)− u (x, y, t0))dxdy =

= −
t0+∆t∫
t0

y0+∆y∫
y0

(
u2 (x0 +∆x, y, t)− u2 (x0, y, t)

)
dydt−
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−
t0+∆t∫
t0

x0+∆x∫
x0

(u (x, y0 +∆y, t) v (x, y0 +∆y, t)− u (x, y0, t) v (x, y0, t))dxdt+

+

t0+∆t∫
t0

y0+∆y∫
y0

(
υ
∂u (x0 +∆x, y, t)

∂x
− υ

∂u (x0, y, t)

∂x

)
dydt+

+

t0+∆t∫
t0

x0+∆x∫
x0

(
υ
∂u (x, y0 +∆y, t)

∂y
− υ

∂u (x, y0, t)

∂y

)
dxdt−

−1

ρ

t0+∆t∫
t0

y0+∆y∫
y0

(P (x0 +∆x, y, t)− P (x0, y, t))dydt. (18)

Теорема 2. Схеми ДС-алгоритму (6)–(13) є консервативними.

Доведення. Виходячи з означення консервативностi покажемо, що для на-
шого рiзницевого ДС-алгоритму виконується iнтегральнi закони збереже-
ння (наслiдок другого закону Ньютону), якi притаманнi для рiвнянь (1)
та (2). Промiжки [x0, x0 +∆x] , [y0, y0 +∆y] , [t0, t0 +∆t] розiб’ємо на M1,
M2 та N частин довжини hx, hy та τ вiдповiдно. Спочатку розглянемо рiв-
няння (1) та вiдповiднi рiзницевi рiвняння (6), (8), (10), (12). Складемо (8)
з (10) та (6) з (12):

u2n+2
ij − u2nij

2τ
= −

(
u2n+1
i+1j

)2
−
(
u2n+1
i−1j

)2
2hx

−
u2n+1
ij+1 v

2n+1
ij+1 − u2n+1

ij−1 v
2n+1
ij−1

2hy
+

+ υ
u2n+1
i−1j − 2u2n+1

ij + u2n+1
i+1j

h2x
+ υ

u2n+1
ij+1 − 2u2n+1

ij + u2n+1
ij−1

h2y
−

− 1

ρ

P 2n+1
i+1j − P 2n+1

i−1j

2hx
;

(19)

u2n+2
ij − u2nij

τ
= −

(
u2ni+1j

)2
−
(
u2ni−1j

)2
2hx

−
u2nij+1v

2n
ij+1 − u2nij−1v

2n
ij−1

2hy
−

−

(
u2n+2
i+1j

)2
−
(
u2n+2
i−1j

)2
2hx

−
u2n+2
ij+1 v

2n+2
ij+1 − u2n+2

ij−1 v
2n+2
ij−1

2hy
+

+ υ
u2ni−1j − 2u2nij + u2ni+1j

h2x
+ υ

u2nij+1 − 2u2nij + u2nij−1

h2y
+

+ υ
u2n+2
i−1j − 2u2n+2

ij + u2n+2
i+1j

h2x
+ υ

u2n+2
ij+1 − 2u2n+2

ij + u2n+2
ij−1

h2y
−

− 2

ρ

P 2n+1
i+1j − P 2n+1

i−1j

2hx
.

(20)
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Цi рiзницевi рiвняння легко привести до дивергентної форми:

u2n+2
ij − u2nij

2τ
= −

(
u2n+1
i+1j

)2
−
(
u2n+1
i−1j

)2
2hx

−
v2n+1
ij+1 u

2n+1
ij+1 − v2n+1

ij−1 u
2n+1
ij−1

2hy
−

− 1

ρ

P 2n+1
i+1j − u2n+1

i−1j

2hx
+

+
υ

hx

[
u2n+1
i+1j − u2n+1

ij

hx
−
u2n+1
ij − u2n+1

i−1j

hx

]
+

+
υ

hy

[
u2n+1
ij+1 − u2n+1

ij

hy
−
u2n+1
ij − u2n+1

ij−1

hy

]
та

u2n+2
ij − u2nij

τ
= −

(
u2ni+1j

)2
−
(
u2ni−1j

)2
2hx

−
v2nij+1u

2n
ij+1 − v2nij−1u

2n
ij−1

2hy
−

− 2

ρ

P 2n+1
i+1j − u2n+1

i−1j

2hx
+

+
υ

hx

[
u2ni+1j − u2nij

hx
−
u2nij − u2ni−1j

hx

]
+

υ

hy

[
u2nij+1 − u2nij

hy
−
u2nij − u2nij−1

hy

]
−

−

(
u2n+2
i+1j

)2
−
(
u2n+2
i−1j

)2
2hx

−
v2n+2
ij+1 u

2n+2
ij+1 − v2n+2

ij−1 u
2n+2
ij−1

2hy
+

+
υ

hx

[
u2n+2
i+1j − u2n+2

ij

hx
−
u2n+2
ij − u2n+2

i−1j

hx

]
+

+
υ

hy

[
u2n+2
ij+1 − u2n+2

ij

hy
−
u2n+2
ij − u2n+2

ij−1

hy

]
.

Помножимо їх на 2τ · 2hx · 2hy, пiдсумуємо вiд 1 до M1 − 1, M2 − 1,N − 2

по всiм iндексам i, j, n множин Ω
(1,2n+2)
τh та Ω

(2,2n+2)
τh вiдповiдно. Пiсля ско-

рочення промiжних доданкiв одержимо iнтегральнi суми, якi вiдповiдають
(18). Отже, одержана рiвнiсть виражає iнтегральний закон збереження на
сiтцi, а рiзницева схема (6), (8), (10), (12) є консервативною. Аналогiчно
встановлюється консервативнiсть рiзницевого алгоритму для рiвняння (2).
Таким чином, схеми ДС-алгоритму (6)–(13) є консервативними. �
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Висновки
1. В данiй роботi, на вiдмiну вiд [5], побудовано ДС-алгоритм моде-

лювання iзотермiчних процесiв динамiки в’язкої рiдини, записаних
у дивергентнiй формi рiвнянь Нав’є-Стокса.

2. В доведених теоремах встановлено консервативнiсть, що вказує на
вiдповiднiсть рiзницевої моделi фiзичним законам, дослiджена дис-
персiйнiсть та дисипативнiсть алгоритму.

3. Розроблений алгоритм дає можливiсть знаходити чисельнi розв’яз-
ки початково-крайової задачi, не розв’язуючи систему нелiнiйних
рiвнянь.
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