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Резюме. В роботi розглядається математична модель руху цен-
тра мас снаряда, з урахуванням дiї балiстичних та метеорологi-
чних чинникiв. Як базова використовується стандартна модель
НАТО. Для врахування сили опору повiтря використовується за-
кон 1943 року. Наведено результати чисельних розрахункiв в по-
рiвняннi з даними таблиць стрiльби.

Вступ
Для практичних застосувань необхiдно мати математичну модель руху

снаряда, за допомогою якої можна було б розрахувати траєкторiю його по-
льоту з врахуванням дiї балiстичних та метеорологiчних чинникiв. Вiдомо,
що на тiло, кинуте пiд кутом до горизонту iз заданою швидкiстю, дiють
рiзноманiтнi сили, якi змушують його вiдхилятись вiд початкової траєкто-
рiї. Дослiдження впливу сил, що дiють на снаряд в польотi, є однiєю з
головних задач зовнiшньої балiстики.

Одним iз засновникiв балiстики як науки є Леонард Ейлер. Його балiсти-
чнi дослiдження мають безпосереднє практичне значення i в даний час [1].
У роботах радянських вчених [2–5] на основi рiвнянь балiстики були сфор-
мульованi математичнi моделi польоту ракет i снарядiв. В традицiях цiєї
школи зовнiшньої балiстики найчастiше використовується так звана швид-
кiсна система координат, в якiй одна з осей спiвпадає за напрямом з векто-
ром швидкостi центра маси снаряда. Вплив зовнiшнiх факторiв, зокрема
вiтру, суттєво впливає на траєкторiю лiтального апарата. При чому на па-
сивнiй та активнiй дiлянках траєкторiї цей вплив суттєво вiдрiзняється.
Модель руху лiтальних апаратiв у збуреному середовищi розглядається в
роботi [6]. В роботi [7] запропоновано математичну модель руху лiтальних
апаратiв, яка дозволяє дослiджувати вплив режимiв роботи реактивного
двигуна на такi параметри, як дальнiсть, час у польотi, точнiсть доставки
в задану точку та iн. Також, розглянуто вплив температури реактивного
заряду на одиничний iмпульс тяги i час роботи двигуна. Розроблено мето-
дику врахування впливу вiтру на активнiй i пасивнiй дiлянках траєкторiї
для лiтальних апаратiв, якi стабiлiзуються рiзними способами.

В країнах НАТО створено стандарт для математичної моделi (в пра-
востороннiй декартовiй прив’язанiй до Землi системi координат), за якою
здiйснюються балiстичнi розрахунки [8].

87



О. Б. СТЕЛЯ, Л. I. ПОТАПЕНКО, I. П. СIРЕНКО

Загальна постановка задачi зовнiшньої балiстики

При побудовi комп’ютерної моделi зовнiшньої балiстики використовува-
лась система рiвнянь, викладена в [8–10]:

dui
dt

= −Ji +
πρ d2fL

8m

[
CL0 + CLα3α

2
e

]
v2αei+

+
πρ d3QMpCmag−f

8m
(−→αe ×−→v )i + Λi − gi, i = 1, 3, (1)

де Ji — компоненти ”вектора прискорення опору повiтря”,
ui — компоненти вектора швидкостi польоту снаряда, wi — компоненти
вектора швидкостi вiтру, v⃗ — вектор швидкостi снаряда по вiдношенню до
повiтря,

vi = ui − wi, i = 1, 3,

v =
√
v21 + v22 + v23,

(−→αe ×−→v ) =

 αe2v3 − αe3v2
αe3v1 − αe1v3
αe1v2 − αe2v1

 .

Перший та другий члени правої частини рiвняння (1) — це внесок сил опору
повiтря та пiдйомної силою. Третiй член — сили Магнуса. Λi — компоненти
вектора, обумовленого силою Кориолiса

Λ⃗ =

 −2Ω[sin(lat)u3 + cos(lat) sin(AZ)u2]

2Ω[cos(lat) sin(AZ)u1 + cos(lat) cos(AZ)u3]

−2Ω[cos(lat) cos(AZ)u2 − sin(AZ)u1]

 ,

Ω = 7.29211510−5 рад/c — швидкiсть обертання Землi, lat — широта мiсця-
положення гармати, AZ — азимут напрямку пострiла. g⃗ — вектор гравiта-
цiйного прискорення

g⃗ =


g0
X1

R

g0

(
1− 2X2

R

)
g0
X3

R

 , g0 = 9.80665(1− cos(lat)) м/c2,

де X1, X2, X3 — координати снаряда, R = 6356.766 м — радiус Землi. α⃗e —
вектор деривацiї

α⃗e =


A(v2

du3
dt − v3

du2
dt )

A(v3
du1
dt − v1

du3
dt )

A(v1
du2
dt − v2

du1
dt )

 , A = − 8Ixp

πρd3(CMα + CMα3α
2
e)v

4
,
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де CD0 , CDα2 — нульовий та квадратичний коефiцiєнти лобового опору,
CL0 , CLα3 — коефiцiєнти пiдйомної сили, QD — фактор вiдхилення лобо-
вого опору, fL — фактор пiдйомної сили, p — вiсьова швидкiсть обертання
снаряда.

Координати снаряда та вiсьова швидкiсть його обертання задовольняють
таким рiвнянням

dXi

dt
= ui, i = 1, 3, (2)

dp

dt
=
πρd4pvCspin

8Ix
, (3)

де Cspin — коефiцiєнт сповiльнення обертання, Ix — вiсьовий момент iнерцiї
снаряда.

Окрiм форми запису моделi (1)–(3), рiвняння зовнiшньої балiстики мо-
жуть бути записанi в iншому виглядi [2, 3]. Основна вiдмiннiсть форм за-
пису полягає в тому, що шуканими функцiями, наприклад, у випадку двох
змiнних є модуль швидкостi U та кут θ мiж напрямком швидкостi та вiссю
OX1, а координати снаряда обчислюються через них. Вважаючи, що на
тiло дiють тiльки двi сили (сила опору повiтря та гравiтацiйна сила) та за
вiдсутнiстю вiтру, система рiвнянь записується у виглядi:

dU

dt
= −J − g0 sin θ, (4)

dθ

dt
= −g0 cos θ

U
, (5)

де J — модуль ”вектора прискорення опору повiтря”.
Слiд зазначити, що система (4)–(5) еквiвалентна системi (1), записаної

для двох змiнних у випадку вiдсутностi дiї пiдйомної сили, сил Магнуса,
Корiолiса та вiдсутностi вiтру. В цьому випадку система рiвнянь (1) в ве-
кторному виглядi може бути записана

d
−→
U

dt
= −−→

J −−→g . (6)

Вважаючи, що напрямок сили опору повiтря протилежний напрямку ру-
ху тiла, одержуємо:

−→
J = (J cos θ, J sin θ), −→u = (U cos θ, U sin θ), −→g = (0, g0).

Використовуючи комплексний запис векторiв
−→
J , −→u , −→g , одержуємо

−→
J = Jeiθ, −→u = Ueiθ, −→g = ig0, (7)

де i — уявна одиниця.
Пiдставляючи (7) в (6), одержуємо

d(Ueiθ)

dt
= −Jeiθ − ig0. (8)

Пiсля диференцiювання у (8)
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eiθ
dU

dt
+ iUeiθ

dθ

dt
= −Jeiθ − ig0.

Далi одержуємо

dU

dt
+ iU

dθ

dt
= −J − g0 sin θ + ig0 cos θ. (9)

Прирiвнюючи дiйснi та уявнi частини (9), одержуємо (4)–(5).

Закон сили опору повiтря

Визначення функцiї опору повiтря для тiл рiзної форми є ключовим пи-
танням в балiстичних дослiдженнях. В данiй роботi для врахування цiєї
сили використовувався емпiричний закон, який отримав назву закон 1943
року [3,11,12]. Розрахунки бiльшостi таблиць для практичної стрiльби здiй-
сненi на основi цього закону. У зв’язку з цим та згiдно з [11] будемо вико-
ристовувати вираз

J = cHτ (y)F (V ),

де y — висота над площиною стрiльби, V — швидкiсть снаряда для нор-
мальних артилерiйських умов, c — балiстичний коефiцiент, який задається
так

c =
id2 · 103

m

ρ0
ρ0H

,

де i — коефiцiєинт форми снаряда, ρ0 — густина повiтря на поверхнi Землi
в точцi пострiлу, ρ0H — густина повiтря на поверхнi Землi в точцi пострiлу
для нормальних артилерiйських умов. Функцiя

F (V) =
π

8
ρ0H · 10−3 · V 2Cx(M) = 4.74 · 10−4 V 2Cx(M)

називається закон опору повiтря, хоча iнодi так називають також зале-
жнiсть Cx(M). Тут M = V/a — число Маха, a — швидкiсть звуку.

Вираз

Hτ (y) =
ρ

ρ0
= H(y)

τ

τ0

характеризує залежнiсть опору повiтря вiд висоти, тут ρ — густина повi-
тря, τ — ”вiртуальна” температура, що враховує вологiсть повiтря, τ0 —
”вiртуальна” температура на поверхнi Землi в точцi пострiлу.

За [11] задамо

τ

τ0
≈ τ

τ0H
=


1− 2.19 · 10−5y, y ≤ 9300,

0.796− 2.19 · 10−5(y − 9.3 · 103)×
×
[
1− 1.85 · 10−4(y − 9.3 · 103)

]
, 9300 < y ≤ 12000,

0.767 = const, 12000 < y
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та залежнiсть

H(y) =



(1− 0.0219 · 10−3y)4.4, y ≤ 9300,

0.367

1− 0.0275 · 10−3(y − 9.3 · 103) [1− 0.185 · 10−3(y − 9.3 · 103)]
×

× exp

[
−2.12(0.194− arctg

12 · 103 − y

1.375 · 104
)

]
, 9300 < y ≤ 12000,

0.253 · exp
[
−1.542 · 10−4 · (y − 12 · 103)

]
, 12000 < y.

Для iнтерполяцiї заданого в табличному виглядi коефiцiєнту опору по-
вiтря 1943 року Cx(M) використовується параболiчний iнтерполяцiйний
сплайн [13]. Перевагою такого способа iнтерполяцiї є представлення табли-
чних даних у виглядi кусково-квадратичної функцiї неперервної разом зi
своєю першою похiдною. Обраний сплайн не вимагає задання додаткових
умов на вихiднi данi i дає можливiсть визначати значення опору повiтря
в залежностi вiд числа Маха для всього вiдрiзка iнтерполяцiї. На рис. 1
наведено графiк експериментальних та iнтерпольованих даних вiдповiдно
до закону 1943 року.

Рис. 1. Iнтерполяцiя коефiцiєнту опору повiтря закону
1943 р. за допомогою сплайну (1 — значення сплайну,
2 — експериментальнi данi)

В реалiзованiй моделi для J1, J2, J3 використовуються такi вирази

J1 = J cos θ cosϕ, J2 = J sin θ cosϕ, J3 = J sinϕ,

де ϕ — кут мiж напрямом вектора швидкостi снаряда та вiссю OX1.
Таким чином, з еквiвалентностi постановок задач (1)–(3) та (4)–(5) ви-

пливає, що в моделi (1)–(3) можемо використовувати закон 1943 року з
покомпонентним представленням ”прискорення опору повiтря”.
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Алгоритм розв’язання задачi та результати чисельних
експериментiв

Для розв’язування системи звичайних диференцiальних рiвнянь викори-
стовується чисельний метод Кутта-Мерсона 5-го порядка [14]. Перевагою
цього метода над ”стандартним” методом Рунге-Кутта 4-го порядка є мо-
жливiсть оцiнювати похибку на кожному кроцi розрахункiв. Це дозволяє
визначати необхiдний крок дискретизацiї для серiй розрахункiв.

При проведеннi чисельних розрахункiв нам необхiдно знаходити такий
кут прицiлювання θ0 при якому мiсце падiння снаряда буде на вiдстанi
X1(T ) вiд точки стрiльби при висотi мiсцезнаходження цiлi X2(T ) над пло-
щиною стрiльби. При цьому час польота снаряда T є також невiдомою
величиною.

Розв’язання загальної задачi здiйснюється за допомогою метода стрiльби
[15,16].

Для перевiрки практичної придатностi моделi було проведено серiю роз-
рахункiв з метою дослiдження впливу опору повiтря на рух снаряда для
рiзних дальностей i висот цiлей.

Результати розрахункiв порiвнювались з таблицями стрiльби [17]. В та-
блицi 1 наведено результати розрахункiв (стовпцi 3 та 5 таблицi) для рiзної
дальностi та данi таблиць стрiльби. Траєкторiї снаряда одержанi шляхом
моделювання наведенi на рис. 2.

Рис. 2. Траєкторiї польоту снаряда для рiзних висот
мiсцезнаходження цiлi (0 — 0 м, 1, — 100 м, 2 — 200 м,
3 — 300 м)
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Таблиця 1. Данi таблиць стрiльби та результати чисельних розрахункiв
Дальнiсть,
м

Кут кида-
ння, тис.

Кут обчисле-
ний, тис.

Час польо-
ту, сек

Час обчисле-
ний, сек

1 2 3 4 5
5200 219 219.5 17 16.8
5400 231 231 18 17.6
5600 242 242.6 18 18.4
5800 254 254.4 19 19.2
6000 266 266.6 20 20
6200 279 279.1 21 20.9
6400 291 291.9 22 21.7
6600 305 305 22 22.6
6800 318 318.4 23 23.5
7000 332 332.3 24 24.4
7200 346 346.6 25 25.4
7400 361 361.4 26 26.4
7600 376 376.7 27 27.3
7800 392 392.7 28 28.4
8000 409 409.3 29 29.4
8200 426 426.8 30 30.6
8400 444 445 32 31.7
8600 463 464.5 33 32.9
8800 483 485 34 34
9000 504 507 35 35.5
9200 528 530.5 36 36.9
9400 555 556 38 38.5
9600 586 585.2 40 40.2
9800 624 624.2 42 42.4

Висновки

Результати моделювання за створеним програмним забезпеченням по-
казали хорошу узгодженнiсть модельних розрахункiв з даними таблиць
стрiльби. Це дає можливiсть за допомогою математичної моделi зовнiшньої
балiстика дослiджувати, як дiю окремих, так i сумарну силу, що впливають
на рух снаряда.
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