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ПРО IНТЕРПРЕТАЦIЮ ДАНИХ СПОСТЕРЕЖЕНЬ
ТОЧКОВИХ ДЖЕРЕЛ НА ФОНI РОЗПОДIЛЕНОГО
ДЖЕРЕЛА ЗА ДАНИМИ СКIНЧЕННОЇ МНОЖИНИ

ДАТЧИКIВ

В. С. Касьянюк

Резюме. В роботi розглянуто задачу визначення кiлькостi i ко-
ординат мерехтливих точкових джерел на фонi розподiленого
джерела (фон також визначається) за даними скiнченної мно-
жини датчикiв (рецепторiв). Вважається, що данi спостережень
вiдомi з випадковими похибками. Для вирiшення задачi застосо-
вано алгоритми багатоканальної просторово-часової обробки та
методи парето-оптимального оцiнювання. Будуються оцiнки роз-
подiленого джерела з одночасно незменшуваними рiвнем шумо-
вого фону (дисперсiєю) та величиною операторної нев’язки, по-
родженої неповнотою даних.

Вступ
Широкий клас задач обробки i iнтерпретацiї вимiрювань i спостережень

в гiдро- i радiолокацiї, медичнiй дiагностицi, геомагнiтнiй i гравiтацiйнiй
розвiдцi корисних копалин, ядернiй фiзицi та iн. зводиться до задачi спо-
стереження (вимiрювання) поля (або процесу) u(x) за допомогою скiнчен-
ного числа датчикiв (рецепторiв) з вiдомими характеристиками напрям-
леностi gk(x). Результати вимiрювань зв’язанi iз спостережуваним полем
через спiввiдношення

yk =

∫
D

gk(x)u(x)dx+ νk, k = 1, ...,M, (1)

D ⊂ Rn, νk, k = 1, ...,M — похибки вимiрювань.
Задача iнтерпретацiї даних спостережень полягає в тому, щоб за даними

yk, gk(x) i iнформацiєю про похибки νk оцiнити або саме поле u(x), або
результат вимiрювання поля u(x) деяким приладом iз заданими характе-
ристиками. В математичному планi (1) є системою iнтегральних рiвнянь
Фредгольма 1 роду спецiального вигляду з випадковими похибками в пра-
вих частинах. Такого роду задачi належать до класу некоректних, i пiдхiд
до їх вирiшення в значнiй мiрi залежить вiд вибору апрiорної iнформацiї
про розв’язок. Наприклад, методи регуляризацiї А. Н. Тихонова [1] , як
правило, виходять iз припущення належностi шуканого розв’язку до ком-
пакту, методи редукцiї Ю. П. Питьєва [2] виходять з фiзичности задачi i
оцiнюють не сам спостережуваний об’єкт, а результат його вимiрювання
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деяким приладом (можливо, гiпотетичним) iз заданими характеристиками
(редукцiя вимiрювань до виходу заданого приладу).

В данiй роботi розглядається випадок, коли спостережуване поле має
певну структуру: на фонi розподiленого в областi D джерела спостерiгає-
ться скiнченна множина мерехтливих точкових джерел. Такi задачi поши-
ренi в радiолокацiї, радiоастрономiї, геомагнiтнiй та радiацiйнiй розвiдцi
та iнших прикладних областях. В роботi запропоновано алгоритми визна-
чення кiлькостi i координат точкових джерел з наступним оцiнюванням
розподiленого джерела при умовi одночасної мiнiмiзацiї за Парето шумо-
вого фону шуканої оцiнки i її операторної нев’язки, породженої неповнотою
даних iнтерпретацiї.

1. Постановка задачi

Розглядається поле , породжене розподiленим в областiD джерелом u(x)
i N точковими джерелами з координатами xj i амплiтудами Aj , j = 1, ..., N

ũ(x) = u(x) +
N∑
j=1

Ajδ(x− xj), (2)

δ(x) — аналог δ– функцiї Дiрака для областi D, що задовольняє рiвностi∫
D

r(x)δ(x− ξ)dx = r(ξ), ξ ∈ D для будь-якої неперервної в D функцiї r(x).

Поле ũ(x) спостерiгається M рецепторами з характеристиками напрямле-
ностi gk(x), k = 1, ...,M протягом Q тактiв, фiксуючи Q кадрiв таким
чином, що gk(xj) в цих кадрах залишаються незмiнними, а Aj(q) i νk(q)
змiнюються випадковим чином

uk(q) =
∫
D

gk(x)u(x)dx+
N∑
j=1

Aj(q)gk(xj) + νk(q),

k = 1, ...,M, q = 1, ..., Q

(3)

(багатоканальна просторово-часова обробка даних). Тут всi функцiї i вели-
чини комплекснозначнi, Aj(q) i νk(q) — випадковi; вважається, що амплiту-
днi i шумовi спотворення некорельованi мiж собою, стосовно випадкового
вектора похибок вимiрювань ν(q) = (ν1(q), ..., νM (q))T вiдомо, що його сере-
днє дорiвнює нулю, а кореляцiйна матриця Rν(q) невироджена, є ермiтовою
i додатньо визначеною.

Задача iнтерпретацiї даних спостережень (3) полягає в наступному: за
даними uk(q), gk(x), Rν , k = 1, ...,M, q = 1, ..., Q потрiбно визначити ве-
личину N , координати xj , j = 1, ..., N i фонове джерело u(x), x ∈ D у
припущеннi, що характеристики gk(x), k = 1, ...,M стабiльнi.

2. Методи iнтерпретацiї даних спостережень точкових джерел
на фонi розподiленого джерела

Розглянемо спочатку задачу пошуку величин N i xj , j = 1, ..., N . Для
цього проведемо такi перетворення: вiднiмемо вiд кожної з рiвностей (3)
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для q = 2, 3, ..., Q рiвнiсть

uk(1) =

∫
D

gk(x)u(x)dx+

N∑
j=1

Aj(1)gk(xj) + νk(1).

Отримаємо

uk(q)− uk(1) =
N∑
j=1

(Aj(q)−Aj(1))gk(xj)+

+(νk(q)− νk(1)), k = 1, ...,M, q = 2, ..., Q.

(4)

Введемо позначення

v(q) = ((u1(q)− u1(1)), ..., (uM (q)− uM (1)))T ,

Bj(q) = Aj(q)−Aj(1), j = 1, ..., N,

µ(q) = ((ν1(q)− ν1(1)), ..., (νM (q)− νM (1)))T

i перепишемо (4) у виглядi

vk(q) =

N∑
j=1

Bj(q)gk(xj) + µk(q), q = 2, ..., Q. (5)

Скориставшись iдеєю роботи [3], побудуємо вектор a = (a1, ..., aM ) ̸= 0,
ортогональний кожному з векторiв v(q)− µ(q), q = 2, ..., Q

M∑
k=1

ak(vk(q)− µk(q)) = 0, q = 2, ..., Q. (6)

Методи обчислення вектора a розглянемо нижче, а зараз будемо вважати,
що такий вектор знайдений . Тодi з (5) маємо

N∑
j=1

Bj(q)
M∑
k=1

akgk(xj) = 0, q = 2, ..., Q. (7)

Рiвнiсть (7) при випадкових Bj(q) можлива лише в тому випадку, коли
M∑
k=1

akgk(xj) = 0, j = 1, ..., N,

тобто якщо координати точкових джерел є нулями узагальненого много-
члена

F (x) =

M∑
k=1

akgk(x) (8)

з коефiцiєнтами, що задовольняють рiвнiсть (6).
Для знаходження вектора a = (a1, ..., aM ) покладемо aM = −1 i перепи-

шемо (6) у виглядi
M−1∑
k=1

(vk(q)− µk(q))ak = vM (q)− µM (q), q = 2, ..., Q. (9)
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Якщо через W позначити матрицю

W =

 v1(2)− µ1(2) ... vM−1(2)− µM−1(2)
... ... ...

v1(Q)− µ1(Q) ... vM−1(Q)− µM−1(Q)

 ,

через ã — вектор коефiцiєнтiв ã = (a1, ..., aM−1), через w вектор
((vM (2) − µM (2), ..., vM (Q) − µM (Q))T , то систему (9) можна переписати
в матричнiй формi

WãT = w, (10)
i її розв’язок [4] має вигляд

ãT =W−w = lim
α→0

W ∗(WW ∗ + αE)−1w,

W−— матриця, псевдообернена до W , E — одинична матриця, ∗ — символ
транспозицiї i комплексного спряження. Параметр α може бути узгоджений
з похибкою вимiрювань, i тодi граничний перехiд не потрiбний, а ã набуде
вигляду ãT =W ∗(WW ∗ +αE)−1w, де α може бути знайдений, наприклад,
за принципом узагальненої нев’язки [1].

Позначивши через g̃(x) вектор g̃(x) = (g1(x), ..., gM−1(x))
T , з (8) отрима-

ємо рiвняння для знаходження координат точкових джерел у виглядi

g̃T (x)W ∗(WW ∗ + αE)−1w + gM (x) = 0.

Маючи величини N i xj , j = 1, ..., N , iз системи (4) можна оцiнити амплi-
туди точкових джерел — величини Aj(q), j = 1, ..., N, q = 1, ..., Q.

Зауваження 1. Оскiльки при розв’язуваннi реальних задач результати
вимiрювань в «чистому виглядi», як правило, невiдомi, то задача знахо-
дження вектора ã iз системи (10) перетворюється на задачу знаходження
вектора ã iз системи V ãT = v, V — матриця вигляду V = (vqk)

Q,M−1
q=2, k=1,

vqk = vk(q), k = 1, ...,M − 1, q = 2, ..., Q, розв’язання якої має сенс ли-
ше у випадку, якщо похибки µ(q) малi. В протилежному випадку треба
враховувати вплив шумової компоненти у виглядi додаткової iнформацiї в
постановцi задачi для знаходження вектора a.

Так, з урахуванням статистичної iнформацiї про похибки вимiрювань
µk(q), k = 1, ...,M, q = 2, ..., Q у виглядi M(µ(q)) = 0, M∥µ(q)∥2 = Rµ(q),
Rµ(q) = Rµ, detRµ ̸= 0 задача для знаходження вектора a = (a1, ..., aM )
може бути сформульована у виглядi такої задачi умовного екстремуму

hµ(a) =M∥aµ(q)∥2 → min
a

av(q) = 0
aH∗ +Ha∗ − 2 = 0, q = 2, ..., Q,

,

hµ(a) — дисперсiя шумової складової в (6), H — деякий нетривiальний
M–вимiрний вектор H = (H1, ...,HM ), або

aRµa
∗ → min

a

aU = 0
aH∗ +Ha∗ − 2 = 0

, (11)

126



ПРО IНТЕРПРЕТАЦIЮ ДАНИХ СПОСТЕРЕЖЕНЬ...

U — матриця вигляду

U =

 v1(2) ... v1(Q)
... ... ...

vM (2) ... vM (Q)

 .

Умова належностi вектора a до деякої гiперплощини A = {a ∈ CM :
aH∗ + Ha∗ = 2} виключає тривiальний розв’язок рiвняння aU = 0 i є,
фактично, умовою регуляризацiї задачi (11). Зауважимо, що умова регу-
ляризацiї може бути iншою, наприклад, a може належати квадратичнiй
поверхнi вигляду A = {a ∈ CM : aPa∗ = 1}, P деяка додатньо визначена
ермiтова матриця, яка характеризує квадратичну поверхню [3].

Функцiя Лагранжа для задачi (11) має вигляд

L(a, α, β) = aRµa
∗ + α(aH∗ +Ha∗ − 2) + aUβ,

де β = (β2, ..., βq)
T . Стацiонарнi точки градiєнта функцiї Лагранжа одно-

значно визначають її точку мiнiмуму у виглядi

a =
2HR−1

µ + 2HR−1
µ U(U∗R−1

µ U)−1U∗R−1

HR−1
µ H∗ +HR−1

µ U(U∗R−1U)−1U∗R−1H∗ (12)

i, вiдповiдно, многочлен, нулi якого є координатами точкових джерел, при-
ймає вигляд (8) з a, визначеним згiдно (12).

Якщо U квадратна невироджена матриця, то

a = 2(HR−1
µ H∗)−1HR−1

µ .

3. Парето-оптимальне оцiнювання розподiленого джерела
Тепер перейдемо до вирiшення задачi оцiнювання розподiленого джерела

u(x) (див. (2)). Введемо позначення
N∑
j=1

Aj(q)gk(xj) = γk(q) i
N∑
j=1

Ajgk(xj) = γk,

k = 1, ...,M, q = 1, ..., Q.

Тодi з (3) маємо

uk(q) =

∫
D

gk(x)u(x)dx+ γk(q) + νk(q),

k = 1, ...,M, q = 1, ..., Q,

або
z(q) =

∫
D

gk(x)u(x)dx+ γ(q) + ν(q), (13)

z(q) = (u1(q), ..., uM (q))T , γ(q) = (γ1(q), ..., γM (q))T ,
ν(q) = (ν1(q), ..., νM (q))T .

Якщо врахувати, що

γ(q) = γ◦ + ω(q), γ◦ =M(γ(q)), M(ω(q)) = 0,
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M(ω(q)ω∗(q)) = Rω(q) = Rω, detRω ̸= 0,

то з (13) маємо

z(q)− γ̂◦ =

∫
D

gk(x)u(x)dx+ ω(q) + ν(q),

γ̂◦ =

N∑
j=1

Â◦
jg(xj), ω(q) =

N∑
j=1

ηj(q)g(xj), Aj = A◦
j + ηj ,

Aj(q) = A◦
j + ηj(q), j = 1, ..., N, Â◦

j =
1

Q

Q∑
q=1

Aj(q),

M(Aj) = A◦
j , M(ηj) = 0, j = 1, ..., N, q = 1, ..., Q,

або, позначивши через y(q) = z(q)− γ̂◦,

y(q) =

∫
D

gk(x)u(x)dx+ ω(q) + ν(q), q = 1, ..., Q. (14)

Отже, для знаходження невiдомого поля u(x) достатньо оцiнити u(x) з (14)
при будь-якому фiксованому q. Перепишемо (14) в операторнiй формi

y = Gu+ ω + ν, (15)

де
y = y(q), ω = ω(q), ν = ν(q),

M(ν(q)) = 0, M(ω(q)) = 0, M(ν(q)ν∗(q)) = Rν ,

M(ν(q) ω∗(q)) = 0, M(ω(q)ω∗(q)) = Rω, q— фiксовано,

detRν ̸= 0, detRω ̸= 0, G =

∫
D

g(x) · dx, u(x) ∈ L2[D].

Задача полягає в оцiнцi невiдомого поля u(x) за даними y, спотвореними
випадковими похибками ω+ν. Для її розв’язання розглянемо задачу оцiнки
виходу u(x) з приладу Πλ

x вигляду

Πλ
xu =

∫
D

π(ξ, x, λ)u(ξ)dξ, λ > 0, (16)

визначивши для будь-якої точки x ∈ intD дiйсну невiд’ємну функцiю

π(ξ, x, λ) =

{
τ(ξ), якщо∥ξ − x∥ < λ, {∥ξ − x∥ < λ} ⊂ D
0 в iнших точках ξ ∈ D

,

неперервну по ξ ∈ D, i таку, що∫
D

π(ξ, x, λ)dξ =

∫
∥ξ−x∥<λ

τ(ξ)dξ = 1.
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Будемо шукати оцiнку Π̂λ
xu у виглядi ˆΠλ

xu = By, де вектор B = (b1, ..., bm) ∈
CM є розв’язком двокритерiальної задачi мiнiмiзацiї{

φ(B) = ∥BG−Πλ
x∥2 → min

B

h(B) =M∥Bν∥2 +M∥Bω∥2 → min
B

, (17)

φ(B) — операторна нев’язка оцiнки Π̂λ
xu, що характеризує її зсув,

h(B) — рiвень шумового фону (дисперсiя) оцiнки ˆΠλ
xu. Задача мiнiмiзацiї

(17) природним чином випливає з перетворення рiвняння (15) до вигляду

By = Πλ
xu+ (BG−Πλ

x)u+Bω +Bν,

де другий доданок є зсувом оцiнки Π̂λ
xu = By, а B(ω + ν) — її шумовим

фоном. В ходi розв’язання задачi (17) в сенсi оптимiзацiї за Парето [5]
отримуємо множину векторiв B у виглядi

B = Πλ
xG

∗(GG∗ + α(Rν +Rω))
−1, 0 < α <∞,

звiдки шуканi парето-оптимальнi оцiнки мають вигляд

Π̂λ
xu = Πλ

xG
∗(GG∗ + α(Rν +Rω)

−1)y, 0 < α <∞, (18)

G∗ — оператор, спряжений до G, G∗ = g∗(x). Оцiнки (18) мають одночасно
незменшуванi операторну нев’язку

φ(α) = trΠ
λ
xG

∗((GG∗ + α(Rν +Rω))
−1GG∗(GG∗ + α(Rν +Rω))

−1−
−2 (GG∗ + α(Rν +Rω))

−1)(Πλ
xG

∗)∗,

яка монотонно зростає з ростом α, i рiвень шумового фону

h(α) = trΠ
λ
xG

∗(GG∗ + α(Rν +Rω))
−1(Rν +Rω)×

×(GG∗ + α(Rν +Rω))
−1(Πλ

xG
∗)∗,

який монотонно спадає з ростом α, для h
′
(α) i φ′

(α) виконується ”закон
збереження”

αh
′
(α) + φ

′
(α) = 0. (19)

З (19) випливає, що зменшення рiвня шумового фону оцiнки (18) приводить
до зростання величини операторної нев’язки i навпаки.

З урахуванням (16) граничним переходом при λ→ 0 отримуємо парето-
оптимальнi оцiнки фонового поля у виглядi

û(x) = g∗(x)(K + α(Rν +Rω))
−1y, 0 < α <∞,

K =
∫
D

g(x)g∗(x)dx. (20)

Аналогiчним граничним переходом можна отримати рiвень шуму i вели-
чину операторної нев’язки оцiнок (20).

Множина пар точок (h(α), φ(α)), 0 < α < ∞ задає множину Парето
задачi (17) — параметричну залежнiсть φ(h), 0 < α < ∞, i остаточний
вибiр оцiнки з множини (20) здiйснює ОПР (особа, що приймає рiшення)
на основi аналiзу цiєї залежностi.
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Висновки.
Запропонований в роботi пiдхiд вирiшує проблему оцiнювання поля, по-

родженого скiнченною множиною мерехтливих точкових джерел на фонi
розподiленого джерела за даними вимiрювань цього поля скiнченною мно-
жиною датчикiв. Будуються алгоритми знаходження кiлькостi i координат
точкових джерел, а також парето-оптимальнi оцiнки фонового джерела.
Побудованi оцiнки мають одночасно незменшуванi рiвень шумового фону
(дисперсiю) та величину операторної нев’язки, а множина Парето може
використовуватися для вибору з множини оцiнок оптимальної.
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