
Журнал обчислювальної та 2014, №3(117)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 517.9

АЛГОРИТМ РАСЩЕПЛЕНИЯ ДЛЯ ВАРИАЦИОННЫХ
НЕРАВЕНСТВ С МАКСИМАЛЬНЫМИ МОНОТОННЫМИ

ОПЕРАТОРАМИ

Н. И. Ляшко, В. В. Семенов, Л. М. Чабак

Резюме. В работе для решения вариационных неравенств с мно-
гозначными монотонными операторами, действующими в гиль-
бертовом пространстве, предложен алгоритм расщепления без
вычисления резольвент. Доказана теорема о слабой эргодической
сходимости алгоритма.
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1. Введение
Задачи ряда прикладных математических дисциплин могут быть запи-

саны в форме вариационных неравенств, численное решение которых яв-
ляется ареной интенсивных исследований [1–11]. Важное значение имеют
различные схемы расщепления, позволяющие сводить решение исходной
задачи к решению последовательности задач более простой структуры [12–
18]. Одной из актуальных проблем, связанных с необходимостью привле-
чения идей расщепления (декомпозиции), является эффективное решение
сетевых задач выделения ресурсов (Network Resource Allocation) [19].

Популярные сейчас алгоритмы расщепления для вариационных нера-
венств

найти x ∈ C : ∃u ∈
∑
i

Aix и (u, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C

используют на каждом шаге резольвенты многозначных операторов [1, 12–
19]. Явный шаг в алгоритмах цитируемых работ используется только для
однозначных операторов-слагаемых. Эти методы обладают достаточным
запасом устойчивости, однако вычисление резольвенты часто требует высо-
ких вычислительных затрат.

В алгоритмике выпуклой оптимизации для задач вида

f1 + f2 + ...+ fn → min
C

в последнее время появилась серия субградиентых алгоритмов расщепле-
ния явного характера [20, 21]. В работе [22] однин из этих алгоритмов пе-
ренесен на случай вариационных неравенств. Также в [22] (замечание 2 ци-
тируемой статьи) описан без обоснования метод, обобщающий известный в
оптимизации ”incremental subgradient method” [20]. В настоящей работе мы,
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опираясь на технику [23–27], обосновываем упомянутый явный алгоритм
расщепления для решения вариационных неравенств с многозначными мо-
нотонными операторами, действующими в гильбертовом пространстве. А
именно, доказываем теорему о слабой эргодической сходимости алгоритма.

2. Постановка задачи

Введем обозначения и сформулируем задачу. Всюду далее H — дей-
ствительное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·) и
порожденной нормой ∥·∥. Обозначим символом PK оператор метрической
проекции пространства H на замкнутое выпуклое множество K ⊆ H.

Напомним некоторые понятия [1, 2]. Пусть A : H → 2H — оператор с
графиком gr(A) = {(x, u) : y ∈ Ax}.

Определение 1. Оператор A : H → 2H называют монотонным, если для
любых (x, u), (y, v) ∈ gr(A) выполняется неравенство

(u− v, x− y) ≥ 0.

Определение 2. Оператор A : H → 2H называют сильно монотонным
с константой µ > 0, если для любых (x, u), (y, v) ∈ gr(A) выполняется
неравенство

(u− v, x− y) ≥ µ ∥x− y∥2 .

Определение 3. Оператор A : H → 2H называют максимальным моно-
тонным, если для любого монотонного оператора B : H → 2H из соотно-
шения gr(A) ⊆ gr(B) следует gr(A) = gr(B).

Пусть:
• Ai : H → 2H — монотонный оператор, i = 1, p;
• A =

∑p
i=1Ai — максимальный монотонный оператор;

• C ⊆
∩p

i=1 dom(Ai) — замкнутое выпуклое множество.
Вариационное неравенство с оператором A на множестве C формулиру-

ется следующим образом:

найти x ∈ C : ∃u ∈ Ax и (u, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Множество решений задачи (1) обозначим V I(A,C). Важным фактом о
структуре множества решений вариационного неравенства является сле-
дующая

Лемма 1. Если оператор A : H → 2H — максимальный монотонный, то

V I(A,C) = {x ∈ C : (v, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C ∀v ∈ Ay} .

В частности, множество V I(A,C) выпуклое и замкнутое.

Цель данной работы состоит в исследовании явного алгоритма расще-
пления для решения вариационного неравенства (1), обобщающего изве-
стный в выпуклой оптимизации ”incremental subgradient method” [20]. Под
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явным мы понимаем алгоритм не содержащий операций вычисления ре-
зольвент операторов Ai +NC , где NC — нормальный конус множества C в
точке-аргументе, то есть

NCx =

{
{w ∈ H : (w, y − x) ≤ 0} , x ∈ C,

∅, иначе.

3. Алгоритм расщепления
Опишем алгоритм расщепления для вариационного неравенства (1).
Зафиксируем последовательность положительных чисел (λn) удовлетво-

ряющую условиям
∞∑
n=1

λn = +∞,
∞∑
n=1

λ2n < +∞. (2)

Алгоритм 1 ([22]).
1) Задаем x1 ∈ C; n := 1.
2) Начиная с y(n,0) = xn последовательно находим элементы:

y(n,i) = PC

(
y(n,i−1) − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

3) Если y(n,i) = y(n,i−1) для всех i = 1, p, то СТОП и xn ∈ V I(A,C).
Иначе переходим на шаг 4.

4) Полагаем
xn+1 = y(n,p),

n := n+ 1, переходим на шаг 2.

Покажем, что если y(n,i) = xn для всех i = 1, p, то xn ∈ V I(A,C). Дей-
ствительно, пусть xn = y(n,1) = PC

(
xn − λnu(n,1)

)
. Тогда(

xn −
(
xn − λnu(n,1)

)
, y − xn

)
= λn

(
u(n,1), y − xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Откуда (
u(n,1), y − xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Аналогично получаем для всех i = 2, p(
u(n,i), y − xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Откуда
(un, y − xn) ≥ 0 ∀y ∈ C,

где

un =

p∑
i=1

u(n,i) ∈
p∑

i=1

Aixn = Axn.

То есть xn ∈ V I(A,C).
Далее рассматриваем ситуацию, когда алгоритм 1 порождает бесконе-

чную последовательность. Даже в случае p = 1, когда алгоритм 1 совпа-
дает с классическим ”субградиентным методом”, на таком уровне общно-
сти не приходиться ожидать сходимости последовательности (xn). Нашей
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основной целью является доказательство слабой сходимости в H последо-
вательности чезаровских средних

zn =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

.

Результаты такого типа традиционно называют теоремами чезаровской
или эргодической сходимости [23–25].

Сделаем относительно операторов Ai следующее предположение:

множества
p∪

i=1

Aiy(n,i−1) равномерно ограничены. (3)

Замечание 1. Предположение (3) — аналог использованного в [20, 21]
”subgradient boundedness assumption”.

Для доказательства сходимости алгоритма нам потребуются следующие
факты.

Лемма 2 ([2]). Пусть неотрицательные последовательности (an), (bn)
таковы, что an+1 ≤ an + bn,

∑∞
n=1 bn < +∞. Тогда существует предел

limn→∞ an ∈ R.

Лемма 3 ([25]). Пусть H — гильбертово пространство; F ⊆ H — непу-
стое множество; (xn) — последовательность элементов H и

zn =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

,

где (λn) — последовательность положительных чисел такая, что∑∞
n=1 λn = +∞. Предположим, что: 1) предел произвольной слабо схо-

дящейся подпоследовательности (znk
) лежит в F ; 2) для произвольного

y ∈ F существует limn→∞ ∥xn − y∥ ∈ R. Тогда последовательность (zn)
слабо сходится к некоторому элементу z ∈ F .

4. Основные оценки

Анализ сходимости алгоритма начнем с доказательства двух важных
оценок для последовательностй (xn) и (zn).

Лемма 4. Для порожденной алгоритмом 1 последовательности (xn) и
элемента y ∈ C выполняется неравенство

∥xn+1 − y∥2 ≤ ∥xn − y∥2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2 + 2λ2n

p∑
i=2

∥vi∥
i∑

k=1

∥∥u(n,k)∥∥ , (4)

где v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.
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Доказательство. Для y ∈ C и xn+1 имеем

∥xn+1 − y∥2 =

=
∥∥PC

(
y(n,p−1) − λnu(n,p)

)
− y
∥∥2 ≤ ∥∥y(n,p−1) − λnu(n,p) − y

∥∥2 =
=
∥∥y(n,p−1) − y

∥∥2 + λ2n
∥∥u(n,p)∥∥2 − 2λn

(
u(n,p), y(n,p−1) − y

)
.

Возьмем vp ∈ Apy. Благодаря монотонности оператора Ap, получаем(
u(n,p), y(n,p−1) − y

)
≥
(
vp, y(n,p−1) − y

)
.

Cледовательно

∥xn+1 − y∥2 ≤
∥∥y(n,p−1) − y

∥∥2 + λ2n
∥∥u(n,p)∥∥2 − 2λn

(
vp, y(n,p−1) − y

)
. (5)

Аналогично получаем неравенства∥∥y(n,i) − y
∥∥2 ≤ ∥∥y(n,i−1) − y

∥∥2 + λ2n
∥∥u(n,i)∥∥2 − 2λn

(
vi, y(n,i−1) − y

)
, (6)

где vi ∈ Aiy, i = 1, p− 1. Учитывая (6) в (5), получаем

∥xn+1 − y∥2 ≤ ∥xn − y∥2 + λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2 − 2λn

p∑
i=1

(
vi, y(n,i−1) − y

)
.

Имеем
p∑

i=1

(
vi, y(n,i−1) − y

)
= (v, xn − y) +

p∑
i=2

(
vi, y(n,i−1) − xn

)
,

где v =
∑p

i=1 vi ∈
∑p

i=1Aiy = Ay. Поскольку

∣∣(vi, y(n,i−1) − xn
)∣∣ ≤ ∥vi∥∥y(n,i−1) − xn∥ ≤ ∥vi∥λn

i∑
k=1

∥∥u(n,k)∥∥ ,
то

∥xn+1 − y∥2 ≤ ∥xn − y∥2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2 + 2λ2n

p∑
i=2

∥vi∥
i∑

k=1

∥∥u(n,k)∥∥ ,
что и требовалось доказать. �

Лемма 5. Для порожденной алгоритмом 1 последовательности (xn), по-
следовательности средних (zn) и элемента y ∈ C выполняется неравен-
ство

∥xm+1 − y∥2 − ∥x1 − y∥2∑m
n=1 λn

≤ 2 (v, y − zm)+

+

∑m
n=1 λ

2
n

∑p
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2∑m
n=1 λn

+
2
∑m

n=1 λ
2
n

∑p
i=2 ∥vi∥

∑i
k=1

∥∥u(n,k)∥∥∑m
n=1 λn

, (7)

где v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.
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Доказательство. Запишем неравенство леммы 4 в виде

∥xn+1 − y∥2 − ∥xn − y∥2 ≤ 2 (v, λny − λnxn)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2 + 2λ2n

p∑
i=2

∥vi∥
i∑

k=1

∥∥u(n,k)∥∥ . (8)

Суммируя (8) по n от 1 до m ∈ N, получаем

∥xm+1 − y∥2 − ∥x1 − y∥2 ≤ 2

(
v,

m∑
n=1

λny −
m∑

n=1

λnxn

)
+

+
m∑

n=1

λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2 + 2
m∑

n=1

λ2n

p∑
i=2

∥vi∥
i∑

k=1

∥∥u(n,k)∥∥ . (9)

Поделив (9) на
∑m

n=1 λn, приходим к неравенству (7). �

5. Эргодическая сходимость алгоритма
Предположим, что V I(A,C) ̸= ∅. Имеет место

Лемма 6. Пусть (xn) — порожденная алгоритмом 1 последовательность.
Тогда для произвольного элемента y ∈ V I(A,C) существует конечный
предел limn→∞ ∥xn − y∥. В частности, последовательность (xn) ограни-
чена.

Доказательство. Воспользуемся леммами 2 и 4. В неравенстве (4) пред-
положим, что y ∈ V I(A,C). Пусть vi ∈ Aiy, i = 1, p. Получим

∥xn+1 − y∥2 ≤ ∥xn − y∥2 + λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)∥∥2 + 2λ2n

p∑
i=2

∥vi∥
i∑

k=1

∥∥u(n,k)∥∥ , (10)

поскольку (v, xn − y) ≥ 0, v =
∑p

i=1 vi ∈ Ay.
Из неравенства (10), предположения (3) и условия (λn) ∈ ℓ2 следует

существование предела limn→∞ ∥xn − y∥ ∈ R. �

Ограниченность последовательности (xn) влечет ограниченность после-
довательности средних (zn). А из леммы 5 следует

Лемма 7. Все слабые частичные пределы последовательности средних
(zn) принадлежат множеству V I(A,C).

Доказательство. Рассмотрим слабо сходящуюся подпоследовательность
(znl

) последовательности (zn). Пусть z ∈ H — слабый предел (znl
). Ясно,

что z принадлежит множеству C. Записав неравенство (7) для элементов
znl

, после предельного перехода при l → ∞, получим

(v, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ C ∀v ∈ Ay,

что в силу леммы 1 равносильно включению z ∈ V I(A,C). �

Сформулируем основной результат.
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Теорема 1. Справедливы утверждения:
1) если V I(A,C) ̸= ∅, то последовательность средних по Чезаро (zn)

слабо сходится к некоторому элементу x ∈ V I(A,C);
2) если V I(A,C) = ∅, то ∥zn∥ → +∞.

Доказательство. Из лемм 6 и 7 следует, что в случае V I(A,C) ̸= ∅ для
сгенерированной алгоритмом 1 последовательности (xn) и для множества
F = V I(A,C) выполнены условия леммы 3. Следовательно, последователь-
ность (zn) слабо сходится к некоторому элементу x ∈ V I(A,C).

Предположим, что V I(A,C) = ∅. Тогда ∥zn∥ → +∞. Действительно,
иначе последовательность (zn) имеет слабую предельную точку z, которая,
как было показано ранее, принадлежит множеству V I(A,C). �

6. Заключительные замечания

Включив операцию усреднения в схему вычислений, получаем следую-
щий явный алгоритм расщепления.

Алгоритм 2.
1) Задаем x1 = z1 ∈ C; σ1 := λ1, n := 1.
2) Полагаем y(n,0) = xn и последовательно находим элементы:

y(n,i) = PC

(
y(n,i−1) − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

3) Если y(n,i) = y(n,i−1) для всех i = 1, p, то СТОП и xn ∈ V I(A,C).
Иначе переходим на шаг 4.

4) Полагаем

xn+1 = y(n,p),

σn+1 = σn + λn+1,

zn+1 =

(
1− λn+1

σn+1

)
zn +

λn+1

σn+1
xn+1,

n := n+ 1, переходим на шаг 2.

Если V I(A,C) ̸= ∅, то последовательность (zn), порожденная этим ал-
горитмом, слабо сходится к некоторому элементу x ∈ V I(A,C), иначе
∥zn∥ → +∞.

Интересной и актуальной задачей является построение и обоснование
схем расщепления для вариационных неравенств вида:

найти x ∈
∩
k

F (Tk) : ∃u ∈
∑
i

Aix и (u, y − x) ≥ 0 ∀y ∈
∩
k

F (Tk), (11)

где F (Tk) — множество неподвижных точек (квази)нерастягивающего опе-
ратора Tk. В случае Ai ≡ 0 задача (11) переходит в классическую задачу
поиска элемента множества

∩
k F (Tk) — общей неподвижной точки опера-

торов Tk (common fixed point problem), имеющую богатую алгоритмику [1].
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