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Резюме. У статтi розглянуто два напрямки наукових дослiджень
член-кореспондента Г. М. Положiя: метод сумарних зображень
для чисельного розв’язування крайових задач математичної фi-
зики та метод (p, q)-аналiтичних функцiй. Вiдзначено характернi
якостi цих методiв i вказано на можливостi ефективного компле-
ксного застосування цих методiв у нових прикладних проблемних
областях, зокрема, у оптимiзацiйних задачах математичної теорiї
фiльтрацiї при проектуваннi гiдротехнiчних споруд.

Вступ
Видатний математик i педагог, доктор фiзико-математичних наук, про-

фесор, член-кореспондент АН України Георгiй Миколайович Положiй на-
родився 23 квiтня 1914 року. Пройшовши роки навчання i буремнi воєннi
роки, вiн з 1949 року пройшов за конкурсом на посаду доцента кафедри
математичної фiзики механiко-математичного факультету Київського дер-
жавного унiверситету. З 1951 року Г. М. Положiй працював завiдувачем
цiєї ж кафедри, а з 1958 р. i до останнього дня — завiдувачем кафедри об-
числювальної математики. Г. М. Положiй автор багатьох наукових праць,
монографiй i всесвiтньо вiдомих пiдручникiв. Пiд його керiвництвом одер-
жала шлях у науку велика плеяда учнiв, серед яких академiки та член-
кори. (I. I. Ляшко, Б. М. Бублик та iншi), доктори та кандидати наук. Вiн
створив наукову школу, розвинув два науковi напрямки i фактично ство-
рив нову кафедру. Наукова i педагогiчна праця Г. М. Положiя вiдзначена
державними i вiдомчими нагородами. Г. М. Положiй значну увагу у сво-
їй дiяльностi придiляв пропагандi наукових результатiв. Вiн став одним iз
iнiцiаторiв i засновником, а також i першим редактором республiканського
мiжвiдомчого наукового збiрника ”Вычислительная математика”, який зго-
дом став нашим ”Журналом обчислювальної та прикладної математики”.

Бiльш детально про життєвий шлях Г. М. Положiя сказано у багатьох
публiкацiях, зокрема в [1].

Науковi досягнення Г. М. Положiя знайшли i далi знаходить все новi i но-
вi широкi галузi практичного застосування у багатьох прикладних аспектах
математичного моделювання реальних процесiв. Уже пiсля його смертi ви-
явилося, що однiєю з таких галузей є оптимiзацiйнi задачi математичної
теорiї фiльтрацiї ґрунтових вод. Зупинимося коротко на цiй проблемi.

5



О. Ю. ГРИЩЕНКО

Якiсть гiдротехнiчної споруди визначається низкою вимог до параметрiв
протiкання процесу, якi є характеристиками як гiдротехнiчних споруд: ви-
трата рiдиниQ, швидкiсть V⃗ рiдини пiд спорудою, умови стiйкостi споруди,
так i вимогами до експлуатацiйних властивостей, вартостi споруди, термiну
її зведення тощо. Цi вимоги записуються у виглядi системи обмежень

Qi (a1, a2, ..., al, h) ≥ qi, i = 1, n, ψj (b1, b2, ..., bk, h) ≥ ϕj , j = 1,m.

Тут ai та bj — геометричнi та технологiчнi параметри.
У залежностi вiд поточних обставин визначається вiдповiдний функцiо-

нал якостi
J (a1, a2, ..., al, b1, b2, ..., bk, h) ,

в якому h — розв’язок вiдповiдної крайової задачi фiльтрацiї.
Побудова математичних моделей такого типу пов’язана з серйозними ма-

тематичними проблемами. Навiть у простiшому випадку, коли за обмеже-
ння вибрано тiльки гiдродинамiчнi характеристики Qi (a1, a2, ..., al, ϕ) ≥ qi,
а цiльову функцiю вважаємо функцiєю тiльки вартостi споруди
J (a1, a2, ..., al, h), процес пошуку мiнiмуму цiльової функцiї достатньо скла-
дний.

Виявилося, що у такiй, новiй на той час, постановцi задачi ефективними
є методи теорiї (p, q)-аналiтичних функцiй [2] та сумарних зображень [3],
запропонованi Г. М. Положiєм.

1. Загальна постановка задачi напiрної фiльтрацiї
Рiвняння математичної теорiї фiльтрацiї було отримано на основi рiв-

нянь динамiки iдеальної рiдини. Зокрема, у випадку плоско-паралельної
фiльтрацiї маємо

∂

∂x

(
θ
∂h

∂x

)
+

∂

∂y

(
θ
∂h

∂y

)
= 0, V⃗ = −θgradh, (1)

або для всталеного руху ґрунтових вод в однорiдному середовищi

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
= 0, V⃗ = −θgradh. (2)

Оскiльки швидкiсть фiльтрацiї має потенцiал

ϕ = −θ
(
P

ρg
+ y

)
+ c = −θh+ c, (3)

де c— дiйсна стала (яку для зручностi можемо вважати такою, що дорiвнює
нулю), то

V⃗ = gradϕ, (4)
а

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0. (5)

Отже, iснує функцiя току ψ (x, y) така, що
∂ϕ

∂x
=
∂ψ

∂y
,

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x
, (6)
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а кожному плоско-паралельному фiльтрацiйному потоку в однорiдному се-
редовищi можна поставити у вiдповiднiсть аналiтичну функцiю

ω = φ+ iψ, (7)

яка називається комплексним потенцiалом. Через вказанi аналiтичнi фун-
кцiї вектор швидкостi фiльтрацiї визначається так:

V⃗ =
dω

dz
, (8)

а кiлькiсть рiдини, що пройшла через деякий контур L в бiк його правої
нормалi, можна визначити рiвнiстю

Q =

∫
L
vnds =

∫
L

∂ψ

∂s
ds = [ψ]L . (9)

Отже, задачi фiльтрацiї зводяться до пошуку дiйсної чи уявної частини
функцiї (7) за крайовим умовам, якi задано на границi областi фiльтрацiї.

На практицi найчастiше зустрiчаються чотири види дiлянок областей
фiльтрацiї, на яких задаємо вiдповiднi граничнi умови:

а) непроникнi границi, якi є лiнiями току, де функцiя току приймає по-
стiйне значення ψ = A = const;

б) границi водойм та дренажiв, якi є лiнiями рiвного потенцiалу

ψ = B = const;

в) промiжки витiкання, або дiлянки, де вода з тiла греблi витiкає не у
водний басейн, а прямо в атмосферу

ϕ = c− θy;

г) лiнiї вiльних поверхонь, або кривi депресiї, якi є лiнiями роздiлу мiж
сухим та мокрим ґрунтом, тобто одночасно виконуються умови в) та умови

ψ = D + εx,

де D та ε – сталi.

2. Постановка задача оптимiзацiї вартостi пiдземної частини
гiдроспоруди

Для iлюстрацiї запропонованого методу розглянемо простiшу задачу мi-
нiмiзацiї вартостi пiдземної частини гiдротехнiчної споруди при виконаннi
однiєї з гiдротехнiчних умов.

В областiG (рис.1), обмеженiй двома непроникними границямиBCDC1E
i A′F ′ та двома границями водоймi AB i EF , пiд впливом рiзницi напорiв
H у верхньому та нижньому б’єфах проходить фiльтрацiйний потiк. Цьому
потоку у вiдповiднiсть можна поставити комплексний потенцiал ω = ϕ+iψ,
де ϕ i ψ, як гармонiчнi функцiї у смузi G з розрiзом вздовж вiдрiзка CDC1,
задовольняють граничнi умови:

ϕ|AB = −θH, ψ|BCDC1E
= Q, ϕ|EF = 0, ψ|A′F ′ = 0.
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Рис. 1

Потрiбно мiнiмiзувати здавалося б достатньо простий функцiонал

J =

∫ β

α
a(x)dx+

∫ δ

γ
b(y, xm1)dy, (10)

який визначає вартiсть гiдротехнiчної споруди. Але задача ускладнюється
тим, що точки (розмiри споруди) α, β, γ, δ повиннi бути визначенi в про-
цесi моделювання так, щоб виконувалися заданi технологiчнi обмеження
xm ≤ β − α ≤ xm̄, yn ≤ δ − γ ≤ yn̄, де xm, xm̄ — мiнiмальна i максималь-
на ширина флютбету (xm − x0 = β − α), визначена як рiзниця вiдповiдних
координат B та E, yn, yn̄ — мiнiмальна i максимальна довжина шпунта
(yn1 − y0 = γ − δ), а (xm1 , y0) — точка прикрiплення шпунта до флютбета.
При цьому потрiбно враховувати, що максимально допустима витрата води
Q пiд гiдротехнiчною спорудою при фiльтрацiї повинна не перевищувати
деякого певного заданого значення, тобто Q = Q

(
xm, xm̄, xm1 , yn, yn̄

)
≤ Q0,

а тиск пiд флютбетом повинен обмежуватися певним максимумом P0.

3. Методи розв’язування фiльтрацiйниих задач

Побудова ефективних методiв розв’язання фiльтрацiйних задач є скла-
дною проблемою. Iснують точнi аналiтичнi методи, серед яких найбiльш
вiдомими є метод конформних вiдображень, метод аналiтичної теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь, метод iнтегральних рiвнянь та метод крайових задач
теорiї функцiй комплексної змiнної. Але складнiсть їх використання для
встановлення основних характеристик при проведеннi практичних розра-
хункiв робить їх не завжди ефективними.

З наближених методiв найбiльш вiдомими стали метод фрагментiв, ме-
тод послiдовного розвертання шпунтiв та варiацiйнi методи. Вони спрощу-
ють побудову розв’язку, але мають значну похибку, оцiнити яку вдається
не завжди.
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Г. М. Положiй на основi доведеної ним теореми про рух граничних то-
чок вiдображених областей отримав загальнi варiацiйнi теореми фiльтрацiї
в однорiдному середовищi. Виходячи з цих теорем, вiн запропонував для
розв’язку фiльтрацiйних задач метод мажорантних областей. Основна iдея
полягає в замiнi розв’язку даної крайової задачi розв’язками допомiжних
крайових задач для бiльш простих областей, для яких цi розв’язки вiдо-
мi або знаходяться порiвняно легко. Метод було розвинено на iншi класи
задач.

Основним iз наближених методiв розв’язання задач математичної фi-
зики є метод скiнченних рiзниць. Багато дослiдникiв робили спроби ви-
користати цей метод для розв’язання задач фiльтрацiї. Але навiть поява
швидкодiючих електронних обчислювальних машин не зробила метод скiн-
ченних рiзниць провiдним у математичнiй теорiї фiльтрацiї. Це пов’язано
з тим, що характерною особливiстю фiльтрацiйних задач є необхiднiсть
використання сiтки з великою кiлькiстю вузлiв i при розв’язуваннi вiдпо-
вiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь це призводить не тiльки до
великого об’єму обчислювальних робiт, але й до значних похибок.

Вказанi труднощi значною мiрою було усунено з появою нового пiдходу
до розв’язування рiзницевих рiвнянь – методу сумарних зображень.

4. Метод сумарних зображень
При розробцi нового чисельного методу розв’язання крайових задач для

рiвнянь в частинних похiдних Г. М. Положiй поставив за мету розроби-
ти чисельний метод з найменшою кiлькiстю необхiдних обчислювальних
операцiй, для якого вiдповiднi процеси не приводили б до накопичення
великих похибок. Цей метод систематично викладено в монографiї [3]. Ме-
тод сумарних зображень можна розглядати як дискретний аналог метода
iнтегральних зображень у застосуваннi до крайових задач математичної
фiзики у їх дискретнiй постановцi. Розв’язки отримуються в замкненому
виглядi i записуються алгебраїчними формулами. У залежностi вiд кра-
йових умов вони або явнi, або мiстять невелику кiлькiсть невiдомих па-
раметрiв, що визначаються iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Це
метод вибiркового розрахунку. Остання обставина дуже важлива, оскiльки
для бiльшостi практичних задач, зокрема, для задач фiльтрацiї, достатньо
знати розв’язок лише в тих вузлах областi, в яких визначаються основнi
характеристики. Ця обставина надає змогу уникнути надмiрно великої об-
числювальної похибки. Методом сумарних зображень можна розв’язувати
задачi теорiї фiльтрацiї, теорiї пружностi, теорiї пластин та оболонок тощо
при дуже великiй i навiть необмеженiй кiлькостi вузлiв сiтки для однозв’я-
зних та багатозв’язних плоских i просторових областей. Аналiтична фор-
ма розв’язку дозволяє не тiльки знаходити чисельне значення розв’язку у
будь-якiй точцi, але й проводити певнi якiснi дослiдження.

До задач моделювання гiдротехнiчних споруд в рамках лiнiйної стацiо-
нарної теорiї фiльтрацiї метод сумарних зображень було розвинено i за-
стосовано I. I. Ляшком [4, 5, 6] та його учнями. Метод полягає у насту-
пному. У площинi (x, y) будуємо рiвномiрну ортогональну сiтку з вузлами
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(xi, yk) , xi = x0 + ih, yk = y0 + kh1, (i = 1, 2, . . .M , k = 1, 2, . . . N), h та
h1 – додатнi сталi – кроки сiтки вiдповiдно по x та y. Сукупнiсть точок-
вузлiв (xi, yk) будемо називати сiтковим прямокутником D. Пiд скiнченно-
рiзницевим оператором Лапласа ∆hu розумiємо п’ятиточковий оператор [3].

Введемо n-вимiрнi вектори u⃗ (xi) = {uk (xi)}nk=1, uk (xi) = u (xi, yk),
f⃗ (xi) = {fk (xi)}nk=1, ω⃗ (xi) = {u0 (xi) , 0, ..., 0, un+1 (xi)} та квадратну ма-

трицю порядку n P1 = [aik]
n
1 =

√
2

n+1

[
sin i kπ

n+1

]n
i,k=1

.

Теорема 1. Теорема (Г. М. Положiя)[3]. Для загального розв’язку скiнчен-
но-рiзницевого рiвняння

∆hu = f (x, y)

з умовами першого роду на горизонтальних границях в сiтковому прямо-
кутнику D справедлива рiвнiсть

u⃗(xi) = P1

µiA⃗+ νiB⃗ −
i−1∑
p=0

µi−p − νi−p

µ− ν
P1H⃗1

 , (11)

де остання сума дорiвнює нулю при i = 0, 1; A⃗ = {Ak}n1 та B⃗ = {Bk}n1
— n-вимiрнi вектори довiльних постiйних; H⃗1 = h2f⃗ (xp) − γ2ω⃗1 (xp) є n-

вимiрним вектором; µi =
[
µik
]n
k=1

, vi =
[
vik
]n
k=1

, µi−vi

µ−v =
[
µi
k−vik

µk−vk

]n
k=1

—

дiагональнi матрицi порядку n; µk = ηk +
√
η2k − 1, vk = ηk −

√
η2k − 1,

ηk = 1 + γ2 − γ2 cos kπ
n+1 , а γ = h/h1.

Формули аналогiчнi (11) було одержано i для iнших типiв граничних
умов на горизонтальних сторонах прямокутника. Значення векторiв
A⃗ = {Ak}n1 та B⃗ = {Bk}n1 знаходяться з умов на вертикальних сторонах.

В роботах I. I. Ляшка цi формули було поширено на необмеженi областi.
У загальному виглядi формули сумарних зображень для сiткової смуги
(xi, yk) (i = 0,±1,±2, ...; k = 1, 2, ..., n+ 1) можна записати так:

→
u (xi) = P

{
µi

→
A+νi

→
B−

∞∑
p=−∞

ν|i−p|

µ− ν

→
Ĥ
4
(xp)

}
, (i = 0,±1,±2, ...) , (12)

де
→
A = {Ak}n1 та

→
B = {Bk}n1 — n-вимiрнi вектори довiльних сталих, при-

чому для розв’язку, обмеженого при i → ∞, слiд покласти
→
A = 0, а для

розв’язку, обмеженого при i → −∞, вiдповiдно
→
B = 0. Матриця n-го по-

рядку P , дiагональнi матрицi µi, νi, ν|i−p|

µ−ν та n-вимiрний вектор H⃗ (xp), як
i ранiше, визначаються в залежностi вiд типу крайових умов на горизон-
тальних дiлянках границь областей.
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5. Застосування методу сумарних зображень до розв’язання
задачi напiрної фiльтрацiї

Знаходження розв’язку поставленої задачi пов’язано зi складнiстю побу-
дови конформного вiдображення багатокутника на пiвплощину i може бути
виконано тiльки у достатньо простих випадках. Крiм того, його практичне
використання ускладнено внаслiдок громiздких обчислень. Розв’язок зада-
чi методом сумарних зображень отримується у виглядi простої формули,
що мiстить невелику кiлькiсть невiдомих параметрiв, якi знаходяться з до-
помiжної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Достатня для практики
точнiсть при визначеннi фiльтрацiйних характеристик досягається навiть
при великiй кiлькостi параметрiв.

Розглянемо задачу про фiльтрацiю пiд одношпунтовим флютбетом
(рис. 1). Диференцiальну задачу сформулюємо так. Знайти уявну части-
ну ψ (x, y) комплексного потенцiалу ω = φ+ iψ, як гармонiчну функцiю у
смузi G з розрiзом вздовж вiдрiзка CDC1, що задовольняє граничнi умови:

∂ψ

∂y

∣∣∣∣
AB

= 0, ψ|BCDC1E
= Q,

∂ψ

∂y

∣∣∣∣
EF

= 0, ψ|A′F ′ = 0. (13)

Поставимо вiдповiдну скiнченно-рiзницеву задачу. Сiтку розташуємо так,
щоб пряма AF була посерединi мiж лiнiями сiтки y = y0 та y = y1, а лi-
нiя A′F ′ спiвпала з лiнiєю сiтки y = yn+1; передбачаємо, що точки B i
E знаходяться посерединi вiдрiзкiв [x0, x1] i вiдповiдно [xm, xm+1] (рис. 1).
Будемо вважати, що вiдрiзок CD розташовано вздовж лiнiї сiтки x=xm1 ,
а точцi D вiдповiдає вузлова точка (xm1 , yn1). Для спрощення запису, по-
кладемо, що сiтка квадратна, тобто γ = h

h1
= 1. У сiтковiй смузi (xi, yk)

(i = 0,±1,±2, ...; k = 1, 2, ..., n) шукаємо розв’язок ψ (xi, yk) = ψk (xi) скiн-
ченно-рiзницевого рiвняння Пуассона

∆hψ = f, (14)

у якому права частина f вiдмiнна вiд нуля лише у вузлах сiтки
(xm1 , yk) (k = 1, 2, ..., n1), що вiдповiдають положенню шпунта, оскiльки в
точках шпунта функцiя ψ (x, y) не є гармонiчною. Значення f (xm1 , yk) = fk
будемо вважати невiдомими параметрами. Граничнi умови, що вiдповiда-
ють умовам (13), запишемо у виглядi

ψ0 (xi)− ψ1 (xi) =

{
0,
αi,

i ≤ 0, i = m1, i > m,
i = 1, 2, ...,m1 − 1,m1 + 1, ...,m,

(15)

ψn+1 (xi) = 0 (i = 0,±1,±2, ...) . (16)

Тут αi також є ще невiдомими параметрами. Отже, розв’язок
скiнченно-рiзницевої задачi буде виражено через параметри
fk (k = 1, 2, 3, ..., n1) i αi (i = 1, 2, ...,m1 − 1,m1 + 1, ...,m). Зупинимося на пи-
таннi знаходження цих параметрiв.

11
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Посилаючись на мiркування, зробленi в [5], i увiвши позначення α′
i =

αi
Q ,

f ′k = −h2fk
Q , приходимо до системи лiнiйних рiвнянь вiдносно α′

i, f
′
k

m∑
p = 1
p ̸= m1

A′
ip (1)α

′
p +

n1∑
l=1

B1l (i) f
′
l = 1 (i = 1, 2, ...,m1 − 1,m1 + 1, ...,m) ,

m∑
p = 1
p ̸= m1

Am1p (k)α
′
p +

n1∑
l=1

Bkl (m1) f
′
l = 1 (k = 1, 2, ..., n) . (17)

Матриця цiєї системи симетрична, а вздовж дiагоналi знаходяться ма-
ксимальнi елементи. До розв’язку такої системи можна застосувати най-
бiльш ефективнi та економiчнi методи, наприклад, метод квадратного ко-
реня.

Визначивши α′
i, f

′
k, легко обчислити також Q, а отже, i параметри αi,

fk, розв’язок системи ψ та основнi гiдротехнiчнi параметри

Q = θH


m∑

i = 1
i ̸= m1

α′ +

n1∑
k=1

f ′k


−1

(18)

,
P = −ρg

(φ
θ
− y
)

(19)
.

Отже, можна знайти розв’язок фiльтрацiйної задачi в цiлому.

6. Варiацiйнi теореми Г. М. Положiя та метод мажорантних
областей

Варiацiйно-топологiчнi теореми було отримано для однорiдного середо-
вища на основi теореми про рух граничних точок вiдображених областей.
Пiзнiше Г. М. Положiй встановив теорему про збереження областi для елi-
птичних систем диференцiальних рiвнянь, що дозволило розповсюдити ме-
тод мажорантних областей на задачi фiльтрацiї в неоднорiдному середови-
щi та просторовi задачi з осьовою симетрiєю [2].

Математичною передумовою методу є теореми Г. М. Положiя [2].

Теорема 2. (про збереження областi для елiптичних систем диферен-
цiальних рiвнянь). Нехай в деякiй областi G площини z = x + iy фун-
кцiї u = u (x, y), v = v (x, y), u, v ̸= const, є неперервно-диференцiйовними
розв’язками елiптичної системи рiвнянь

aux + buy − vy = 0,

dux + cuy − vx = 0. (20)
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Коефiцiєнти цiєї системи a, b, c, d є функцiями x, y, що мають похiднi,
якi задовольняють умову Гельдера. Тодi функцiя f (z) = u (x, y) + iv (x, y)
перетворює область G в деяку iншу область в площинi ω = u+ iv.

Вивчаючи локальнi змiни фiльтрацiйних характеристик потоку в зале-
жностi вiд руху вздовж границi областi фiльтрацiї точки, яка роздiляє лiнiї
току i потенцiальнi лiнiї, було встановлено важливi залежностi. Для iлю-
страцiї розглянемо в площинi z = x+iy областьG, обмежену двома потенцi-
альними лiнiями AB i DC та двома лiнiями току AD i BC (рис. 2). Крайовi
умови для визначення аналiтичної в областi G функцiї ω = f(z) = u + iv
можна записати у виглядi

u|AB = 0, u|DC = H = const > 0, (21)

v|AD = C = const, v|BC = C +Q = const > C. (22)

Рис. 2

Тодi при замiнi областi G областю G1, отриманою з G за рахунок змiще-
ння однiєї з точок A, B, C, D вздовж границi G або втискання всередину
областi однiєї з граничних потенцiальних лiнiй чи лiнiй току, але при не-
змiнних точках їх роздiлу та незмiнному значеннi H, вiдбуваються змiни
характеристик потоку, для яких вiрнi наступнi теореми (позначення у те-
оремах 1–3 вiдповiдають позначенням [2]).

Теорема 3. При зменшеннi потенцiальної лiнiї:
а) Q1 < Q;
б) в G1 + L1L

′
1 буде u1 > u, якщо зменшується лiнiя найменшого по-

тенцiалу, i u1 < u, якщо зменшується лiнiя найбiльшого потенцiалу;
в) |∇u1| > |∇u| на незмiннiй частинi зменшуваної потенцiальної лiнiї

та близько до її кiнця на незмiннiй лiнiї току i |∇u1| < |∇u| на незмiннiй
частинi збiльшуваної лiнiї току, на незмiннiй лiнiї току.

Теорема 4. При втисканнi потенцiальної лiнiї:
а) Q1 > Q;

13
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б) в G1 + L1 − L1L
′ буде u1 < u, якщо втискається лiнiя найбiльшого

потенцiалу, i u1 > u, якщо втискається лiнiя найменшого потенцiалу;
в) |∇u1| > |∇u| на незмiннiй потенцiальнiй лiнiї i близько до її кiнцiв на

лiнiях току i |∇u1| < |∇u| на незмiннiй частинi втиснутої потенцiальної
лiнiї i близько до її кiнцiв на лiнiях току.

Теорема 5. При втисканнi лiнiї току:
а) Q1 < Q;
б) на незмiннiй частинi втиснутої лiнiї току u1 > u зi сторони лiнiї

найбiльшого потенцiалу i u1 < u на незмiннiй частинi її зi сторони лiнiї
найменшого напору;

в) |∇u1| < |∇u| на незмiннiй частинi лiнiї току, яка стискається
i на однiй з потенцiальних лiнiй, а на другiй потенцiальнiй лiнiї, або
|∇u1| < |∇u| поблизу її кiнця, причому на незмiннiй лiнiї току в першому
випадку буде |∇u1| < |∇u| поблизу кiнцiв та |∇u1| > |∇u| поза кiнцями,
а в iншому випадку |∇u1| < |∇u| поблизу її кiнця, що прилягає до потен-
цiальної лiнiї, на якiй |∇u1| < |∇u| i |∇u1| > |∇u| близько до її iншого
кiнця.

Аналогiчнi теореми доведено i для iнших випадкiв напiрної та безнапiр-
ної фiльтрацiї.

Спираючись на цi твердження, було розроблено метод мажорантних обла-
стей. Суть методу полягає в тому, що для знаходження тiєї чи iншої iн-
тегральної характеристики, яка вiдповiдає заданiй областi фiльтрацiї G,
будуються два фiльтрацiйних потоки в таких допомiжних областях Ḡ i
G, в яких вiдповiдна iнтегральна характеристика вiдома або знаходиться
просто, та чисельне значення цiєї характеристики внаслiдок вiдповiдних
варiацiйних теорем для областi Ḡ бiльше, а для областi G менше шуканої
величини. Тобто, допомiжнi крайовi задачi вибирають так, щоб знайденi
розв’язки цих задач обмежували шуканi iнтегральнi характеристики звер-
ху та знизу.

Пiзнiше цi теореми знайшли своє застосування при побудовi розв’язкiв
оптимiзацiйних задач математичної фiльтрацiї.

7. Використання теорем Положiя при побудовi алгоритму
розв’язування оптимiзацiйної задачi

Повернемося до задачi мiнiмiзацiї функцiоналу (10) при вказаних у пун-
ктi 2 умовах. Зупинимося тепер на одному з алгоритмiв розв’язання [7].

Перехiд до рiзницевої постановки задачi приводить до розв’язування за-
дачi цiлочисельного математичного програмування. Для цього побудуємо
область допустимих значень

x ∈ D = {X = (xm1 , xm, yn1 , x0)|Q (xm1 , xm, yn1 , x0) ≤ Q0,

P (xm1 , xm, yn1 , x0) ≤ P0} ,

xm ≤ xi ≤ xm̄, yn ≤ yj ≤ yn̄
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i сiтковий функцiонал

J =
m∑
i=0

aihi +
n∑

j=0

bjhj → min .

Тут xm1 — мiсце положення основи шпунта, xm, xm̄ ≥ 0, yn, yn̄ ≥ 0, ai, bj , Q0

— заданi; ai, bj— вартiсть забудови одиницi ширини флютбету та довжини
шпунта вiдповiдно.

Задамо початковi координати — (xm, xn1 , xm1), де xm1 =
[
xm+xm

2

]
.

1. Нехай на s-му кроцi ми отримали координати (xm, xn1), точка
xm1 =

[
xm+xm

2

]
. За допомогою методу сумарних зображень знаходимо

Q (xm1 , xm, yn1). Порiвнюємо Q (xm1 , xm, yn1) та Q0:
1.1) якщо Q (xm1 , xm, yn1) < Q0 , то переходимо до пункту 3.1);
1.2) якщо ж Q (xm1 , xm, yn1) ≥ Q0, то збiльшуємо m1 на 1:
а) при m1 + 1 ≤ m порiвнюємо Q (xm1+1, xm, yn1) та Q (xm1 , xm, yn1):
якщо Q (xm1+1, xm, yn1) < Q (xm1 , xm, yn1), то покладаємо s = s + 1,

m1 = m1 + 1 i повертаємося на початок алгоритму;
якщо ж Q (xm1+1, xm, yn1) ≥ Q (xm1 , xm, yn1), то переходимо на 1.2).б);
б) при m1 + 1 > m зменшуємо m1 на 1:
якщо m1 − 1 ≥ 0, покладаємо s = s + 1, m1 = m1 − 1 i повертаємося на

початок алгоритму;
якщо ж m1 − 1 < 0, то переходимо до пункту 2.1).
2. При змiнi ширини флютбету m змiнюється довжина потенцiальної

лiнiї EF (рис. 2), згiдно твердження теореми 1 Г. М. Положiя при цьому
змiнюється величина Q.

2.1) Збiльшуємо m на 1:
а) якщоm+1 ≤ m̄, тодi згiдно тiєї ж теореми Q зменшиться. Покладаємо

s = s+ 1, m = m+ 1, переходимо до першого пункту алгоритму;
б) якщо ж m+ 1 > m̄, то переходимо до пункту 3.2).
2.2) Зменшуємо m на 1:
а) якщо m−1 ≥ m, тодi Q збiльшиться. Покладемо s = s+1, m = m−1,

переходимо до першого пункту алгоритму;
б) при m− 1 < m точка (xm1 , xm, yn1) — оптимальна. Пiдраховуємо вар-

тiсть споруди при xm1 , xm, yn1 та xm, yn1 .
3. При змiнi довжини шпунта n1 змiнюється довжина лiнiї току BC,

згiдно твердження теореми 3 Г. М. Положiя при цьому зменшується чи
збiльшується величина Q.

3.1) Зменшуємо n1 на 1:
а) якщо n1 − 1 ≥ n, то згiдно теореми 3 Q збiльшиться. Покладаємо

s = s+ 1, n1 = n1 − 1, переходимо до першого пункту алгоритму;
б) при n1 − 1 < n переходимо до пункту 2.2).
3.2) Збiльшуємо n1 на 1:
а) якщо n1+1 ≤ n̄, то у вiдповiдностi до теореми 3 Q зменшиться, отже,

покладемо s = s+1, n1 = n1+1, переходимо до першого пункту алгоритму;
б) якщо n1 + 1 > n̄, то за таких умов оптимального розв’язку не iснує.
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Висновок
Наведений приклад носить тiльки iлюстративний характер. Пiдводячи

пiдсумок, пiдкреслимо, що метод сумарних зображень дозволив обчислю-
вати необхiднi фiльтрацiйнi характеристики потоку, використовуючи мi-
нiмальну iнформацiю про розв’язок крайової задачi у незначнiй кiлькостi
вузлових точок, а варiацiйнi теореми вказали шлях пошуку мiнiмуму фун-
кцiоналу. Цi теоретичнi дослiдження, теореми i розробленi нами чисельнi
алгоритми з успiхом було використано при розрахунку одного з фрагментiв
пiдземного контуру насосної станцiї Днiпро—Донбас [8].

Варiацiйнi теореми Г. М. Положiя можна також використати у iнших
прикладних галузях, зокрема, у теорiї пружностi тощо. Грунтовне дослi-
дження наукової спадщини видатного вченого математика Г. М. Положiя
може виявити ще багато нерозкритих можливостей її використання для
знаходження розв’язкiв нових важливих задач.
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