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Резюме. В работе предложен новый итерационный двухэтапный
проксимальный метод решения задачи равновесного программи-
рования в гильбертовом пространстве. Метод является развити-
ем модификации Л. Д. Попова схемы Эрроу-Гурвица поиска се-
дловых точек выпукло-вогнутых функций. Анализ сходимости
метода проведен в предположении о существовании решения и
при условиях псевдомонотонности и липшицевости бифункции.
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1. Введение

Популярным направлением современного прикладного нелинейного ана-
лиза является исследование задач равновесного программирования (нера-
венств Ки Фаня, задач о равновесии) вида

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)

где C — непустое подмножество гильбертова пространства H, F : C×C →
R — бифункция. Задача (1) — удобная общая форма записи различных
задач, возникающих в математической физике, исследовании операций и
оптимизации [1, 2, 3, 4, 5]. Приведем насколько типичных формулировок.

(1) Если F (x, y) = f(y) − f(x), где f : C → R, то задача (1) является
задачей условной минимизации f → minC .

(2) Если F (x, y) = (Ax, y− x), где A : C → H, то задача (1) сводится к
классическому вариационному неравенству

найти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(3) Пусть P , Q — выпуклые подмножества H, C = P × Q, L : C → R
— выпукло-вогнутая функция. Точку (x̄, p̄) ∈ C называют седловой
точкой функции L, если

L(x̄, p) ≤ L(x̄, p̄) ≤ L(x, p̄) ∀x ∈ P ∀ p ∈ Q. (3)

Положим F (v, w) = L(z, p)−L(x, y), где v = (z, y), w = (x, p). Тогда
задача поиска седловой точки (3) равносильна задаче (1).
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(4) Пусть I — конечное множество индексов. Для каждого i ∈ I за-
даны множество Ci и функция fi : C → R, где C =

∏
i∈I Ci. Для

x = (xi)i∈I ∈ C обозначим xi = (xj)j∈I,j ̸=i. Точку x̄ = (x̄i)i∈I на-
зывают равновесием Нэша, если для всех i ∈ I выполняются нера-
венства

fi(x̄) ≤ fi(x̄
i, yi) ∀ yi ∈ Ci.

Определим функцию F : C × C → R следующим образом

F (x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi)− fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C является равновесием Нэша тогда и только тогда,
когда она является решением задачи (1).

Алгоритмам решения равновесных и близких задач посвящено много
работ, например, [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21].
В методах, рассмотренных в работах [5, 6, 7, 8], на каждом шаге решаю-
тся вспомогательные равновесные задачи с сильно монотонными бифун-
кциями. Отметим работы [10, 19, 20, 21], где предложены и исследованы
итерационные алгоритмы, в которых на каждом шаге необходимо решать
вспомогательные сильно выпуклые задачи минимизации.

В данной работе предложен новый итерационный двухэтапный прокси-
мальный метод решения задачи равновесного программирования в гиль-
бертовом пространстве. Метод является развитием модификации Л. Д. По-
пова [22, 23] схемы Эрроу-Гурвица поиска седловых точек выпукло-вогну-
тых функций. Анализ сходимости метода проведен в предположении о су-
ществовании решения и при условиях псевдомонотонности и липшицевости
бифункции.

2. Постановка задачи и алгоритм

Всюду далее H — действительное гильбертово пространство со скаляр-
ным произведением (·, ·) и порожденной нормой ∥·∥. Сильную и слабую
сходимость в H последовательности (xn) к x обозначим → и ⇀, соответ-
ственно.

Для непустого выпуклого замкнутого множества C ⊆ H и бифункции
F : C × C → R рассмотрим задачу о равновесии:

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (4)

Множество решений задачи (4) обозначим S.
Будем предполагать выполненными следующие условия:
(A1) F (x, x) = 0 для всех x ∈ C;
(A2) для всех x, y ∈ C из F (x, y) ≥ 0 следует F (y, x) ≤ 0 (псевдомоно-

тонность);
(A3) для всех x ∈ C функция F (x, ·) полунепрерывна снизу и выпукла

на C;
(A4) для всех y ∈ C функция F (·, y) слабо полунепрерывна сверху на C;
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(A5) для всех x, y, z ∈ C имеет место

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a ∥x− z∥2 + b ∥z − y∥2 ,
где a, b — положительные константы (липшицевость);

(A6) для ограниченных последовательностей (xn), (yn) из C имеет место

∥xn − yn∥ → 0 ⇒ F (xn, yn) → 0.

При выполнении условий (А1)–(А4) имеем

x ∈ S ⇔ x ∈ C : f(y, x) ≤ 0 ∀ y ∈ C.

В частности, множество S — выпукое и замкнутое.
Далее будем предполагать, что S ̸= ∅.

Замечание 1. Условие (А5) типа липшицевости введено Mastroeni в [3].
Например, бифункция F (x, y) = (Ax, y − x) c липшицевым оператором
A : C → H удовлетворяет (А5). Действительно,

F (x, y)− F (x, z)− F (z, y) = (Ax, y − x)− (Ax, z − x)− (Az, y − z) =

= (Ax−Az, y − z) ≤ ∥Ax−Az∥ ∥y − z∥ ≤ L ∥x− z∥ ∥y − z∥ ≤

≤ L

2
∥x− z∥2 + L

2
∥y − z∥2 .

Замечание 2. Условию (А6) удовлетворяет бифункция

F (x, y) = (Ax, y − x)

с липшицевым оператором A : C → H.

Пусть g : H → R ∪ {+∞} — собственная выпуклая полунепрерывная
снизу функция. Напомним, что проксимальным оператором [24], ассоции-
рованным с функцией g, называют оператор

H ∋ x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
∥y − x∥2

)
∈ dom g.

Оператор proxg — твердо нерастягивающий (firmly nonexpansive) и

g(y)− g(z) + (z − x, y − z) ≥ 0 ∀ y ∈ dom g ⇔ z = proxgx.

Для приближенного решения задачи (4) предлагаем следующий итера-
ционный

Алгоритм 1. Для x1, y1 ∈ C генерируем последовательность элементов
xn, yn ∈ C при помощи итерационной схемы{

xn+1 = proxλ·F (yn,·)xn,

yn+1 = proxλ·F (yn,·)xn+1,

где λ > 0.

Замечание 3. Если F (x, y) = (Ax, y − x), то алгоритм 1 принимает вид: x1 ∈ C, y1 ∈ C,
xn+1 = PC(xn − λAyn),
yn+1 = PC(xn+1 − λAyn),
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где PC — оператор метрического проектирования на множество C.

Частный случай схемы из замечания 3 предложен российским матема-
тиком Л. Д. Поповым [22] для поиска седловых точек выпукло-вогнутых
функций, определенных в конечномерном евклидовом пространстве. В не-
давних работах Ю. В. Малицкий и В. В. Семенов [23, 25] доказали схо-
димость этого алгоритма для неравенств с монотонными и липшицевыми
операторами, действующими в бесконечномерном гильбертовом пространс-
тве, а также предложили несколько его модификаций.

Относительно обоснования итерационного алгоритма 1 прежде всего за-
метим, что при выполнении для некоторого номера n ∈ N равенств

xn+1 = xn = yn (5)

имеет место включение yn ∈ S и условие стационарности: yk = xk = yn для
всех k ≥ n. Действительно, равенство

xn+1 = proxλ·F (yn,·)xn

означает

F (yn, y)− F (yn, xn+1) +
(xn+1 − xn, y − xn+1)

λ
≥ 0 ∀y ∈ C.

Из (5) следует
F (yn, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

то есть yn ∈ S.
Учитывая это соображение практическому варианту алгоритма 1 можно

придать следующий вид.

Алгоритм 2. Задаем x1 ∈ C, y1 ∈ C, λ > 0 и ε > 0.
1. Для xn и yn вычисляем

xn+1 = proxλ·F (yn,·)xn.

2. Если max {∥xn+1 − xn∥, ∥yn − xn∥} ≤ ε, то СТОП, иначе вычисляем

yn+1 = proxλ·F (yn,·)xn+1.

3. Полагаем n := n+ 1 и переходим на шаг 1.

Далее будем предполагать, что для всех номеров n ∈ N условие (5) не
имеет места.

Для доказательства сходимости алгоритма нам потребуются следующие
факты.

Лемма 1. Пусть неотрицательные последовательности (an), (bn) тако-
вы, что

an+1 ≤ an − bn.

Тогда существует предел limn→∞ an ∈ R и
∑∞

n=1 bn < +∞.
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Лемма 2 (Z. Opial, [26]). Пусть последовательность (xn) элементов гиль-
бертова пространства H слабо сходится к элементу x ∈ H. Тогда для
всех y ∈ H \ {x} имеем

lim inf
n→∞

∥xn − x∥ < lim inf
n→∞

∥xn − y∥.

3. Основное неравенство
Анализ сходимости алгоритма начнем с доказательства важного нера-

венства для последовательностй (xn) и (yn), порождаемых алгоритмом 1.
Имеет место

Лемма 3. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) и элемента z ∈ S выполняется неравенствo

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − (1− 2λb) ∥xn+1 − yn∥2−

− (1− 4λa) ∥yn − xn∥2 + 4λa ∥xn − yn−1∥2 . (6)

Доказательство. Имеем

∥xn+1 − z∥2 = ∥xn − z∥2 − ∥xn − xn+1∥2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =

= ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2−
− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (7)

Из определения точек xn+1 и yn следует

λF (yn, z)− λF (yn, xn+1) ≥ (xn+1 − xn, xn+1 − z), (8)

λF (yn−1, xn+1)− λF (yn−1, yn) ≥ −(xn − yn, yn − xn+1). (9)
Использовав неравенства (8), (9) для оценки скалярных произведений в
(7), получаем

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+
+ 2λ {F (yn, z)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)} . (10)

Из псевдомонотонности бифункции F и включения z ∈ S следует

F (yn, z) ≤ 0,

а липшицевость F гарантирует выполнение неравенства

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) ≤

≤ a ∥yn−1 − yn∥2 + b ∥yn − xn+1∥2 .
Использовав вышеприведенные оценки в (10), получаем

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+

+ 2λa ∥yn−1 − yn∥2 + 2λb ∥yn − xn+1∥2 . (11)

Член ∥yn−1 − yn∥2 оценим следующим образом

∥yn−1 − yn∥2 ≤ 2 ∥yn−1 − xn∥2 + 2 ∥yn − xn∥2 .
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Учтя эту оценку в (11), приходим к неравенству

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+

+ 4λa ∥yn−1 − xn∥2 + 4λa ∥yn − xn∥2 + 2λb ∥yn − xn+1∥2 ,

то есть к неравенству (6). �

4. Слабая сходимость
Перейдем непосредственно к доказательству сходимости алгоритма.
Пусть z ∈ S. Положим

an = ∥xn − z∥2 + 4λa ∥yn−1 − xn∥2 ,
bn = (1− 4λa) ∥yn − xn∥2 + (1− 4λa− 2λb) ∥yn − xn+1∥2 .

Тогда (6) принимает вид
an+1 ≤ an − bn.

Потребуем выполнения условия

0 < λ <
1

2(2a+ b)
.

Тогда из леммы 1 можем сделать вывод, что существует предел

lim
n→∞

(
∥xn − z∥2 + 4λa ∥yn−1 − xn∥2

)
и

lim
n→∞

(
(1− 4λa) ∥yn − xn∥2 + (1− 4λa− 2λb) ∥yn − xn+1∥2

)
= 0.

Откуда получаем

lim
n→∞

∥yn − xn∥ = lim
n→∞

∥yn − xn+1∥ = lim
n→∞

∥xn − xn+1∥ = 0 (12)

и сходимость числовой последовательности (∥xn − z∥) для всех z ∈ S. В
частности, последовательности (xn), (yn) ограничены.

Рассмотрим подпоследовательность (xnk
), слабо сходящуюся к некото-

рой точке z̄ ∈ C. Тогда из (12) следует, что ynk
⇀ z̄ и . Покажем, что z̄ ∈ S.

Имеем

F (yn, y) ≥ F (yn, xn+1) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λ
∀y ∈ C. (13)

Совершив предельный переход в (13) с учетом (12) и условий (А4), (А6),
получим

F (z̄, y) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk
, y) ≥

≥ lim
k→∞

{
F (ynk

, xnk+1) +
(xnk+1 − xnk

, xnk+1 − y)

λ

}
= 0 ∀y ∈ C,

то есть z̄ ∈ S.
Покажем теперь, что xn ⇀ z̄. Тогда из (12) следует, что и yn ⇀ z̄. Рас-

суждаем от противного. Пусть существует подпоследовательность (xmk
)
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такая, что xmk
⇀ z̃ и z̃ ̸= z̄. Ясно, что z̃ ∈ S. Применим дважды лемму 2.

Имеем

lim
n→∞

∥xn − z̄∥ = lim
k→∞

∥xnk
− z̄∥ < lim

k→∞
∥xnk

− z̃∥ = lim
n→∞

∥xn − z̃∥ =

= lim
k→∞

∥xmk
− z̃∥ < lim

k→∞
∥xmk

− z̄∥ = lim
n→∞

∥xn − z̄∥,

что невозможно. Следовательно, xn ⇀ z̄.
Таким образом, имеет место

Теорема 1. Пусть H — гильбертово пространство, C ⊆ H — непустое
выпуклое замкнутое множество, для бифункции F : C ×C → R выполне-
ны условия (A1)–(А6) и S ̸= ∅. Предположим, что λ ∈

(
0, 1

2(2a+b)

)
. Тогда

порожденные алгоритмом 1 последовательности (xn), (yn) слабо сходя-
тся к решению z̄ ∈ S задачи о равновесии (4), причем limn→∞ ∥xn−yn∥ = 0.

5. Заключительные замечания
В работе был предложен новый итерационный двухэтапный проксималь-

ный метод решения задачи равновесного программирования в гильберто-
вом пространстве. Метод является развитием модификации Л. Д. Попова
[22, 23] схемы Эрроу-Гурвица поиска седловых точек выпукло-вогнутых
функций. Анализ сходимости метода проведен в предположении о суще-
ствовании решения и при условиях псевдомонотонности и липшицевости
бифункции.

В одной из ближайших работ будет рассмотрен следующий регуляризо-
ванный сильно сходящийся вариант метода{

xn+1 = proxλ·F (yn,·) (1− αn)xn,

yn+1 = proxλ·F (yn,·) (1− αn+1)xn+1,

где λ > 0, (αn) — бесконечно малая последовательность положительных
чисел. Также запланировано изучение варианта метода с использованием
метрики Брэгмана вместо евклидовой.

Интересным вопросом является обоснование использования алгоритма 1
в качестве элемента схемы поиска решения задачи о равновесии с априор-
ной информацией, описанной в виде включения в множество неподвижных
точек квазинерастягивающего оператора.

Еще одно перспективное направление заключается в развитии идей ал-
горитма 1 для решения стохастических задач равновесного программиро-
вания.
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