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Резюме. Розглядаються алгоритми для планування маршрутiв
в транспортних мережах, якi розробленi останнiм часом. Подано
огляд пiдходiв до моделювання розкладу у динамiчних графах.
Описанi специфiчнi пiдходи розв’язання залежної вiд часу задачi
пошуку найкоротшого шляху з врахуванням розкладу громад-
ського транспорту.

Вступ
Пошук найкоротших шляхiв у динамiчних графах є практичною зада-
чею iз багатьох сфер людської дiяльностi: маршрутизацiя дорожнiх мереж,
планування подорожей, розкладiв залiзничних сполучень тощо. Ключо-
вим компонентом сучасних систем маршрутизацiї (наприклад Google Maps,
SkyScanner, GPS навiгатори тощо) є алгоритми, якi розраховують маршру-
ти подорожей в залежностi вiд пунктiв вiдправки i прибуття, часу подо-
рожi, користувацьких умов тощо. Такi алгоритми повиннi бути швидкими
i забезпечувати оптимальнi чи близькi до них розв’язки для будь-якого
запиту користувача.

Транспортнi мережi зазвичай є зазвичай динамiчними — з непередбачу-
ваними затримками, заторами тощо. Цей факт значно ускладнює пробле-
ми пошуку найкоротших шляхiв, тому багато сучасних методiв мають два
етапи –– процедуру попередньої обробки вхiдних статичних даних для при-
швидшення роботи алгоритму (наприклад, аналiз топологiї графу, пошук
ключових транзитних вузлiв, пропускна спроможнiсть автошляхiв тощо)
i власне процедуру запиту — пошук оптимального шляху вiдповiдно до
параметрiв моделi в конкретний час з врахуванням умов користувача (на-
приклад, з врахуванням iнформацiї про поточну швидкiсть руху на авто-
шляху, затримки рейсу тощо). Алгоритми, якi застосовуються у реальних
системах масового обслуговування, повиннi працювати в режимi реального
часу з прийнятною ресурсоємнiстю в масштабах великих регiонiв.

В реальних транспортних мережах найкращi шляхи зазвичай залежать
вiд часу вiдправлення. Наприклад, деякi автошляхи постiйно переванта-
женi у години пiк, а потяги i автобуси вiдправляються з рiзною частотою
протягом дня. Якщо необхiдно прибути у деякий пункт якомога ранiше з
врахуванням часу вiдправлення (або, симетрична задача — якомога пiзнiше
вiдправитись щоб прибути до деякого зазначеного часу), то говорять про
залежну вiд часу задачу пошуку найкоротшого шляху (Time-Dependent

24



ПАВЛЕНКО А. I.

Shortest Path Problem), для якої характерне призначення функцiй часу в
якостi функцiй вартостi для дуг.

В загальному випадку транспортна мережа моделюється як зважений
орiєнтований граф (мультиграф), ваги дуг якого вiдображають параме-
три (час подорожi, вiдстань, цiна тощо), якi необхiдно оптимiзувати. Дане
дослiдження присвячене пiдходам розв’язання залежної вiд часу задачi по-
шуку найкоротшого шляху мiж двома пунктами з врахуванням розкладу.
Така постановка притаманна задачi пошуку оптимального маршруту мiж
заданими пунктами мережами громадського транспорту. Типовi запити у
таких задачах — пошук найкращого часу вiдправлення при мiнiмiзацiї за-
гального часу подорожi.

1. Формальна модель залежної вiд часу задачi пошуку
найкоротшого шляху

Дано орiєнтований зважений граф G = (V,A), де V = {v1, ..., vn} — мно-
жина n вершин; А – множина дуг, початкова s ∈ V i кiнцева вершини
d ∈ V , t0 — час вiдправлення з вершини s. Кожнiй дузi a = (i, j) вiдпо-
вiдає вартiсть cij(t), де t — час вiдправлення з пункту i. Вартiсть може
вимiрюватись у матерiальних витратах, тривалостi, вiдстанi або будь-якiй
iншiй мiрi ресурсних витрат. Довжиною шляху є сума вартостей всiх йо-
го дуг. Найменший шлях мiж двома пунктами позначається g(i, j). Метою
задачi пошуку найкоротшого шляху є знаходження найкоротшого шляху
(або найдешевшого, найшвидшого в залежностi вiд вимiрюваних ресурсiв)
мiж однiєю початковою вершиною i однiєю цiльовою (задача one-to-one),
мiж однiєю початковою i усiма iншими вершинами (задача one-to-all), мiж
усiма вершинами i однiєю цiльовою (all-to-one). Дане дослiдження концен-
трується на задачi one-to-one.

Загалом залежна вiд часу задача пошуку найкоротших шляхiв не є но-
вою. У 1966 роцi Кук i Хелсi [1] сформулювали її i запропонували методи
розв’язання на основi принципiв оптимальностi Белмана [2]. Для спрощен-
ня питання iснування i для зручностi обчислення було запропоновано вве-
сти дискретну часову множину S = {t0, t0 + 1, t0 + 2, . . . , t0 + T}, причому
cij(t) може приймати будь-яке додатне цiле значення для
t ∈ S = {t0, t0 + 1, t0 + 2, . . . , t0 + T}, i ̸= j. Якщо дуги (i, j) не iснує,
то cij(t) = ∞. Нехай Ei(t) — множина усiх шляхiв, у яких виконується
вихiд з пункту i в час t ∈ S i досягається d за скiнченну вартiсть (час)
пiсля скiнченної кiлькостi крокiв. Оскiльки вартiсть для кожного шляху
Ei(t) додатна, то серед них можна знайти шлях з мiнiмальною вартiстю.
Для t ∈ S автори визначили fi(t) — мiнiмальна вартiсть для шляху з Ei(t),
i = 1, 2, . . . , d − 1, fd(t) = 0, де мiнiмальна вартiсть fi(t) досягається при-
наймнi одним з шляхiв з i в d за скiнченну кiлькiсть крокiв. Використовую-
чи принцип оптимальностi [3] вони запропонували подати залежну вiд часу
задачу пошуку шляху fi(t) = min

j ̸=i
(cij(t)+ fj(t+ cij(t))), i = 1, 2, . . . , d− 1,

fd(t) = 0.
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Для розв’язання задачi Кук i Хелсi запропонували модифiкацiю схеми
iтерацiй Белмана для знаходження найкоротшого шляху мiж двома вер-
шинами за скiнчену кiлькiсть iтерацiй. Була визначена максимальна межа
T , розрахувавши прямий перехiд з i в d — cid(t0). Якщо прямого перехо-
ду немає, то шукається шлях з промiжними вершинами для визначення
верхньої оцiнки. За допомогою такої оцiнки усi переходи, бiльшi за верхню
межу, не приймаються до розгляду.

Дрейфус [5] припустив, що загальним алгоритмом Дейкстри можна розв’я-
зувати динамiчну задачу, поставлену Куком i Хелсi, так само ефективно,
як i загальнi статичнi задачi. У [1] було доведено, що це можливо лише
якщо мережа володiє властивостями FIFO.

Властивостi FIFO i узгодженостi вартостi. Динамiчний граф
є графом FIFO, якщо кожна дуга графу задовольняє властивостi FIFO.
Дузi (i, j) притаманна властивiсть FIFO (first in first out), якщо
t + cij(t) ≤ (t + k) + cij(t + k), ∀t, k ≥ 1, t, k — моменти часу. Практично
це означає, що якщо транспортний засiб вiдправляється з деякого пункту
пiзнiше, вiн не може прибути до пункту призначення ранiше, нiж транс-
портний засiб, який вирушив з початкового пункту вчасно. Властивiсть
узгодження вартостi аналогiчна FIFO для iншого виду ресурсiв, тобто ду-
га (i, j) вважається узгодженою за вартiстю, якщо при виходу з пункту i
вартiсть шляху менша, нiж при виходi з пункту j.

2. Планування оптимального маршруту громадським
транспортом.

Постановка задачi. Для задачi планування оптимального маршруту в
якостi вхiдних даних зазвичай є розклад руху транспорту. Вiн подається
множиною зупинок (автобуснi зупинки, залiзничнi платформи, аеропорти
тощо), множиною маршрутiв слiдування (автобуснi, трамвайнi, залiзничнi
маршрути тощо) [6]. Маршрут слiдування — послiдовнiсть зупинок, якi по-
винен вiдвiдати транспортний засiб в конкретний час, — являє собою мно-
жину елементарних сполучень. Елементарне сполучення задається двома
зупинками, мiж якими курсує транспортний засiб, а також час вiдправле-
ння i прибуття.

Ключовою вiдмiннiстю мереж громадського транспорту вiд автомобiль-
них є невiд’ємна наявнiсть залежностi вiд часу, адже деякi сегменти мережi
стають досяжними тiльки в зазначенi моменти часу. Тому початковою за-
дачею при розв’язаннi залежних вiд часу задач пошуку найкоротших шля-
хiв є подання розкладу у графi. Iснують два основнi пiдходи для подання
часу у мережах — time-expanded (розширений за часом) i time-dependent
(залежний вiд часу).

Проста розширена за часом модель подання розкладу у гра-
фi (time-expanded model). Пiдхiд ґрунтується на тому фактi, що роз-
клад складається з залежних вiд часу подiй (час вiдправлення транспор-
ту), якi вiдбуваються в дискретнi моменти часу. Iдея полягає у побудовi
просторово-часового графу (space-time graph) або графу подiй (event graph),
який «розгортає» граф у часi. Грубо кажучи, для кожної подiї розкладу
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створюється вершина, а для подання елементарних сполучень або очiку-
вання на станцiях використовуються дуги. Таким чином, кожному сполу-
ченню conn ∈ CONN (CONN — множина сполучень) вiдповiдає дуга i
двi вершини — пункти вiдправлення udep(conn) i прибуття uarr(conn). В
залежностi вiд критерiю оптимiзацiї, дугам присвоюються деякi фiксованi
ваги. Вершинам завжди неявно вiдповiдають деякi значення часу τ(u). В
нашому випадку час вершини вiдправлення задається часом вiдправлення
вiдповiдного сполучення τdep(conn), а час вершини прибуття задається ча-
сом τarr(conn). Кожнiй вершинi вiдповiдає зупинка p(u), причому кожнiй
зупинцi можуть вiдповiдати кiлька вершин.

Для кожного сполучення conn ∈ CONN в модель додається дуга
(udep(conn), uarr(conn)) мiж вершинами вiдправлення i прибуття цього

сполучення. Для здiйснення пересадок на зупинках до моделi додаються
(незалежно для кожної зупинки p ∈ STOPS, де STOPS — множина зу-
пинок) дуги, призначенi для неявного забезпечення часу для пересадки. В
тому випадку, коли розклад є перiодичним, для кожної зупинки додається
дуга (u, v) з найпiзнiшої до найранiшої вершини зупинки, дозволяючи пе-
реходи з одного перiоду розкладу до iншого. Звичайно, в такому випадку
граф стає циклiчним.

Реалiстична розширена за часом модель подання розкладу у
графi (time-expanded model). В реалiстичнiй моделi для
моделювання пересадок вводяться транзитнi вузли utr(conn) причому
p(utr(conn)) = pdep(conn). Для кожної подiї вiдправлення створюється одна
пересадочна вершина, з’єднана з вiдповiдною вершиною вiдправлення
udep(conn). Вага дуги, що вiдображує сполучення мiж пересадочною вер-
шиною i вершиною вiдправлення, рiвна нулю. Для забезпечення мiнiмаль-
ного часу пересадки на деякiй станцiї, мiж кожною вершиною прибуття u i
вершиною v (яка також вiдповiдає зупинцi p) з вiдповiдним найменшим ча-
сом також додається дуга, причому τ(u)+τtransfer(p) ≤ τ(v), де τtransfer(p)
— час пересадки.

Для забезпечення можливостi залишатися в тому ж потязi на промiжних
зупинках створюється додаткова дуга, яка з’єднує вершину прибуття i вiд-
повiдну вершину вiдправлення, якi вiдповiдають маршруту одного потягу.

Основною перевагою розширеного за часом графу є його незалежнiсть
за часом, тобто дуги мають фiксовану вагу. Ця перевага робить можливим
застосування класичних методiв пошуку найкоротших шляхiв.

Проста залежна вiд часу модель подання розкладу у графi
(time-dependent model).

На вiдмiну вiд розширеного за часом графу, залежнi вiд часу графи
мають значно меншi розмiри (порядку кiлькостi зупинок i маршрутiв роз-
кладу). Даний пiдхiд використовує спецiальнi залежнi вiд часу функцiї
тривалостi подорожi (time-dependent travel time functions) в якостi ваг дуг.

Ключова iдея даного пiдходу — комбiнацiя кiлькох елементарних сполу-
чень в єдину дугу за допомогою залежних вiд часу функцiй тривалостi
подорожi. Введемо простiр функцiй F , який складається з функцiй часу
подорожей у виглядi: f : Π → Z≥0. Кожна функцiя f ∈ F спiвставляє
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(переводить) час вiдправлення у час подорожi (або вартiсть). Час вiдправ-
лення обирається з iнтервалу Π — перiод операцiї у розкладi, час подорожi
може приймати довiльнi невiд’ємнi цiлi числа (з огляду на прибуття пiсля
пiвночi).

Розглянемо просту залежну вiд часу модель мережi. Дано розклад i вiд-
повiдна множина елементарних сполучень CONN . Модель будує направ-
лений граф G = (V,A) створюючи вершину up, яка вiдповiдає зупинцi
p ∈ STOPS. До множини A додаються дуги (p1, p2) тiльки в тому випад-
ку, якщо iснує елементарне сполучення з p1 в p2, тобто pdep(conn) = p1 i
parr(conn) = p2. Вартостi дуг визначаються в термiнах функцiй часу по-
дорожi, тобто c : A → F , де F — простiр функцiй. Отже, кожна дуга
(p1, p2) ∈ A мiстить саме тi точки сполучення, якi вiдповiдають елементар-
ним сполученням з p1 в p2.

Реалiстична залежна вiд часу модель подання розкладу у гра-
фi. Модель ґрунтується на тому судженнi, що пересадки на одному i тому
ж рейсi не бувають оптимальними. Таким чином, модель групує елемен-
тарнi сполучення по рейсу. Нехай ℜp — множина маршрутiв, що проходять
через зупинку p ∈ STOPS. В моделi створюються вершини зупинок p ∈ V
(як i ранiше), але додатково створюються вершини маршрутiв rp для ко-
жної вершини маршруту з ℜp.

Для кожного маршруту (рейсу) r ∈ ℜ розкладу i двох послiдовних за-
дiяних по маршруту зупинок pi, pj ∈ STOPS створюється залежна вiд
часу дуга маршруту (rpi , rpj ) ∈ A. Залежна вiд часу функцiя часу подо-
рожi створеної дуги мiстить точку сполучення, причому для кожного її
елементарного сполучення conn∈CONN дiйснi твердження pdep(conn)=pi,
parr(conn) = pj , r(conn) = r. Для здiйснення пересадок додаються дуги пе-
ресадок, якi поєднують вершини зупинок i усi вiдповiднi вершини маршру-
ту. Отже, додаються дуги (p, rp) i (rp, p) для кожної зупинки
rp ∈ ℜp. Модель враховує мiнiмальний час пересадки встановлюючи
c(p, rp) = τtransfer(p) для усiх дуг, що ведуть з вершини зупинки до вер-
шинам маршруту, де τtransfer(p) — мiнiмальний час пересадки на зупинцi
p. Вiдповiдно, c(rp, p) = 0для усiх дуг, що ведуть з вершин маршруту до
вершини зупинки.

Багатокритерiальнi задачi. Iнколи необхiдно розширити функцiю вар-
тостi кiлькома критерiями. Наприклад, деякi типи транспорту не можуть
використовувати деякi сегменти транспортної мережi. Таким чином, мо-
жна адаптувати фазу попередньої обробки таким чином, щоб вiдповiднi
дуги заборонялись на етапi запиту, або виконувати оновлення метрик для
кожного типу транспорту.

Пошуковий запит може бути гнучкiшим. Наприклад, турист може захо-
тiти зробити подорож трохи довшою, але з бiльшою кiлькiстю туристичних
пунктiв. В такому випадку мають справу з багатокритерiальною задачею.
В такому випадку шляхи порiвнюються з врахуванням усiх критерiїв, а
метою є пошук множини Парето, тобто максимальну множину непорiвню-
ваних шляхiв. Розв’язок такої задачi було запропоновано у [7] алгоритмом
багатокритерiальної установки мiток (Multicriteria Label-Setting — MLS),
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який розширює алгоритм Дейкстри. Для кожної вершини зберiгається на-
бiр недомiнуючих мiток. Кожна мiтка є кортежем, де кожний елемент (за-
пис) позначає один критерiй оптимiзацiї. Прiоритетна черга формується
за значенням мiток а не вершин. На кожнiй iтерацiї обирається найменша
мiтка L i скануються iнцидентi дуги a = (u, v) до вершини u, пов’язаної
з L. Виконується додавання вартостi a до L i потiм об’єднання L в набiр
мiток вершини v з замiною недомiнуючих мiток.

Ще одним пiдходом розв’язання багатокритерiальних задач пошуку най-
коротших шляхiв є оптимiзацiя лiнiйної комбiнацiї критерiїв.

3. Специфiчнi пiдходи розв’язання залежної вiд часу задачi
пошуку найкоротшого шляху

Алгоритм Дейкстри. Цей алгоритм оперує двома структурами даних —
черга прiоритетiв вершин Q i мiтки часу прибуття τ(u) для кожної верши-
ни u ∈ V , якi iнiцiалiзуються нескiнченнiстю. На першому етапi задається
τ(s) = τ i s додається до черги Q з мiткою τ . Далi з черги прiоритетiв оби-
рається вершина u з мiнiмальною мiткою часу прибуття. На наступному
кроцi алгоритм аналiзує усi вихiднi дуги a = (u, v). Для кожної дуги ство-
рюється мiтка орiєнтовного часу прибуття τtent(v) = τ(u) + c(a) в вершину
v. Якщо τtent(v) покращує τ(v), тобто τtent(v) ≤ τ(v), тодi дуга a релаксує-
ться: τ(v) оновлюється значенням τtent(v), до черги Q додається вершина v
з мiткою τtent(v). Алгоритм завершується, коли черга прiоритетiв порожня.

Час роботи алгоритму Дейкстри визначається структурою даних черги
прiоритетiв Q.

Для розв’язання задачi пошуку оптимального шляху з урахуванням роз-
кладу громадського транспорту необхiдно враховувати той факт, що цiльо-
вi вершини s i d в розширеному за часом графi невiдомi. Вхiдними даними
є початкова i цiльова зупинки ps i pd. Вершина s визначається серед усiх
вершин вiдправлення (для простої моделi) або вершин пересадки (для ре-
алiстичної моделi) початкової зупинки ps за критерiєм мiнiмальної мiтки
τ(s) ≥ τ , де τ — найранiший можливий час вiдправлення. Час вiдправлення
з вершини s iнiцiалiзується значенням τ(s). Нажаль, вершина d залишає-
ться невiдомою до етапу завершення алгоритму. Проте для розширеного
за часом алгоритму Дейкстри (Time-Expanded Dijkstra) пошук можна вва-
жати завершеним, якщо буде аналiзуватись будь-яка вершина u зупинки
pd. Перша проаналiзована вершина серед вершин зупинки pd вiдповiдає
найранiшому часу прибуття в pd.

У випадку залежної вiд часу моделi графу (time-dependent model), зу-
пинки ps i pdявно вiдповiдають вершинам s i d. Орiєнтовна мiтка τtent(v)
розраховується за допомогою залежної вiд часу функцiї fa для моменту
часу τ(u) — найранiшого часу прибуття в u.
Двонаправлений пошук. Найпростiший пiдхiд полiпшення часу виконання
алгоритму Дейкстри в статичному випадку — застосування двонаправле-
ного пошуку, тобто додатковий запуск (обернений) алгоритму Дейкстри з
кiнцевого пункту до початкового. Алгоритм завершує свою роботу тодi,
коли деяка v вершина видаляється з черг обох запускiв. На вiдмiну вiд
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статичних задач, двонаправлений пошук алгоритмом Дейкстри потребує
значних модифiкацiй, оскiльки час прибуття в кiнцевий пункт є невiдо-
мим.
Алгоритм A*. Одним iз суттєвих критерiїв оцiнки ефективностi алгоритмiв
на графах, якi працюють в режимi реального часу, є критерiй кiлькостi
розглянутих вершин до моменту знаходження розв’язку. Простiр пошуку
алгоритму Дейкстри можна вiзуалiзувати як коло навколо вихiдної верши-
ни (Рис. 1). Метою цiленапрямленого алгоритму (goal-target) або пошуку
А* є направлення пошуку в сторону цiлi.

Рис 1. Схематичне зображення простору пошуку алгоритму Дейкстри
(злiва), двонаправлений пошук (посерединi), А* алгоритму (справа)

Алгоритм A* [8] наслiдує iдею алгоритму Дейкстри, але в якостi оцiнки
вершин використовує евристичну функцiю h(v) i обирає активну вершину
з найменшим g(v)+h(v), де g(v) — найменший шлях вiд вершини v до цiльо-
вої вершини. h(v) можна вважати нижньою межею (lower bound) вартостi
(вiдстанi, часу) вiд вершини v до цiльової вершини d. Через це вершини,
якi розташованi ближче до цiльової будуть розглянутi алгоритмом ранiше.
Вибiр евристики h(v) залежить вiд постановки задачi i не є частиною ал-
горитму A*, проте вiн визначає коректнiсть i ефективнiсть розробленого
алгоритму A*. Очевидно, що алгоритм Дейкстри є частковим випадком A*
з h ≡ 0.

У [9] алгоритм A* був застосований для розв’язання залежної вiд часу
задачi пошуку найкоротшого шляху з врахуванням розкладу руху транс-
порту. Граф подається залежною вiд часу моделлю. Для кожної вершини
u нижня межа до цiльової зупинки pd розраховується запуском обернено-
го пошуку (з pd) використовуючи статичнi нижнi межi залежних вiд часу
функцiй в якостi значень вартостi дуг.

Алгоритм ALT. Для пришвидшення пошуку найкоротших шляхiв у
великих графах було запропоновано алгоритм ALT (A*, landmarks, and
triangle inequality) [10]. Iдея алгоритму полягає у виконаннi препроцесингу
i обробцi запитiв. Схема алгоритму наведена на Рис. 2.
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Рис 2. Схема алгоритму ALT

На етапi препроцесингу обирається невелика множина вершин в якостi орi-
єнтирiв (landmarks) i зберiгаються вiдстанi мiж орiєнтирами i всiма верши-
нами у графi. При запитi найкоротшого шляху з s в d застосовується алго-
ритм A* з використанням нерiвностi трикутника для розрахунку нижньої
межi для вiдстаней (v, d) для будь-якої вершини v. Тобто, для будь-якого
орiєнтиру li статичної задачi вiрно: g(v, d) ≥ g(v, li) − g(d, li). Якiсть ни-
жнiх меж (а отже i ефективнiсть запиту) залежить вiд вибору орiєнтирiв
на етапi препроцесингу.

Для пошуку найранiшого часу прибуття однонаправлений алгоритм ALT
був адаптований для розширеної за часом моделi [11] i залежної вiд часу
моделi [12]. В обох випадках вибiр орiєнтирiв i розрахунок вiдстаней до
них виконується на допомiжному графi зупинок: вершини вiдповiдають
зупинкам у розкладi, дуга додаються мiж двома зупинками pi, pj , якщо
iснує пряме сполучення вiд pi до pj без промiжних зупинок. Вартостi дуг
вiдображують нижнi межi часу подорожi мiж iнцидентними зупинками.

Геометричнi контейнери. Iншим цiлеспрямованим (goal directed) ме-
тодом є геометричнi контейнери. На етапi попередньої обробки алгоритм
розраховує для кожної дуги a = (u, v) ∈ A мiтку L(a), яка являє собою
множину вершин Va, до яких найкоротший шлях з вершини u проходить
через дугу a. Замiсть явного збереження Va, L(a) узагальнює цю множину
використовуючи геометричну iнформацiю (координати) вершин з Va. Пiд
час запиту якщо цiльова вершина d не належить L(a), з пошуку можна
безпечно вилучити розгляд a. У [13] множину Va апроксимують сектором
(з центром в u), який покриває усi вершини Va. У [14] використовують елi-
птичнi контейнери i випуклi оболонки (convex hull). Недолiком геометри-
чних контейнерiв є необхiднiсть iстотних обчислень для усiх пар вершин.

Геометричнi контейнери були широко протестованi для розширених за
часом моделей [13], [14] при розв’язаннi задачi пошуку найранiшого часу
прибуття до цiльового пункту.

Arc Flags i SHARC. Пiдхiд Arc Flags (прапори дуг) [15] не викори-
стовує геометричнi данi. Протягом попередньої обробки граф дiлиться на
K комiрок, якi грубо збалансованi (мають однакову кiлькiсть вершин) i
мають невелику кiлькiсть граничних вершин. Кожна дуга зберiгає буле-
вий вектор розмiрнiстю K(arc flags), де i-й елемент додатнiй, якщо дуга
належить найкоротшому шляху до деякої вершини з комiрки i. Алгоритм
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пошуку вiдсiкає дуги, якi не мiстять додатнiй бiт для комiрки, яка мiстить
d. Arc Flags для комiрки i розраховуються побудовою дерев найкоротших
шляхiв з кожної граничної вершини (комiрки i), виставляючи i-й елемент
(флаг) для усiх дуг дерева. Рис. 3 показує схему роботи алгоритму [16].
Вершини i arc flags розфарбованi згiдно їх комiрок.

Рис 3. Arc Flags на малих графах

У [11] пiдхiд Arc Flags був адаптований для розширеної за часом моделi.
У графi зупинок (побудованому аналогiчно пiдходу ALT) визначаються
комiрки. На другому кроцi для кожної граничної зупинки p комiрки C i
кожної з її вершин прибуття виконується обернений пошук в розширенiй
за часом моделi. Було показано, що у мережах громадського транспорту
мiж парами вершин може iснувати багато шляхiв однакової довжини, що
робить вибiр вирiшальних правил особливо важливим. Arc Flags можна
комбiнувати з ALT i методом блокування вершин — технiкою уникнення
аналiзу зайвих шляхiв графу.

Алгоритм SHARC, який комбiнує Arc Flags i мiтки найкоротших шля-
хiв, був протестований на залежнiй вiд часу моделi для запитiв маршрутiв
найранiшого часу прибуття [12]. Окрiм того, комбiнацiя Arc Flags i алго-
ритму багатокритерiальної установки мiток (MLS) була використана для
розрахунку повних множин Парето вiдповiдно до критерiїв часу прибуття
i кiлькостi пересадок для реалiстичної залежної вiд часу моделi [17].

У залежних вiд часу графах додатнiй бiт виставляється у випадку, якщо
дуга зустрiчається принаймнi один раз в день на найкоротшому шляху до
вiдповiдної комiрки. З метою покращення продуктивностi, використовують
рiзнi набори прапорiв для рiзних часових iнтервалi дня.

Пiдходи на основi сепараторiв. Планарнi графи мiстять ефективно
обчислювальнi сепаратори. Хоча дорожнi мережi не є планарними, було
виявлено, що вони також мiстять сепаратори. Цей факт використовується
методами цього роздiлу [18].
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Суть процедури вершинного сепаратора (Vertex Separators) – бажано
невелика пiдмножина вершинS ⊂ V , при видаленнi яких граф G розби-
вається на декiлька (бажано збалансованих) комiрок (компонентiв). Цей
сепаратор може бути використаний для побудови overlay (багатошарово-
го) графу G′над S.

Багатошаровий граф даного графу G = (V,E) на пiдмножинi вершин
S ⊆ V — граф з множиною вершин S i дугами, якi вiдповiдають найкоро-
тшим шляхам в G. Для кожної пари вершин u, v ∈ S, найкоротшi u − v-
шляхи мають однакову довжину у Gi G′ [19]. Крiм того, у G′ бажано мати
мiнiмальну кiлькiсть дуг.

У [20] будується граф з «суттєвих» вершин: для кожної пари u, v ∈ S ду-
га (u, v) додається до багатошарового графу якщо найкоротший шлях u−v
не мiстить iнших вершин. Такий пiдхiд був розвинутий до багаторiвневої
iєрархiї сепараторiв V ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk з kрiвнями. Такий багатошаро-
вий граф мiстить дуги мiж вершинами-сепараторами на кожному рiвнi, а
також для кожної комiрки i-го рiвня — дуги мiж вершинами-сепараторами
i-го рiвня i вершинами-сепараторами i− 1-го рiвня (Рис. 4).

Рис 4. Багаторiвневий overlay граф з двома рiвнями. Крапками
позначено вершиннiй сепаратори нижнього (помаранчевого) i верхнього

(зеленого) рiвнiв.

Пiдхiд активно дослiджується i демонструє вiдносно добрi результати для
пошуку наближених найкоротших шляхiв на ненаправлених планарних
версiях мереж дорiг.

Використання багатошарових графiв для пришвидшення запитiв був за-
пропонований в контекстi планування маршрутiв громадським транспор-
том. У [20] будуються багатошаровi графи одного рiвня мiж важливими
вузловими станцiями у розширенiй за часом моделi. Багаторiвневi багато-
шаровi графи, якi ґрунтуються на вершинних сепараторах, були розробленi
в контекстi розширених у часi [20].

Скорочення iєрархiй (Contraction Hierarchies). Пiдхiд полягає у
використаннi концепцiї мiток найкоротших шляхiв, запропонований у [21].
Мiтка найкоротшого шляху (або скорочуюча дуга) — це дуга (u, v), яка не
обов’язково iснує у початковому графi, але визначає найкоротший шлях
з u до v в графi G. Метою є розширення графу G мiтками таким чином,
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щоб запити на великi вiдстанi використовували цi мiтки в для пропуску
«неважливих» вершин. Метод скорочення iєрархiй реалiзовує цю iдею по-
вторним виконанням процедури скорочення вершин. Протягом етапу попе-
редньої обробки метод евристично впорядковує вершини згiдно їх важли-
востi i потiм скорочує в оберненому порядку. Для скорочення вершини v
вона тимчасово вилучається з графу G, а мiж кожною парою її сусiднiх
вершин u i w додаються мiтки найкоротшого шляху в тому випадку, якщо
найкоротший шлях з u в w єдиний i мiстить v. Алгоритм запиту запускає
двонаправлений пошук з s в d на скороченому графi G. Методи [22], [23]
також використовують подiбнi iдеї.

Метод скорочення iєрархiй був адаптований для реалiстичної залежної
вiд часу моделi для обчислення маршрутiв найранiшого прибуття. Для
практичного використання просте застосування алгоритму для графу мар-
шрутiв спричиняє створення надто великої кiлькостi мiток найкоротшого
шляху. Тому скорочення виконується тiльки на щiльному графi, в якому
однiй зупинцi вiдповiдає одна вершина.

Шаблони пересування. Шаблони пересування — спецiальний пiдхiд
пришвидшення роботи алгоритмiв мереж громадського транспорту [24].
Вiн заснований на тому спостереженнi, що у багатьох оптимальних подо-
рожей є спiльний шаблон пересування, тобто послiдовнiсть зупинок пере-
садок. Цi шаблони можна обчислювати на етапi попередньої обробки для
усiх пар зупинок i часу вiдправлення. Пiд час запиту будується спецiальний
граф запиту, який є об’єднанням шаблонiв пересування для початкової i
цiльової зупинок. Дуги графу запиту вiдображують прямi сполучення мiж
зупинками (без пересадок) i можуть бути швидко оцiненi. На наступному
кроцi може бути застосований алгоритм Дейкстри або алгоритм багато-
критерiальної установки мiток (MLS) для графу запиту значно меншого
розмiру.

Якщо визначення шаблонiв пересування для усiх пар зупинок на етапi
попередньої обробки є надто ресурсоємним, тодi можна застосувати дво-
етапний пiдхiд. На першому етапi обирається множина важливих транзи-
тних вузлiв. Мiж такими вузлами виконується пошук глобальних шаблонiв
пересування. Для нетранзитних вершин виконується пошук локальних ша-
блонiв до транзитних вузлiв. Нажаль дослiдження показали неприйнятний
час роботи алгоритму для графiв континентального масштабу. Тому було
запропоновано на етапi попередньої обробки розглядати шаблони пересу-
вання з обмеженою кiлькiстю зупинок (двома). Таким чином етап попере-
дньої обробки транзитної мережi Пiвнiчної Америки зайняв бiльше 3000
годин, а запити виконуються в межах 10мс.

Пiдхiд шаблонiв пересування використовується в Google Transit [24], [25].
TRANSIT. Пiдхiд маршрутизацiї транзитних вузлiв був адаптований

для планування подорожей громадським транспортом [26], [27] — було за-
пропоновано алгоритм TRANSIT.
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Пiдхiд маршрутизацiї транзитних вузлiв (TNR) використовує таблицю
вiдстаней пiдмножини вершин. Протягом етапу попередньої обробки оби-
рається невелика множина T ⊆ V транзитних вузлiв i розраховується вiд-
стань мiж вершинами мiж усiма вершинами попарно пiдмножини. Для
всiх iнших вершин u ∈ V \Tрозраховується вiдповiдна множина вершин
A(u) ⊆ T , якi називаються вершинами доступу (до вершини u). Транзи-
тна вершина v ∈ T вважається вершиною доступу вершини u, якщо iснує
найкоротший шлях P з u в графi G так, що вершина v — найперша вер-
шина в P . Алгоритм запиту використовує таблицю вiдстаней для вибору
такого шляху, який мiнiмiзує вiдстань s − A(s) − A(d) − d. Зазначимо, що
отриманий результат є некоректним, якщо найкоротший шлях не мiстить
вершину з T . Отже, фiльтр локальностi спочатку визначає чи може за-
пит бути локальним (не мiстить вершини з T ) . Якщо це так, запускається
альтернативний алгоритм пошуку найкоротшого шляху для обчислення
правильної вiдстанi. На Рис. 5 зображена схема TNR запиту. Червонi i си-
нi крапки — вузли доступу вершин s i d. Стрiлки вказують на вiдповiднi
рядки (стовпцi) таблицi вiдстаней. Видiленi записи таблицi вiдповiдають
вузлам доступу, якi мiнiмiзують вiдстань s − d. Для кращої ефективностi
зазвичай використовують кiлька рiвнiв транзитних вузлiв i вузлiв доступу.
Для ефективностi алгоритму критичним є вибiр множини транзитних ву-
злiв. Природньо в якостi транзитних вузлiв обирати вершиннi сепаратори
i граничнi вершини сепараторiв-дуг.

Рис 5. TNR запит

Первинна обробка алгоритму TRANSIT використовує (невеликий) граф
зупинок для визначення транзитних вузлiв, мiж якими будується табли-
ця подорожей з мiнiмальним часом подорожей. Кожна зупинка p зберiгає
множину вузлiв доступу A(p), визначену на розширеному за часом графi
запуском локальних пошукiв з кожної подiї вiдправлення p до транзитних
зупинок. На етапi запиту використовуються вершини доступу зупинок ps i
pd i таблиця вiдстаней для вирiшення глобальних запитiв. Для локальних
запитiв, виконується запуск алгоритму A*.

1. Висновки

Розглянута залежна вiд часу задача пошуку найкоротшого шляху, яка
використовується, зокрема, для планування подорожi громадським транс-
портом. Проаналiзовано пiдходи до подання розкладу громадського транс-
порту у виглядi графа — розширеного за часом моделi графу i залежна вiд
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часу модель. Показанi модифiкацiї графу для вiдображення реалiстичних
моделей. Дослiдженi останнi пiдходи розв’язання залежних вiд часу задач
пошуку найкоротших шляхiв з врахуванням розкладу.
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