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НА ОСНОВI МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI РОСТУ

КУЛЬТУРИ МIКРООРГАНIЗМIВ

I. П. Сiренко, Л. I. Потапенко, М. В. Пасiчна, Н. I. Ляшко

Резюме. В роботi проводиться аналiтичне дослiдження задачi
максимiзацiї доходу на множинi розв’язкiв системи звичайних
диференцiйних рiвняь моделi Херберта, яка описує рiст популяцiї
клiтин мiкроорганiзмiв в перiодичнiй глибиннiй культурi.

Вступ
В роботi [1] наводиться модель Херберта, яка описує рiст популяцiї клi-

тин мiкроорганiзмiв в перiодичнiй глибиннiй культурi. Модель подається
такою системою рiвнянь

dX

dt
= X

(
µmS

KS + S
− a

)
, (1)

dS

dt
= −cXSµm

KS + S
, (2)

X(0) = X0, S(0) = S0, (3)
де X — концентрацiя бiомаси, S — концентрацiя субстрату, X0 — початкова
концентрацiя бiомаси, S0 — початкова концентрацiя субстрату, µm — мак-
симальна питома швидкiсть синтезу бiомаси, KS — константа насичення
швидкостi синтезу, a — питома швидкiсть пiдтримання життедiяльностi,
яка в рамках моделi вважається постiйною, c — постiйна, що характеризує
ефективнiсть перетворення субстрату в бiомасу.

Для аналiтичного дослiдження моделi (1)–(3), за [2] перейдемо до без-
розмiрних змiнних x = cX/KS , y = S/KS , τ = µmt, α = a/µm, причому
0 < α < 1.

Тодi система (1)–(3) набуде вигляду
dx

dτ
= x

(
y

1 + y
− α

)
, (4)

dy

dτ
= − xy

1 + y
, (5)

x(0) = x0, y(0) = y0. (6)
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1. Постановка задачi максимiзацiї доходу на основi
дослiджуваної моделi

Для розробки конкретних бiотехнологiчних режимiв через економiчнi
обмеження виникає необхiднiсть оптимiзувати їх в деякому сенсi. Одним з
важливих економiчних показникiв є чистий дохiд, що є сумою всiх грошо-
вих надходжень вiд реалiзацiї продукцiї зi знаком плюс i видаткiв зi знаком
мiнус. Таким чином для вирощування бiомаси мiкроорганiзмiв в глибиннiй
перiодичнiй культурi функцiя чистого доходу буде мати вигляд

F (X,S,X0, S0, t− t0) =

= −A1X0V −A2S0V +A3XV +A4SV −A5(t− t0)−A6, (7)

де V — об’єм ферментатора, A1 — вартiсть одиницi посiвної бiомаси,
A2 — вартiсть одиницi субстрату, A3 — вартiсть одиницi вирощеної бiомаси
(в загальному випадку A1 ̸= A3), A4 — вартiсть одиницi залишкового суб-
страту (в загальному випадку A2 ̸= A4), A5 — вартiсть одиницi часу роботи
ферментатора, A6 — одноразовi витрати на кожну ферментацiю. Перший,
другий, п’ятий та шостий доданки описують витрати виробництва, а третiй
та четвертий — доходи виробництва.

В перiодичнiй культурi об’єм культури не змiнюється тому можна можна
розглядати чистий дохiд на одиницю об’єму ферментатора

F̃ (X,S,X0, S0, t− t0) =
F (X,S,X0, S0, t− t0)

V
=

= −A1X0 −A2S0 +A3X +A4S −A5
(t− t0)

V
−A6

1

V
. (8)

Для зручностi аналiтичного дослiдження перейдемо до безрозрозмiрних
змiнних. Тодi (8) набуде вигляду

F (X,S,X0, S0, t− t0) = f(x, y, x0, y0, θ) =

= −a1x0 − a2y0 + a3x+ a4y − a5θ − a6, (9)

де a1 = A1KS/c, a2 = A2KS , a3 = A3KS/c, a4 = A4KS , a5 = A5/(µmV ),
a6 = A6/V , θ = τ − τ0.

Таким чином, задача максимiзацiї чистого доходу при вирощуваннi бiо-
маси в перiодичнiй глибиннiй культурi зводиться до такою задачi нелiнiйної
оптимiзацiї

maxf(z) (10)
при x > 0, y > 0, x0 > 0, y0 > 0, τ > 0 та умовах, що є розв’язком системи
(4)–(6) [1].

g1(z) ≡ x− x0 + (1− α)(y − y0)− α ln(y/y0) = 0, (11)

g2(z) ≡ −τ +
∫ y

y0

(1 + u)du

u[(1− α)(u− y0)− α ln(u/y0)− x0]
, (12)

де z = (x, y, x0, y0, θ).
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2. Дослiдження задачi максимiзацiї доходу
Для аналiзу задачi (10)–(12) використаємо функцiю Лагранжа

L(z, λ) = f(z)− λ1g1(z)− λ2g2(z),

де λ = (λ1, λ2), λ1, λ2 — множники Лагранжа, g1(z) та g2(z) задаються
залежностями (11), (12).

Якщо в точцi z∗ = (x∗, y∗, x∗0, y
∗
0, θ

∗) досягається максимум функцiї f(z)
при умовах (11) i (12), то iснує хоча б одна ненульова система множникiв
Лагранжа λ∗ = (λ∗1, λ

∗
2) така, що точка (z∗, λ∗) є точкою стацiонарностi

функцiї Лагранжа L(z, λ) за змiнними x, y, x0, y0, θ, λ1, λ2, якi розглядаю-
ться як незалежнi змiннi. Необхiднi умови стацiанарностi функцiї Лагран-
жа зводяться до такою системи з 7 рiвнянь

∂L

∂x0
≡ −a1 + λ1 − λ2h(x0, y0, y) = 0,

∂L

∂y0
≡ −a2 − λ1(α − 1 +

α

y0
) + λ2(h(x0, y0, y)(α − 1 +

α

y0
)− 1 + y0

x0y0
) = 0,

∂L

∂x
≡ a3 − λ1 = 0,

∂L

∂y
≡ a4 − λ1(α− 1 +

α

y
)− λ2

1 + y

y((1− α)(y − y0)− α ln y
y0

− x0)
= 0,

∂L

∂θ
≡ −a5 + λ2 = 0,

∂L

∂λ1
≡ −g1(z) = 0,

∂L

∂λ2
≡ −g2(z) = 0,

де

h(x0, y0, y) =

∫ y

y0

(1 + u)du

u(x0 + (α− 1)(u− y0) + α ln u
y0
)2
.

Легко бачити, що ця система еквiвалентна такiй

a1 − a3 + a5h(x0, y0, y) = 0, (13)

a2 + a1(α− 1 +
α

y0
) + a5

1 + y0
x0y0

= 0, (14)

a4 + a3(α− 1 +
α

y
) + a5

1 + y

xy
= 0, (15)

x− x0 − (α− 1)(y − y0)− α ln
y

y0
= 0, (16)

θ = −
∫ y

y0

(1 + u)du

u(x0 + (α− 1)(u− y0) + α ln u
y0
)
, (17)

λ1 = a3, λ2 = a5.

Для будь-якого розв’язку системи рiвнянь (13)–(17) вектори grad g1 та
grad g2 є лiнiйно незалежними, а

grad f = grad g1 + grad g2,
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тому для розв’язку z∗ = (x∗, y∗, x∗0, y
∗
0, θ

∗) задачi (10)–(12) iснує єдина не-
нульова система множникiв Лагранжа λ∗ = (λ∗1, λ

∗
2) така, що точка (z∗, λ∗)

є стацiонарною точкою функцiї Лагранжа L(z, λ).
Отже, справджується така теорема

Теорема 1. Нехай z∗ розв’язок задачi (10)–(12). Тодi справджуються та-
кi твердження:

1. z∗ є розв’язком системи рiвнянь (13)–(17);
2. a3 < a1, (1− α)a1 > a2, (1− α)a3 > a4;
3. x∗0 > a5/((1− α)a1 − a2), y∗0 > a1α/[(1− α)a1 − a2]
4. x∗ > a5/((1− α)a3 − a4), y∗ > a1α/[(1− α)a3 − a4]

Пункт 1 є наслiдком метода множникiв Лагранжа.
Очевидно що рiвняння (13)–(16) складають систему для знаходження

невiдомих x0, y0, x, y. Зокрема рiвняння (14)–(15) дають необхiднi спiввiд-
ношення x0 та y0, а також мiж x та y вiдповiдно для оптимального розв’яз-
ку:

x0 = − a5(1 + y0)

(a2 + a1α− a1)y0 + a1α
, (18)

x = − a5(1 + y)

(a4 + a3α− a3)y + a3α
. (19)

З (18) випливає, що

lim
y0→∞

x0 =
a5

(1− α)a1 − a2
= x1.

Якщо в (14) y0 виразити через x0, то отримаємо

y0 = − a5 + a1αx0
x0(a2 + a1α− a1) + a5

.

Звiтси отримуємо
lim

x0→∞
y0 =

a1α

(1− α)a1 − a2
= y1.

При (1− α)a1 > a2 та a1 > a2 легко бачити, що

dx0
dy0

=
a5(a2 − a1)

[(a2 + a1α− a1)y0 + a1α]2
< 0.

Отже, функцiя x0 = x0(y0), що задається рiвнянням (18) монотонно спадає.
Якщо ж (1− α)a1 ≤ a2, то

x0 = − a5(1− y0)

[a2 − a1(1− α)]y0 + a1α
< 0

при будь-якому y0, що суперечить фiзичному сенсу x0. Отже, при (1 −
α)a1 ≤ a2 функцiя Лагранжа не має стацiонарних точок з умовою x0 > 0,
y0 > 0. Це означає, що задача знаходження максимума функцiї f(z) при
умовах (11), (12) не має розв’язку.

Аналогiчно попередньому з (19) маємо:
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1. x2 = limy→∞ x =
a5

(1− α)a3 − a4
, y2 = limx→∞ y =

a3α

(1− α)a3 − a4
;

2. При (1 − α)a3 > a4 функцiя x = x(y), що задається рiвнiстю (19),
монотонно спадає (крива 2 на рис. 1), x2 > 0, y2 > y0;

3. Якщо (1 − α)a3 ≤ a4 то x < 0 при будь-якому y, тобто задача
знаходження максимума функцiї f(z) при умовах (11), (12) не має
розв’язку.

Легко бачити, що h ≤ 0 через те, що y ≤ y0. Тодi з (13) витiкає, що
a3 ≤ a1, причому a3 = a1 при h = 0, тобто y = y0, x = x0, τ = 0. При
a3 > a1 задача знаходження максимума функцiї f(z) при умовах (11), (12)
не має розв’язку через те, що не виконується необхiдна умова (13).

Таким чином, Теорема 1 дає деякi необхiднi умови iснування розв’язку
задачi (10)–(12), однак нiчого не не каже про знечення функцiонала чистого
доходу f(z). Хоча дана задача має сенс i при значеннях f(z) ≤ 0 (у цьому
випадку мова йтиме про мiнiмiзацiю збиткiв), проте бiльший iнтерес являє
пошук умов, при яких f(z) > 0. Вiдповiдь на це запитання дає

Теорема 2. Функцiонал чистого доходу f(z) може набувати додатнiх
значень (при умовi, що iснують iнтервали часу, на яких значення f(z)
зростає), тiльки у двах випадках:

1. якщо (1− α)a3 > a4 та a3 > a1;
2. якщо (1− α)a3 > a4, a3 ≤ a1, a2 < (1− α)a3, a2 < (1− α)a1.

Вище було показано, що при (1− α)a3 ≤ a4 чистий дохiд зменшується з
плином часу. Отже необхiдною умовою зростання чистого доходу є умова
(1− α)a3 > a4.

Пiдставивши x з (11) у вираз для f(z) отримаємо

f(z) = (a3−a1)x0−y0[a2−a3(1−α)]−y[a3(1−α)−a4]+a3α ln
y

y0
−a5τ −a6.

Якщо a3 > a1, то з ростом x0 член (a3 − a1)x0 можна зробити як завгодно
великим (тут ми не враховуємо чисто фiзiологiчнi обмеження на x0) При
цьому доданки у виразi для f(z) (крiм a5τ) не змiнюються, а τ зменшується
тому, що в (12) знаменник пiдiнтегрального виразу збiльшується. Отже при
достатньо великих x0 можливо f(z) > 0.

Нехай a3 ≤ a1. Якщо a2 ≥ (1−α)a3 то f(z) < 0 для будь-якого z, тому що
меншими нуля будуть i всi доданки у виразi для f(z). Якщо ж a2 < (1−α)a3
то з представлення f(z) у виглядi

f(z) = (a3 − a1)x0 + y0[a1(1− α)− a2] + y0(1− α)(a3 − a1)−

− y[a3(1− α)− a4] + a3α ln
y

y0
− a5τ − a6

витiкає, що при a2 ≥ (1 − α)a3 значення f(z) < 0 для будь-якого z, а при
a2 < (1− α)a3 можуть iснувати такi значення z, при яких f(z) > 0.

42



I. П. СIРЕНКО, Л. I. ПОТАПЕНКО, М. В. ПАСIЧНА, Н. I. ЛЯШКО

Висновки
Якщо перейти до вихiдних змiнних то можна зробити такi висновки (вiдмi-
тимо, що всi умови залежать не тiльки вiд вихiдних вартостей Ai,
i = 1, 6, але i вiд фiзiологiчних парметрiв конкретної культури мiкроор-
ганiзмiв (µm,KS , c, a):

1. Задача максимiзацiї чистого доходу при вирощуваннi бiомаси в го-
могеннiй перiодичнiй культурi має розв’язок, якщо A3 < A4,
(1− a/µm)A1c > A2, (1− a/µm)A3c > A4;

2. Оптимальнi початковi значення концентрацiї бiомасиX∗
0 та концен-

трацiї субстрату S∗
0 повиннi задовольняти спiввiдношення

X0 = − A5(KS + S0)

V

{[
A2µm
c

+A1(µm − a)

]
S0 +A1aKS

} , (20)

звiдси випливає, що необхiдно виконання умов

X∗
0 > X1 =

A5

V

[
A1(µm − a)− A2µm

c

] ,
S∗
0 > S1 =

aA1KS[
A1(µm − a)− A2µm

c

] .
В iншому випадку процес буде не оптимальним.

3. Оптимальнi кiнцевi значення концентрацiї бiомаси X∗ та концен-
трацiї субстрату S∗ повиннi задовольняти спiввiдношення

X = − A5(KS + S)

V

{[
A4µm
c

+A3(a− µm)

]
S +A3aKS

} , (21)

в iншому випадку процес буде не оптимальним.
4. Якщо (1− a/µm)A3c ≤ A4, то процес економiчно збитковий.
5. Вирощування глибинної перiодичної культури може приносити чи-

стий дохiд у двох випадках:
(a) коли (1 − a/µm)A3 > A4 та A3 ≥ A1 (ця умова збiгається з

умовою висновку 5 i тому, вiдповiдно, необхiдно враховувати
чисто фiзiологiчнi обмеження на X0);

(b) коли до умов iснування розв’язку задачi максимiзацiї чистого
доходу додається умова A3c(1− a/µm) ≥ A2.
Вiдмiтимо, що цi умови необхiднi, але не достатнi для отрима-
ння чистого доходу.
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