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Резюме. В роботi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з моно-
тонними операторами, що дiють у гiльбертовому просторi. Вва-
жається, що оператор нерiвностi є сумою монотонних операторiв,
а допустима множина є перетином опуклих замкнених множин.
Для розв’язання нерiвностей запропоновано децентралiзований
iтерацiйний алгоритм з довiльним зв’язним графом зв’язкiв мiж
агентами-користувачами. Доведено теорему про слабку збiжнiсть
алгоритму.
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1. Вступ

Велика кiлькiсть актуальних проблем, таких як мережевi задачi роз-
подiлення ресурсiв, розподiл потокiв, тощо можуть бути сформульованi у
виглядi задач на розв’зання варiацiйних нерiвностей [1]–[4]. Побудова та
дослiдження методiв розв’язання варiацiйних нерiвностей є цiкавим та ба-
гатим на результати напрямом прикладного нелiнiйного аналiзу [3, 5]–[16].

З розвитком комп’ютерної технiки i появою багатоядерних процесорiв
для персональних комп’ютерiв все бiльшої актуальностi набувають алго-
ритми декомпозицiї [17]–[21], зокрема, тi, що спираються на паралельну ор-
ганiзацiю обчислень [4, 22]–[26]. Вони дозволяють розбити велику задачу
на дрiбнiшi пiдзадачi, якi обчислюються простiше i можуть обчислюватись
одночасно. За рахунок цього загальна складнiсть алгоритму зростає, але
час виконання зменшується. З розвитком комп’ютерних мереж загалом та,
перш за все, мережi Internet особливе мiсце в паралельних обчисленнях по-
сiли розподiленi обчислення: розподiл задачi не на окремi процесори одного
комп’ютера, а на рiзнi комп’ютери мережi. Важливу роль в них вiдiграють
GRID-системи — мережi комп’ютерiв, що надають свої ресурси для вико-
нання обчислювальних задач через єдиний iнтерфейс, вiдкритi або закритi
для вiльного доступу.

В данiй роботi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з монотонними опе-
раторами, що дiють у гiльбертовому просторi. Вважається, що оператор
нерiвностi є сумою монотонних операторiв, а допустима множина є пе-
ретином опуклих замкнених множин. Для розв’язання таких нерiвностей
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запропоновано децентралiзований iтерацiйний алгоритм, подiбний до роз-
глянутого в роботi [4]. Суттєвою вiмiннiстю вiд [4] є те, що в ми будуємо
алгоритм на мережi з довiльним зв’язним графом зв’язкiв мiж агентами-
користувачами. В [4] розглядався повний граф.

Основний результат даної роботи — теорема про слабку збiжнiсть запро-
понованого децентралiзованого алгоритму.

2. Постановка задачi
Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр. Розглянемо мережу з множи-

ною користувачiв I = {1, ..,K}. Кожному з користувачiв мережi вiдповiдає
оператор A(i) : H → H, i ∈ I та деяка множина C(i) ⊆ H, i ∈ I. Цi данi є
прихованою iнформацiєю користувачiв i не можуть бути отриманi iншими
користувачами мережi. Нехай A(i), C(i), i ∈ I задовiльняють такi умови.

Умова 1.
1. Кожен оператор A(i), i ∈ I — строго монотонний i хемiнеперерв-

ний.
2. Кожна множина C(i), i ∈ I — непорожня, обмежена, замкнена

та опукла пiдмножина H.
3. Множина C =

∩
i∈I C

(i) непорожня.

Кожен користувач взаємодiє з сусiднiми користувачами вiдповiдно до
неорiєнтованого зв’язного графу Γ. Позначимо I(i) ⊆ I множину сумiжних
вершин з вершиною i.

Розглянемо таку задачу.

Задача 1. Знайти

x∗ ∈ V I

(
C,
∑
i∈I

A(i)

)
=

{
x∗ ∈ C :

⟨
y − x∗,

∑
i∈I

A(i)(x∗)

⟩
≥ 0 ∀ y ∈ C

}
.

Припустимо, що V I
(
C,
∑

i∈I A
(i)
)
̸= ∅.

Зауважимо, що умова 1.1 гарантує, що оператор A =
∑

i∈I A
(i) — строго

монотонний i хемiнеперервний. З умов 1.2 i 1.3 випливає, що допустима
множина C =

∩
i∈I C

(i) — непорожня, замкнена, опукла i обмежена. Отже,
задача 1 має єдиний розв’язок.

3. Децентралiзований проксимальний алгоритм
Опишемо децентралiзований проксимальний алгоритм розв’язання за-

дачi 1.
На початку кожен користувач отримує точку початкового наближення

x̄
(i)
0 та послiдовнiсть розмiрiв кроку (αn) ⊂ [0, 1], αn ∈ [0, 1]. Послiдовнiсть

(αn) задовiльняє таку умову.

Умова 2.
1. αn+1 ≤ αn для всiх n ∈ N,
2. limn→∞ αn = 0,
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3.
∑

n→∞ αn = +∞.

Прикладом такої послiдовностi є послiдовнiсть αn = 1
n .

Також користувачi отримують матрицю усереднень S = {sij}i∈I , що має
наступнi властивостi.

Умова 3.
1. ST = S;
2.
∑K

i=1 sij = 1;
3. sij > 0, якщо i-й та j-й користувачi взаємодiють мiж собою,
sij = 0 в iншому випадку.

Зауваження 1. Таку матрицю можна отримати наступним чином:
sij = 1/K, якщо i-й та j-й користувачi з’єднанi мiж собою та i ̸= j.
sij = 0, якщо i-й та j-й користувачi не з’єднанi мiж собою.
sii = 1−

∑
j ̸=i sij .

Тепер ми можемо сформулювати алгоритм розв’язку задачi 1.

Алгоритм 1.
1. Покладемо n := 0;

2. Кожен користувач у вiдповiдностi з отриманим x̄
(i)
n обчислює точку

x
(i)
n+1 = PC(i)

(
x̄(i)n − αn+1A

(i)
(
x
(i)
n+1

))
, i ∈ I. (1)

Ця точка передається всiм сусiднiм користувачам вiдповiдно до гра-
фу Γ.

3. Користувачi обчислюють

x̄
(i)
n+1 =

∑
j∈I(i)

sijx
(j)
n+1, (2)

а також наступнi середнi значення:

z
(i)
n+1 =

1∑n+1
k=1 αk

n+1∑
k=1

αkx
(i)
k . (3)

Кладемо n = n+ 1 i переходимо на крок 2.

Зауваження 2. Рiвняння з (1) має єдиний розв’язок x(i)n+1.

Зауваження 3. У випадку, якщо оператор A(i) є похiдною по Гато опу-
клого функцiоналу fi(x), (1) набуває вигляду:

x
(i)
n+1 = proxαnfi(x̄

(i)
n ) = argminx∈C(i)

{
1

2

∥∥∥x− x̄(i)n

∥∥∥+ αnfi(x)

}
.

Оскiльки для довiльного j ̸∈ I(i) sij = 0, то∑
j∈I(i)

sijx
(j)
n+1 =

∑
j∈I

sijx
(j)
n+1.

Основним результатом даної роботи є
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Теорема 1. Згенерованi алгоритмом 1 послiдовностi (z(i)n+1) слабко збiга-
ються до єдиного розв’язку задачi при довiльному i ∈ I.

Наступний пункт присвячено доведенню теореми 1.

4. Доведення збiжностi алгоритму
Має мiсце

Лема 1. Нехай
(
z
(i)
n+1

)
,
(
x
(i)
n

)
,
(
x̄
(i)
n

)
, i ∈ I — послiдовностi, згенерованi

алгоритмом 1. Тодi:

1)
(
z
(i)
n+1

)
,
(
x
(i)
n

)
,
(
x̄
(i)
n

)
, i ∈ I — обмеженi;

2) для будь-яких n ∈ N i y ∈ C

−
∑

i∈I ∥x̄
(i)
0 − y∥2∑n

k=0 αk+1
≤ 2

∑
i∈I

⟨
y − z

(i)
n+1, A

(i)(y)
⟩
−

−
∑
i∈I

∑n
k=0 ∥x

(i)
k+1 − x̄

(i)
k ∥2∑n

k=0 αk+1
; (4)

3) iснує M ∈ R таке, що для довiльного i ∈ I та довiльного n ∈ N
виконується оцiнка

n∑
k=0

∥x(i)k+1 − x̄
(i)
k ∥2 ≤M

n∑
k=0

αk+1.

Доведення. Пункт 1) випливає з обмеженостi та опуклостi множин C(i).
Доведемо 2). Зафiксуємо i ∈ I. Для довiльного k ∈ N

∥x(i)k+1 − y∥2 = ∥PC(i)

(
x̄
(i)
k − αk+1A

(i)(x
(i)
k+1)

)
− PC(i)(y)∥2 ≤

≤
⟨
x̄
(i)
k − αk+1A

(i)(x
(i)
k+1)− y, x

(i)
k+1 − y

⟩
=

=
1

2

(
∥x̄(i)k − αk+1A

(i)(x
(i)
k+1)− y∥2 + ∥x(i)k+1 − y∥2−

−∥(x̄(i)k − αk+1A
(i)(x

(i)
k+1)− y)− (x

(i)
k+1 − y)∥2

)
,

звiдси:

∥x(i)k+1−y∥
2≤∥(x̄(i)k −y)−αk+1A

(i)(x
(i)
k+1)∥

2−∥(x̄(i)k −x(i)k+1)−αk+1A
(i)(x

(i)
k+1)∥

2=

= ∥x̄(i)k − y∥2 − 2αk+1⟨x̄
(i)
k − y,A(i)(x

(i)
k+1)⟩−

− ∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2 − 2αk+1⟨x
(i)
k+1 − x̄

(i)
k , A(i)(x

(i)
k+1)⟩ =

= ∥x̄(i)k − y∥2 + 2αk+1⟨y − x
(i)
k+1, A

(i)(x
(i)
k+1)⟩ − ∥x̄(i)k − x

(i)
k+1∥

2.

З монотонностi оператора A(i) випливає, що ⟨y − x
(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ ≥
≥ ⟨y − x

(i)
k+1, A

(i)(x
(i)
k+1)⟩. Отже, отримаємо:

∥x(i)k+1 − y∥2 ≤ ∥x̄(i)k − y∥2 + 2αk+1⟨y − x
(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ − ∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2.
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Зафiксуємо j ∈ I. Домножимо отриману нерiвнiсть на sij та просумуємо
по i:∑

i∈I
sij∥x(i)k+1 − y∥2 ≤

≤
∑
i∈I

sij

(
∥x̄(i)k − y∥2 + 2αk+1⟨y − x

(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ − ∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2
)
.

З iншого боку маємо

∥x̄(j)k+1 − y∥2 = ∥
∑
i∈I

sijx
(i)
k+1 − y∥2 ≤

∑
i∈I

sij∥x(i)k+1 − y∥2

i

∥x̄(j)k+1−y∥
2 ≤

∑
i∈I

sij

(
∥x̄(i)k − y∥2 + 2αk+1⟨y − x

(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ − ∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2
)
.

Просумуємо отримане по j ∈ I∑
j∈I

∥x̄(j)k+1 − y∥2 ≤

≤
∑
i∈I

sij

(
∥x̄(i)k − y∥2 + 2αk+1⟨y − x

(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ − ∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2
)
=

=
∑
i∈I

(
∥x̄(i)k − y∥2 + 2αk+1⟨y − x

(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ − ∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2
)∑

j∈I
sij .

Оскiльки матриця S симетрична, а сума всiх її рядкiв дорiвнює 1, то∑
j∈Ii sij =

∑
j∈I sji = 1. Отже, отримаємо:∑

i∈I
∥x̄(i)k+1 − y∥2 ≤

∑
i∈I

∥x̄(i)k − y∥2+

+ 2αk+1

∑
i∈I

⟨y − x
(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ −
∑
i∈I

∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2.

Просумуємо отриману нерiвнiсть по k вiд 0 до m.∑
i∈I

∥x̄(i)m+1 − y∥2 ≤
∑
i∈I

∥x̄(i)0 − y∥2+

+ 2
m∑
k=0

αk+1

∑
i∈I

⟨y − x
(i)
k+1, A

(i)(y)⟩ −
m∑
k=0

∑
i∈I

∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2.

Отже, для довiльного y ∈ C

−
∑
i∈I

∥x̄(i)0 − y∥2 ≤

≤ 2
∑
i∈I

⟨
m∑
k=0

αk+1y −
m∑
k=0

αk+1x
(i)
k+1, A

(i)(y)

⟩
−

m∑
k=0

∑
i∈I

∥x̄(i)k − x
(i)
k+1∥

2,
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i

−
∑

i∈I ∥x̄
(i)
0 − y∥2∑m

k=0 αk+1
≤ 2

∑
i∈I

⟨
y − z

(i)
m+1, A

(i)(y)
⟩
−
∑
i∈I

∑m
k=0 ∥x

(i)
k+1 − x̄

(i)
k ∥2∑m

k=0 αk+1
,

що i треба було довести.
Перейдемо до доведення 3). З обмеженостi

(
z
(i)
n+1

)
, а також розбiжностi

ряду
∑

n→∞ αn, отримаємо обмеженiсть
∑m

k=0 ∥x
(i)
k+1 − x̄

(i)
k ∥2. Звiдси, для

будь-якого i ∈ I iснує M ∈ R:
∑n

k=0 ∥x
(i)
k+1 − x̄

(i)
k ∥2 ≤ M

∑n
k=0 αk+1. Зi

скiнченностi множини I випливає iснування спiльного для всiх M ∈ R. �

Лема 2. Послiдовнiсть
(∑m

k=0 ∥x
(i)
k+1−x̄

(j)
k ∥2∑m

k=0 αk+1

)
— обмежена для довiльних i,

j ∈ I.

Доведення. Розглянемо доданок ∥x(i)k+1 − x̄
(j)
k ∥:

∥x(i)k+1 − x̄
(j)
k ∥2 ≤ ∥x(i)k+1 − x̄

(i)
k ∥2 + ∥x̄(i)k − x̄

(j)
k ∥2.

Оскiльки обмеженiсть вiдповiдної суми для i = j випливає з пункту 3)
попередньої леми, то достатньо довести наступне:

m∑
k=0

∥x̄(i)k − x̄
(j)
k ∥2 ≤ M̄

n∑
k=0

αk+1 (5)

для довiльних i, j ∈ I та деякого M̄ ∈ R.
Розпишемо один з доданкiв цiєї суми:

∥x̄(i)k − x̄
(j)
k ∥2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
l∈I

slix
(l)
k −

∑
p∈I

spjx
(p)
k

∥∥∥∥∥∥
2

.

Зведемо доданки за наступним алгоритмом:

Алгоритм 2.

1. Для всiх l ∈ I, якщо sli > 0 i spj > 0, то зведемо їх. Отримаємо
набори ŝli, ŝpj . При цьому

∑
l∈I ŝli =

∑
p∈I ŝpj , оскiльки∑

l∈I sli =
∑

p∈I spj .
2. З ŝli видiлимо найбiльший елмент sli, з ŝpj — найменший нену-

льовий spj . Якщо spj > sli, змiнимо знак пiд нормою i повторимо
процедуру.
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3. Позначимо spj = λ
(lp)
1 = λ

(lp)
1 (i, j) i винесемо λ

(lp)
1 x

(l)
k − λ

(lp)
1 x

(p)
k з

модуля за нерiвнiстю трикутника, отримавши:∥∥∥∥∥∥
∑
l∈I

slix
(l)
k −

∑
p∈I

spjx
(p)
k

∥∥∥∥∥∥
2

≤

≤

∥∥∥∥∥∥
∑
l∈I

ṡlix
(l)
k −

∑
p∈I

ṡpjx
(p)
k

∥∥∥∥∥∥
2

+ λ
(lp)
1 ∥x(l)k − x

(p)
k ∥2.

Тут ṡlj — залишок набору. Повторимо крок 2, позначивши ŝli = ṡli,
ŝlj = ṡlj .

Застосувавши даний алгоритм отримаємо суму:

∥∥∥∥∥∑
l∈I

slix
(l)
k −

∑
l∈I

sljx
(l)
k

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
∑
p,q∈I

λ
(p,q)
1 (x

(p)
k − x

(q)
k )

∥∥∥∥∥∥
2

≤

≤
∑
p,q∈I

λ
(p,q)
1 ∥x(p)k − x

(q)
k ∥2.

Тут коефiцiєнти λ(i,j)1 не залежать вiд поточного кроку k, а залежать лише
вiд (i, j) та матрицi S. Також,

∑
p,q∈I λ

(p,q)
1 ≤ 1, а у випадку, якщо i, j

мають спiльного сусiда, то
∑

p,q∈I λ
(p,q)
1 < 1. Розпишемо один з отриманих

доданкiв:

∥x(p)k − x
(q)
k ∥2 ≤ ∥x(p)k − x̄

(p)
k−1∥

2 + ∥x(q)k − x̄
(q)
k−1∥

2 + ∥x̄(p)k−1 − x̄
(q)
k−1∥

2.

Пiдставимо отримане в попередню нерiвнiсть:

∥x̄(i)k − x̄
(j)
k ∥2 ≤

∑
p,q∈I

λ
(p,q)
1 ∥x̄(p)k−1 − x̄

(q)
k−1∥

2 + 2
∑
p∈I

λ̄
(p)
1 ∥x(p)k − x̄

(p)
k−1∥

2,

де 2λ̄
(p)
1 =

∑
q ̸=p λ

(p,q)
1 , а

∑
p∈I λ̄

(p)
1 ≤ 1.

Розписавши вiдповiдно всi доданки ∥x̄(p)k−1−x̄
(q)
k−1∥, в пiдсумку отримаємо:

∥x̄(i)m − x̄(j)m ∥2 ≤
m∑
k=1

2
∑
p∈I

λ̄
(p)
m−k+1∥x

(p)
k − x̄

(p)
k−1∥

2+

+
∑
p,q∈I

λ(p,q)m ∥x̄(p)0 − x̄
(q)
0 ∥2 =

m∑
k=1

2
∑
p∈I

λ̄
(p)
m−k+1∥x

(p)
k − x̄

(p)
k−1∥

2 + λmM0. (6)

Тут λm =
∑

p,q∈I λ
(p,q)
m = 2

∑
p∈I λ̄

(p)
m , а M0 =

∑
p,q∈I ∥x̄

(p)
0 − x̄

(q)
0 ∥2.

51



О. А. ХАРЧЕНКО, В. I. ЦАРУК, Л. М. ЧАБАК

Пiдставивши доданки в суму, нерiвнiсть перетвориться на:

n∑
m=0

∥x̄(i)m − x̄(j)m ∥2 ≤
n∑

m=0

 m∑
k=1

2
∑
p∈I

λ̄
(p)
m−k+1∥x

(p)
k − x̄

(p)
k−1∥

2 + λmM0

 =

= 2
∑
p∈I

n∑
m=0

λ̄(p)m

m∑
k=1

∥x(p)k − x̄
(p)
k−1∥

2 +M0

n∑
m=0

λm ≤

≤ 2
∑
p∈I

n∑
m=0

λ̄(p)m M

m∑
k=1

αk +M0

n∑
m=0

λm ≤

≤ 2M
∑
p∈I

n∑
m=0

λ̄(p)m

n∑
k=1

αk+M0

n∑
m=0

λm ≤ 2M

n∑
k=1

αk

n∑
m=0

∑
p∈I

λ̄(p)m +M0

n∑
m=0

λm.

Оскiльки λm =
∑

p,q∈I λ
(p,q)
m = 2

∑
p∈I λ̄

(p)
m , отримаємо

n∑
m=0

∥x̄(i)m − x̄(j)m ∥2 ≤

≤
n∑

m=0

λm

(
2M

n∑
k=1

αk +M0

)
≤M ′

(
n∑

k=1

αk

)(
n∑

m=0

λm

)
. (7)

Доведемо тепер збiжнiсть ряду
∑n

m=0 λm. Оцiнимо знизу найменший ко-
ефiцiент при модулях в отриманiй сумi. Введемо число

λ = min
i,j,p,q∈I

{a = λ
(p,q)
1 (i, j) : a > 0}.

Очевидно, що довiльний ненульовий коефiцiент λ(p,q)1 ≥ λ, p, q ∈ I, а, вiдпо-
вiдно, λ(p,q)m ≥ λm.

Позначимо дiаметр графа Γ як DΓ. Розглянемо найкоротший маршрут
мiж i-м та j-м користувачами. Нехай довжина цього маршруту d ≤ DΓ.
Розглянемо (6), розписавши його до кроку m = k − d+ 1:∑

p,q∈I
λ
(p,q)
d−1 ∥x̄

(p)
k−d+1 − x̄

(q)
k−d+1∥

2.

Тут
∑

p,q∈I λ
(p,q)
d−1 ≤ 1. Оскiльки це передостаннiй крок маршруту, то для

p = i, j iснують такi q = q∗, що i-й або j-й користувач сумiжнi з q∗. Роз-
глянемо один з цих доданкiв:

λ
(i,q∗)
d−1 ∥x̄(i)k−d+1 − x̄

(q∗)
k−d+1∥

2 = λ
(i,q∗)
d−1

∥∥∥∥∥∥
∑
p∈I

(
spix

(p)
k−d+1 − spq∗x

(p)
k−d+1

)∥∥∥∥∥∥ ≤ (∗)

Оскiльки siq∗ > λ > 0, sii > λ > 0, позначимо s0 = min{siq∗ , sii} > 0. Тодi

(∗) ≤ λ
(i,q∗)
d−1

∑
v,w∈I

γ(v,w)∥x(v)k−d+1 − x
(w)
k−d+1∥

2 + s0∥x(i)k−d+1 − x
(i)
k−d+1∥

 .
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Тут
∑

v,w∈I γ
(v,w) + s0 ≤ 1, а отже

∑
v,w∈I γ

(v,w) ≤ 1− s0 ≤ 1− λ. Отже,

λd =
∑
p,q∈I

λ
(p,q)
d ≤

∑
(p,q)∈I,p̸=i,q ̸=q∗

λ
(p,q)
d−1 + λ

(i,q∗)
d−1

∑
v,w∈I

γ(v,w) ≤

≤ 1− λ
(i,q∗)
d−1 λ ≤ 1− λd.

Отже, пiдставивши найдовшу довжину маршруту, отримаємо, що
λDΓ

≤1−λDΓ . Продовживши данi iтерацiї, отримаємо, що λn+DΓ
≤λn(1−λDΓ).

Пiдставивши данi спiввiдношення в ряд, маємо

n∑
m=0

λm ≤
DΓ∑
k=0

n∑
m=0

λmDΓ+k ≤
DΓ∑
k=0

n∑
m=0

λk(1− λDΓ)m → L ∈ R.

I, нарештi, пiсля пiдстановки в (7)

n∑
m=0

∥x̄(i)m − x̄(j)m ∥2 ≤M ′

(
n∑

k=1

αk

)(
n∑

m=0

λm

)
≤ LM ′

(
n∑

k=1

αk

)
,

отримаємо умову (5). �

Розглянемо послiдовностi (z̄(i)n+1), якi заданi рiвностями

z̄
(i)
n+1 =

1∑n+1
k=1 αk

n+1∑
k=1

αkx̄
(i)
k−1, (8)

де x̄(i)k−1 визначається з (2), а (αn) задовiльняє умовi 2. Справедлива

Лема 3. Для довiльних i, j ∈ I

lim
n→∞

∥z(i)n+1 − z̄
(j)
n+1∥ = 0.

Доведення. Зафiксуємо i, j ∈ I. З леми 1.1 i леми 2 випливає iснуван-
ня таких M1,M2 > 0, що для довiльного n ∈ N ∥x(i)n+1 − x̄

(j)
n ∥2 ≤ M1 i∑n

k=0 ∥x
(i)
k+1 − x̄

(j)
k ∥2/

∑n
k=0 αk+1 ≤ M2. Зафiксуємо ε > 0. Умова 2.2 гаран-

тує iснування m1 ∈ N такого, що αn ≤ ε ∀n ≥ m1. З умови 2.3 випливає,
що для m1 iснує m2 ∈ N таке, що

1∑m2
k=1 αk

m1∑
k=1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2 ≤ M1∑m2
k=1 αk

m1∑
k=1

αk ≤ ε.

Звiдси для довiльного n ≥ m2

1∑n+1
k=1 αk

m1∑
k=1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2 ≤ ε.
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Тодi, враховуючи (3), (8) i умову 2.1, отримаємо, що для довiльного
n ≥ n0 = max{m1,m2} виконується

∥z(i)n+1 − z̄
(j)
n+1∥

2 =

∥∥∥∥∥ 1∑n+1
k=1 αk

n+1∑
k=1

αk(x
(i)
k+1 − x̄

(j)
k )

∥∥∥∥∥
2

≤

≤ 1∑n+1
k=1 αk

n+1∑
k=1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2 =
1∑n+1

k=1 αk

m1∑
k=1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2+

+
1∑n+1

k=1 αk

n+1∑
k=m1+1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2 ≤

≤ ε+
αm1+1∑n+1
k=1 αk

n+1∑
k=m1+1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2 ≤

≤ ε+
ε∑n+1

k=1 αk

n+1∑
k=m1+1

αk∥x
(i)
k − x̄

(j)
k−1∥

2 ≤ (1 +M2)ε,

звiдки випливає, що limn→∞ ∥z(i)n+1 − z̄
(j)
n+1∥ = 0. �

Перейдемо, нарештi, до доведення теореми 1.

Доведення теореми 1. Зафiксуємо i ∈ I. З обмеженостi послiдовностi (z(i)n )

випливає iснування пiдпослiдовностi (z(i)nl ), що слабко збiгається до деякого
z
(i)
∗ ∈ H. З опуклостi та замкненостi множини C(i) випливає, що z(i)∗ ∈ C(i).

З леми 3 випливає, що z̄
(i)
n ⇀ z

(i)
∗ . Водночас для довiльного j ∈ I \ {i}

лема 3 гарантує, що z(j)n ⇀ z
(i)
∗ . При цьому z(j)n ⊂ C(j), а отже, враховуючи

замкненiсть C(j), маємо z(i)∗ ∈ C(j), i, узагальнивши, z(i)∗ ∈
∩

i∈I C
(i) = C.

Пiдставимо послiдовнiсть iндексiв (nl) в нерiвнiсть (4), отримаємо, що
для довiльних y ∈ C i l ∈ N

−
∑

i∈I ∥x̄
(i)
0 − y∥2∑nl−1

k=0 αk+1

≤ 2
∑
i∈I

⟨
y − z(i)nl

, A(i)(y)
⟩
.

Перейшовши до границi при l → ∞, i враховуючи умову 2.3, отримаємо,
що для довiльного y ∈ C

0 ≤ 2
∑
i∈I

⟨
y − z

(i)
∗ , A(i)(y)

⟩
= 2

⟨
y − z

(i)
∗ ,
∑
i∈I

A(i)(y)

⟩
.

Оскiльки оператор
∑

i∈I A
(i) — монотонний i хемiнеперервний, то з умови

1.1 ми отримаємо, що

0 ≤ 2

⟨
y − z

(i)
∗ ,
∑
i∈I

A(i)(z
(i)
∗ )

⟩
∀y ∈ C,

а отже z(i)∗ ∈ V I(C,
∑

i∈I A
(i)).
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Оскiльки з умов задачi випливає, що V I(C,
∑

i∈I A
(i)) складається з єди-

ної точки x∗, отримаємо, що для довiльного i ∈ I довiльна слабко збiжна
пiдпослiдовнiсть (z

(i)
nl ) обмеженої послiдовностi (z(i)n ) слабко збiгається до

x∗ розв’язку задачi 1, а отже z(i)n ⇀ x∗. �
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