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КОВАРIАЦIЙНА МАТРИЦЯ ОЦIНКИ ПАРАМЕТРIВ
ЛIНIЙНОЇ РЕГРЕСIЙНОЇ МОДЕЛI З ОБМЕЖЕННЯМИ НА

ПАРАМЕТРИ

М. Ю. Савкiна

Резюме. В роботi знайдено в явному виглядi коварiацiйну ма-
трицю оцiнки параметрiв лiнiйної регресiйної моделi з обмежен-
нями на параметри в виглядi рiвностей у випадку, коли кiлькiсть
обмежень на одиницю менше кiлькостi параметрiв. Невiдомi па-
раметри моделi оцiнюються за методом найменших квадратiв.

Abstract. Covarience matrix of equality constrained estimation of
parameters of linear regression model is found in explicit form when
the number of restrictions on the number one less parameters in the
paper. The unknown model parameters are estimated by the method
of least squares.

1. Вступ

Розглянемо модель лiнiйної регресiї

yi = f(ti) + ξi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ξ0, ..., ξn — незалежнi у сукупностi випадковi величини з Eξi = 0 та
Dξi = σ2, а функцiю регресiї f(t) можна подати у виглядi:

f(t) = a0x0(t) + a1x1(t) + ...+ ak−1xk−1(t), (2)

де a0, a1, ..., ak−1 невiдомi параметри, якi пiдлягають оцiнюванню; x0(t),
x1(t), ..., xk−1(t) — базиснi функцiї.

Найпоширенiшим методом оцiнювання невiдомих параметрiв в регресiй-
ному аналiзi є метод найменших квадратiв (МНК), який полягає в мiнiмi-
зацiї суми

n∑
i=0

ξ2i

вiдносно вектора a⃗ = (a0, a1, ..., ak−1)
T .

Позначимо

y⃗ =


y0
y1
.
.
.
yn

 ; X =


x0(t0) x1(t0) ... xk−1(t0)
x0(t1) x1(t1) ... xk−1(t1)
. . . .
. . . .
. . . .

x0(tn) x1(tn) ... xk−1(tn)

 .
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Тодi оцiнка МНК â0, â1, ..., âk−1 параметрiв a0, a1, ..., ak−1 матиме вигляд
[1]

a⃗(∧) = (XTX)−1XT y⃗, (3)

де
a⃗(∧) = (â0, â1, ..., âk−1)

T ,

а її матриця коварiацiй

cov(⃗a(∧)) = σ2(XTX)−1.

Теорема Гауса-Маркова [1] стверджує незмiщенiсть та ефективнiсть оцiн-
ки a⃗(∧) в класi незмiщених оцiнок, лiнiйних по y⃗.

В класичнiй регресiї передбачається, що на вектор невiдомих параметрiв
не накладено нiяких обмежень. Це значить, що Θ = Rk, де Θ — множина
апрiорних значень вектора a⃗. Iнодi деяка iнформацiя все-таки iснує. Апрi-
орнi обмеження можуть виступати в виглядi лiнiйних рiвнянь або нерiвно-
стей з вiдомими коефiцiєнтами вiдносно a0, a1, ..., ak−1. В цьому випадку
оцiнка МНК буде вiдрiзнятися вiд звичайної.

2. Регресiя з обмеженнями на параметри в виглядi рiвностей

Припустимо тепер, що апрiорна множина Θ не збiгається з усiм просто-
ром Rk, а є лише його частиною. Розглянемо випадок, коли Θ являє собою
гiперплощину в Rk розмiрностi q ≤ k − 1. Це значить, що на вектор не-
вiдомих параметрiв накладено q лiнiйно-незалежних обмежень у виглядi
рiвнянь з вiдомими коефiцiєнтами, тобто вектор a⃗ задовiльняє спiввiдно-
шенню

Ra⃗ = r⃗, (4)

де

R =


r10 r11 ... r1,k−1

r20 r21 ... r2,k−1

. . . .

. . . .

. . . .
rq0 rq1 ... rq,k−1

 , rang R = q; r⃗ =


r1
r2
.
.
.
rq

 .

Матриця R та вектор r⃗ задани.

Згiдно з [1] оцiнка, що мiнiмiзує суму квадратiв вiдхилень при обмежен-
нях на параметри в виглядi рiвностей для регресiї (1), (2) при обмеженнях
(4) матиме вигляд

a⃗
(∧)
R = a⃗(∧) + (XTX)−1RTS(r⃗ −Ra⃗(∧)), (5)

де
S =

(
R(XTX)−1RT

)−1
,

а її матриця коварiацiй

cov(⃗a
(∧)
R ) = σ2(XTX)−1

[
Ik −RTSR(XTX)−1

]
, (6)
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де Ik — одинична матриця k− го порядку.
Незмiщенiсть та лiнiйну ефективнiсть оцiнки a⃗(∧)R доведено в [2].

Моделi з обмеженнями на параметри в виглядi рiвностей використовую-
ться для побудови важливих статистичних критерiїв перевiрки гiпотез [2]
про оцiнки параметрiв моделi та про модель в цiлому.

В загальному випадку такий критерiй перевiряє iстотнiсть обмежень на
параметри вигляду (4). Гiпотеза H0 полягає в тому, що обмеження (4) iсто-
тнi. Для того, щоб прийняти або вiдхилити дану гiпотезу, знаходимо оцiнки
МНК (3) та (5) та суми квадратiв вiдхилень

s1 = (y⃗ −Xa⃗(∧))T (y⃗ −Xa⃗(∧)), s2 = (y⃗ −Xa⃗
(∧)
R )T (y⃗ −Xa⃗

(∧)
R ).

Далi, з таблиць [3] для заданого рiвня значущостi λ знаходимо критичне
значення Fλ(q, n − k − 1) критерiя Фiшера, яке залежить вiд λ, кiлько-
стi спостережень n, кiлькостi обмежень q, кiлькостi факторiв в регресiї k.
Якщо

(s2 − s1)(n− k − 1)

s1q
< Fλ(q, n− k − 1),

гiпотезу H0 вiдхиляємо, iнакше приймаємо.

Частинними випадками критерiю перевiрки iстотностi обмежень є:
1) перевiрка сумiсної значущостi частини факторiв в моделi (розглядає-

ться гiпотеза про те, що коефiцiєнти при деяких факторах не вiдрiзняються
вiд нуля);

2) RESET-тест Рамсея [4] (перевiряється гiпотеза про те, що зв’язок мiж
залежною та незалежною змiнними дiйсно лiнiйний);

3) тест Бреуша-Годфрi [4] (перевiряється гiпотеза про те, що вiдсутня
автокореляцiя залишкiв);

4) тест Чоу [4],[5] (перевiряється гiпотеза про те, що параметри моделi
сталi для всiх спостережень).

В роботi [6] знайдено в явному виглядi коварiацiйну матрицю (6) у ви-
падку k = 3 та q = 1, 2.

3. Коварiацiйна матриця оцiнки параметрiв моделi в випадку
q = k − 1.

Припустимо тепер, що q = k − 1, тобто надалi будемо вважати, що

R =


r10 r11 ... r1,k−1

r20 r21 ... r2,k−1

. . . .

. . . .

. . . .
rk−1,0 rk−1,1 ... rk−1,k−1

 , r⃗ =


r1
r2
.
.
.

rk−1

 .
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Виходячи з формули (6), знайдемо матрицю коварiацiй cov(⃗a
(∧)
R ) для

даного випадку в явному виглядi.

Подамо матрицю S−1 у виглядi

S−1 =



r⃗1(X
TX)−1r⃗0 r⃗1(X

TX)−1r⃗2 ... r⃗1(X
TX)−1r⃗k−1

r⃗2(X
TX)−1r⃗1 r⃗1(X

TX)−1r⃗2 ... r⃗2(X
TX)−1r⃗k−1

. . . .

. . . .

. . . .

r⃗k−1(X
TX)−1r⃗1 r⃗k−1(X

TX)−1r⃗2 ... r⃗k−1(X
TX)−1r⃗k−1


,

де

r⃗i =


ri0
ri1
.
.
.

ri,k−1

 , i = 1, 2, ..., k − 1.

Позначимо ∆ та δ визначники матриць S−1 та XTX вiдповiдно.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Нехай

R(0) =


r11 ... r1,k−1

r21 ... r2,k−1

. . .

. . .

. . .
rk−1,1 ... rk−1,k−1

 , R(k−1) =


r10 ... r1,k−2

r20 ... r2,k−2

. . .

. . .

. . .
rk−1,0 ... rk−1,k−2

 ,

R(m) =


r10 ... r1,m−1 r1,m+1 ... r1,k−1

r20 ... r2,m−1 r2,m+1 ... r2,k−1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
rk−1,0 ... rk−1,m−1 rk−1,m+1 ... rk−1,k−1

 ,

m = 1, 2, ..., k − 2.

Тодi
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cov(⃗a
(∧)
R ) = (∆δ)−1·

·



|R(0)|2 −|R(0)||R(1)| ... (−1)k−1|R(0)||R(k−1)|

−|R(1)||R(0)| |R(1)|2 ... (−1)k|R(1)||R(k−1)|

|R(2)||R(0)| −|R(2)||R(1)| ... (−1)k+1|R(2)||R(k−1)|
. . . .
. . . .
. . . .

(−1)k−1|R(k−1)||R(0)| (−1)k|R(k−1)||R(1)| ... |R(k−1)|2


,

(7)

де |R(i)|, i = 0, 2, ..., k − 1,− визначник матрицi R(i).

Доведення. Позначимо γ⃗(j) = (γ
(j)
1 , γ

(j)
2 , ..., γ

(j)
k−1), j = 0, 1, ..., k − 1,−

розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

S−1γ⃗ = r⃗
(⊥)
j ,

де

r⃗
(⊥)
j =


r1j
.
.
.

rk−1,j

 , j = 0, 1, ..., k − 1.

В цих позначеннях матрицю RTSR можна подати у виглядi

RTSR =



∑k−1
i=1 ri0γ

(0)
i

∑k−1
i=1 ri0γ

(1)
i ...

∑k−1
i=1 ri0γ

(k−1)
i∑k−1

i=1 ri1γ
(0)
i

∑k−1
i=1 ri1γ

(1)
i ...

∑k−1
i=1 ri1γ

(k−1)
i

. . . .

. . . .

. . . .

∑k−1
i=1 ri,k−1γ

(0)
i

∑k−1
i=1 ri,k−1γ

(1)
i ...

∑k−1
i=1 ri,k−1γ

(k−1)
i


.

Далi, елементи матриць (XTX)−1 та RTSR(XTX)−1 позначимо x̄lm та
νlm, l,m = 0, 1, ..., k − 1, вiдповiдно.

Знайдемо νlm, l,m = 0, 1, ..., k − 1. Маємо

νlm =

(k−1∑
i=1

rilγ
(0)
i

)
x̄0m +

(k−1∑
i=1

rilγ
(1)
i

)
x̄1m + ...+

(k−1∑
i=1

rilγ
(k−1)
i

)
x̄k−1,m =
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= r1l

(k−1∑
i=0

γ
(i)
1 x̄im

)
+ r2l

(k−1∑
i=0

γ
(i)
2 x̄im

)
+ ...+ rk−1,l

(k−1∑
i=0

γ
(i)
k−1x̄im

)
=

= ∆−1
(
r1l∆

(m)
1 + r2l∆

(m)
2 + ...+ rk−1,l∆

(m)
k−1

)
,

де ∆
(m)
p , p = 1, 2, ..., k − 1,− визначник матрицi, яка утворена з матрицi

S−1 замiною p−го стовпця на стовпець

v⃗m =


v1m
v2m
.
.
.

vk−1,m

 , vjm =
k−1∑
i=0

rjix̄im, j = 1, 2, ..., k − 1.

Нехай

Ω0 =


v11 ... r1,k−1

v21 ... v2,k−1

. . .

. . .

. . .
vk−1,1 ... vk−1,k−1

 , Ωk−1 =


v10 ... v1,k−2

v20 ... v2,k−2

. . .

. . .

. . .
vk−1,0 ... vk−1,k−2

 ,

Ωp =


v10 ... v1,p−1 v1,p+1 ... v1,k−1

v20 ... v2,p−1 v2,p+1 ... v2,k−1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
vk−1,0 ... vk−1,p−1 rk−1,p+1 ... vk−1,k−1

 , p = 1, 2, ..., k − 2.

Пiсля низки перетворень отримаємо

r1l∆
(m)
1 + r2l∆

(m)
2 + ...+ rk−1,l∆

(m)
k−1 = (−1)m+l+1

k−1∑
p=0, p̸=m

∣∣R(m,l)
p

∣∣ · ∣∣Ωp

∣∣,
де
∣∣R(m,l)

p

∣∣ — визначник матрицi R(m,l)
p , p = 0, ...,m− 1,m+ 1, ..., k − 1, яка

утворена з матрицi R(m) замiною стовпця r⃗
(⊥)
p на стовпець r⃗

(⊥)
l , а

∣∣Ωp

∣∣−
визначник матрицi Ωp, p = 0, 1, ..., k − 1.

Розглянемо випадок m ̸= l. Якщо p ̸= l, то
∣∣R(m,l)

p

∣∣ = 0. Отже,

r1l∆
(m)
1 + r2l∆

(m)
2 + ...+ rk−1,l∆

(m)
k−1 = (−1)m+l+1

∣∣R(m,l)
l

∣∣ · ∣∣Ωl

∣∣.
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У випадку m = l отримаємо

r1l∆
(l)
1 + r2l∆

(l)
2 + ...+ rk−1,l∆

(l)
k−1 =

k−1∑
p=0, p̸=l

∣∣R(l,l)
p

∣∣ · ∣∣Ωp

∣∣ = ∆−
∣∣R(l,l)

l

∣∣ · ∣∣Ωl

∣∣.
l = 0, 1, ..., k − 1.

Помiтимо, що R(m,l)
l = R(m). Маємо∣∣Ωl

∣∣ = ∣∣R(0)
∣∣ · X̄0l +

∣∣R(1)
∣∣ · X̄1l + ...+

∣∣R(k−1)
∣∣ · X̄k−1,l,

де X̄il, i = 0, 1, ..., k − 1, — алгебраїчне доповнення до елементу x̄il матрицi
(XTX)−1. Позначимо через xlm елементи матрицi XTX. Тодi∣∣Ωl

∣∣ = δ−1
(
(−1)l

∣∣R(0)
∣∣·x0l+(−1)l+1

∣∣R(1)
∣∣·x1l+...+(−1)l+k−1

∣∣R(k−1)
∣∣·xk−1,l

)
.

Таким чином,

νll = 1−∆−1
∣∣R(l)

∣∣ · ∣∣Ωl

∣∣, l = 0, 1, ..., k − 1;

νlm = (−1)m+l+1∆−1
∣∣R(m)

∣∣ · ∣∣Ωl

∣∣, l,m = 0, 1, ..., k − 1, якщо m ̸= l.

Насамкiнець, знайлемо елементи матрицi (XTX)−1
[
Ik−RTSR(XTX)−1

]
.

Позначимо їх через µlm, l,m = 0, 1, ..., k − 1.
Маємо

µlm =

k−1∑
i=0, i̸=m

x̄li(−νim) + x̄lm(1− νmm) = ∆−1
∣∣R(m)

∣∣ k−1∑
i=0

(−1)m+ix̄li
∣∣Ωi

∣∣.
Далi,

k−1∑
i=0

(−1)m+ix̄li
∣∣Ωi

∣∣ = δ−1

(∣∣R(0)
∣∣ k−1∑
i=0

(−1)m+2ix̄lix0i+

+
∣∣R(1)

∣∣ k−1∑
i=0

(−1)m+2i+1x̄lix1i + ...+
∣∣R(k−1)

∣∣ k−1∑
i=0

(−1)m+2i+k−1x̄lixk−1,i

)
=

= δ−1(−1)m
(∣∣R(0)

∣∣ k−1∑
i=0

x̄lix0i−
∣∣R(1)

∣∣ k−1∑
i=0

x̄lix1i+...−(−1)k
∣∣R(k−1)

∣∣ k−1∑
i=0

x̄lixk−1,i

)
.

Помiтимо, що сума
∑k−1

i=0 x̄lixji є добуток l-го рядка матрицi (XTX)−1

на j-й стовпець матрицi XTX. Оскiльки (XTX)−1XTX = Ik, то
k−1∑
i=0

x̄lixji = 0, l, j = 0, 1, ..., k − 1, j ̸= l;

k−1∑
i=0

x̄lixli = 1, l = 0, 1, ..., k − 1.
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Отже,
k−1∑
i=0

(−1)m+ix̄li
∣∣Ωi

∣∣ = δ−1(−1)m+l
∣∣R(l)

∣∣,
звiдки випливає, що

µlm = (−1)m+l(δ∆)−1
∣∣R(m)

∣∣∣∣R(l)
∣∣.

Таким чином, отримали формулу (7).
Теорему 1 доведено.

Висновки
В роботi доведено теорему, яка дає в явному виглядi коварiацiйну ма-

трицю оцiнки параметрiв лiнiйної регресiйної моделi з обмеженнями на
параметри в виглядi рiвностей у випадку, коли кiлькiсть обмежень на оди-
ницю менше кiлькостi параметрiв. Невiдомi параметри моделi оцiнюються
за методом найменших квадратiв. З теореми випливає, що шукана коварiа-
цiйна матриця є добуток числа (δ∆)−1 на матрицю, елементи якої залежать
тiльки вiд матрицi обмежень на параметри R. Коефiцiент (δ∆)−1 залежить
вiд матриць R та X.
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