
Журнал обчислювальної та 2015, №3(120)
прикладної математики

Journal of Computational
& Applied Mathematics

УДК 517.9
MSC 91B06

ON THE PROBLEM OF PAIRWISE COMPARISONS
MATRICES UNDER THE CONDITIONS OF UNCERTAINCES

ASSESSMENT

Valentyna Savkova, Olexandr Nakonechniy
Faculty of Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine,
E-mail: valentina.savkova@gmail.com, a.nakonechniy@gmail.com.

ДО ПРОБЛЕМИ ОЦIНКИ МАТРИЦЬ ПОПАРНИХ
ПОРIВНЯНЬ В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТI

В. П. Савкова, О. Г. Наконечний

Факультет кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса
Шевченка, Київ, Україна, E-mail: valentina.savkova@gmail.com, a.nakonechniy@gmail.com.

Resume. If on a set of objects are given certain binary relations,
that determine the advantages of one object over the other object,
then their ordering is possible with a help of paired comparisons.
The method of paired comparisons allows an estimation of such
characteristics of objects, which are not measurable in the usual
sense, that is with technical devices and tools. Practical applications
of the method in ranking, prioritization and decision-making are uni-
que in the sense that it allows utilization of subjective preferences of
judges. Since the objects are compared in pairs, judges can concentrate
their attention on only two objects at time. It is believed that such an
approach avoids the effect of so-called sensory fatigue, when evaluati-
ng more than two objects at a time leads to confusion and lack of
concentration. Moreover, observing just two objects permits better
discrimination between very fine differences in the objects. This
method represents a simpler but strong alternative to other ranking
techniques, which may require complex experiment planning
procedures. Another distinctive advantage of our approach is that
the method does not deny the existence of circular triads, and in
some cases allows identification of such triads. We see the method
of paired comparisons as by far more superior than other ranking
techniques. In this paper it is considering the case when the elements
of comparisons are random with partly unknown probabilities. To
determine them, it is using the method of maximum authentici-
ty and the method of minimizing the aggregate quadratic error.
It is shown that the estimates of the maximum authenticity of the
probabilities are determined by some equation, has a unique soluti-
on. For optimal averaged estimates are received an explicit formulas.
Keywords: decision making theory, operands ranking, pair-wise
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comparison method, maximal probability method, average mean-
square error minimization method, maximum probability estimator.

Резюме. Якщо на множинi об’єктiв задаються певнi бiнарнi вiд-
ношення, що визначають переваги одного об’єкта над iншим, то
їх впорядкування можливе за допомогою попарних порiвнянь. В
роботi розглядається випадок, коли елементи матрицi порiвнянь
випадковi з частково невiдомими ймовiрностями. Для їх визна-
чення застосовується метод максимальної вiрогiдностi та метод
мiнiмiзацiї усередненої середньоквадратичної похибки. Показано,
що оцiнки максимальної вiрогiдностi ймовiрностей визначаються
iз деякого рiвняння, що має єдиний розв’язок. Для оптимальних
усереднених оцiнок ймовiрностей одержанi явнi формули.
Ключовi слова: теорiя прийняття рiшень, ранжування об’є-
ктiв, метод попарних порiвнянь, метод максимальної вiрогiдно-
стi, метод мiнiмiзацiї усередненої середньоквадратичної похибки,
оцiнка максимальної вiрогiдностi.

Однiєю з важливих проблем в теорiї прийняття рiшень є задача
ранжування об’єктiв. Якщо на множинi таких об’єктiв задаються пев-
нi бiнарнi вiдношення, що визначають переваги одного об’єкта над
iншим, то їх впорядкування можливе за допомогою попарних порiв-
нянь. В роботi розглядається випадок, коли елементи матрицi по-
рiвнянь випадковi з частково невiдомими ймовiрностями. Для їх ви-
значення застосовується метод максимальної вiрогiдностi та метод
мiнiмiзацiї усередненої середньоквадратичної похибки. Показано, що
оцiнки максимальної вiрогiдностi ймовiрностей визначаються iз де-
якого рiвняння, що має єдиний розв’язок. Для оптимальних усере-
днених оцiнок ймовiрностей одержанi явнi формули.

Нехай на множинi альтернатив X = {x1, . . . , xm} – задача N бiнар-
них вiдношень Bk, k = 1, N .

Поставимо у вiдповiднiсть кожному бiнарному вiдношенню Bk ма-
трицю попарних порiвнянь [4] Ak = {a(k)ij }i,j=1,m, при цьому a

(k)
ij = 1,

якщо xiRkxj i a(k)ij = −1, якщо xiRkxj.
Будемо вважати, що a(k)ij при фiксованих i, j є реалiзацiями (послi-

довнiстю) випадкових незалежних величин, причому
P
{
a
(k)
ij = 1

}
= γkijpij = 1−P

{
a
(k)
ij = −1

}
, де k = 1, N, γ

(k)
ik – вiдомi

додатнi величини γkij ≤ 1, pij – невiдомi параметри 0 ≤ pij ≤ 1 .
Позначимо через y

(k)
ij – реалiзацiї випадкових величин a

(k)
ij . Тодi

якщо k1, . . . , kr такi, що y(ks)ij = 1, s = 1, r, а y(ks)ij = −1, s = r + 1, N ,
то має мiсце наступне твердження.
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Твердження 1. Нехай λij – корiнь рiвняння на множинi [1,∞)

r =
N∑

s=r+1

(λij − γ
(Ks)
ij )−1, (1)

тодi єдина оцiнка максимальної вiрогiдностi має вигляд pij
1
λij

, де

r = 1
2
(N +

∑N
k=1 y

(k)
ij ).

Доведення. Через те що, величини a(k)ij , k = 1, N незалежнi,

Wij(P ) = P
{
a
(1)
ij = y

(1)
ij , ..., a

(N)
ij = y

(N)
ij

}
=

=
N∏
s=1

P
{
a
(s)
ij = y

(s)
ij

}
= γ

(k1)∗
ij γ

(kr)
ij p

(r)
ij (1− γ

(kr+1)
ij pij)...(1− γ

(kN )
ij pij),

(2)

звiдки

lnWij(P ) ==
∑

ln γ
(ks)
ij +r ln

r∑
s=1

ln γ
(ks)
ij +r ln pij +

N∑
s=r+1

ln (1− γ(ks)ij pij)

Через те що, d
dp
lnWij(P ) = r

pij
−
∑N

s=r+1(1 − γ
(Ks)
ij pij)

−1, то iз умови
d
dp
lnWij(P ) = 0 одержимо рiвняння (1) вiдносно λij = 1

pij
.

Далi позначимо через f(λ) функцiю f(λ) =
∑N

s=r+1(λ − γ
(Ks)
ij )−1,

яка є монотонно спадною i lim
λ→∞

f(λ) = 0. Значить рiвняння f(λ) = r

має єдиний корiнь, а значить оцiнка p̂ij = 1

λ̂ ij
– єдина. �

Наслiдок. Нехай γij = 1, тодi

p̂ij =
1

2

(
1 +

1

N

N∑
k=1

y
(k)
ij

)
. (3)

Наслiдок 2. Нехай в рiвняння (1), r = N − 2. Позначимо
γ
(KN−1)
ij = γ1, γ

(KN )
ij = γ2. Тодi рiвняння f(λ)−r = 0. Запишемо у вигля-

дi
r(λ − γ1)(λ − γ2) − 2 > +γ1 + γ2 = 0, або rλ2 − 2(2 + r(γ1 + γ2)) +

γ1 + γ2 + rγ1γ2 = 0. Звiдки одержимо оцiнку p̂ij = 1

λ̂ ij
, де λ̂ij =

2
r
+γ1+γ2+

√
4
r2

+ (γ1 − γ2)2 =
2
r

(
1 +

√
1 + r2

4
(γ1 − γ2)2

)
+γ1+γ2. Зна-

йдемо далi лiнiйну оцiнку параметра pij. Нехай u1, ..., uN – довiльнi
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числа. Будемо шукати оцiнку pij у виглядi

p̂ij =
N∑
k=1

uky
(k)
ij + cij (4)

Твердження 2. Якщо cij =
∑N

k=1 uk, а uk задовольняє умовi∑N
k=1 ukγ

(k)
ij = 1

2
, то оцiнка (4) є незмiщеною.

Доведення. Через те що, Ey(k)ij = 2γ
(k)
ij p − 1, то Ep(k)ij = 2γ

(k)
ij p − 1, то

Ep
(k)
ij =

∑N
k=1 ukEy

(k)
ij +

∑N
k=1 uk =

∑N
k=1 uk(2γ

(k)
ij p − 1) +

∑N
k=1 uk = p,

що й потрiбно було показати. �

Твердження 3. Середньоквадратична похибка σ(p, u1, .., uN) не-
змiщеної оцiнки параметри pij має вигляд

σ(p, u1, .., uN) = {4pij
N∑
k=1

rkiju
2k − 4p2ij

N∑
k=1

u2k(γkij)
2}

1
2 . (5)

Доведення.

E(pij − p̂ij)
2 = p2ij − 2pijEp̂ij + Ep̂2ij = −p2ij + Ep̂2ij,

Ep̂2ij = E(
N∑
k=1

uk(y
(k)
ij +1))2 =

N∑
k=1

u2kE(y
(k)
ij +1)2+

∑
k ̸=s

ukusE(y
(k)
ij +1)(y

(s)
ij +1).

Через те що, E(y(k)ij + 1)2 = 4γ
(k)
ij pij, а

E(y
(k)
ij + 1)(y

(s)
ij + 1) = E(y

(k)
ij + 1)E(y

(s)
ij + 1) = 4p2ijγ

(k)
ij γ

(s)
ij ,

звiдки Ep̂2ij = p2ij − 4p2ij
∑
u2k(γ

k
ij)

2, а значить

E(pij − p̂ij)
2 = 4pij

N∑
k=1

(γkij)u
2
k − 4p2ij

N∑
k=1

u2k(γ
k
ij)

2,

що i потрiбно було показати. �

Зауважимо далi, що середньоквадратична похибка залежить вiд
невiдомого параметра pij. Для того щоб зняти невизначенiсть, припу-
стимо, що нам вiдомi нижня та верхня оцiнки pij, тобто p−ij ≤ p ≤ p+ij.
Введемо функцiю

σ2
1(u1, ..uN) =

∫ p+ij

p−ij

σ2(p, u1, ..uN)µ(dp),

де µ(·) – вiдомий розподiл ймовiрностей [4].
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Означення 1. Незмiщену оцiнку ˆ̂pij =
∑
ûk(y

k
ij + 1) для якої

(û1, ..., ûN) ∈ Argminτ 21 (u1..uN), будемо називати усередненою лiнiй-
ною оцiнкою.

Твердження 4. Усереднена лiнiйна оцiнка має вигляд:

ˆ̂pij =
N∑
k=1

ûk(y
(k)
ij + 1), (6)

де ûk = 1
2
δ
(k)
ij

(∑N
k=1 γ

k
ijδ

(k)
ij

)−1

, δ(k)ij =
γ
(k)
ij

β
(k)
ij

, β(k)
ij = µ1γ

(k)
ij − µ2(γ

k
ij)

2. При
цьому:

min σ2
1(u1..uN) =

N∑
k=1

(µ1γ
(k)
ij − µ2)

−1, (7)

µ1 =

∫ p+ij

p−ij

pµ(dp), µ2 =

∫ p+ij

p−ij

p2µ(dp).

Доведення. Зведемо функцiю Лагранжа Fλ(u1, ..., uN) = 1
4
σ2
1 + 2 >

>
∑N

k=1 ukγ
(k)
ij iз умови ∂Fλ

∂uλ
= 0 одержимо, що ûk = − γ

(k)
ij

β
(k)
ij

λ. Множник

λ знаходимо iз умови
∑N

k=1 ûkγ
(k)
ij = 1

2
. Тобто λ = −1

2
(
∑N

k=1

(γkij)
2

β
(k)
ij

)−1.

Звiдки одержимо вираз для ûk. Знайдемо далi σ2
1(û1, ..., ûN).

Маємо, що σ2
1(û1, ..., ûN) =

∑
ûk(y

k
ij + 1) = x

∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

,(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−2

=

(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−1

=

(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

µ
(k)
1 γ

(k)
ij −µ2(γ(k)ij )2

)−1

=

=
(∑N

k=1 µ1(γ
(k)
ij )−1 − µ2

)−1

, що й потрiбно було показати. �

Наслiдок. Якщо γ(k)ij = 1, то усереднена лiнiйна оцiнка має вигляд

ˆ̂pij =
1

2

(
1 +

1

N

N∑
k=1

y
(k)
ij

)
(8)

при цьому

σ2
1(û1, ..., ûN) =

1

N
(µ1 − µ2). (9)

Твердження 5. Нехай iснують константи c1(N), c2(N) такi, що
c1(N) ≤ γ

(k)
ij ≤ c2(N).

Тодi має мiсце нерiвнiсть
1

N

(
µ1c

−1
2 (N)− µ2

)
≤ σ2

1(û1, ..., ûN) ≤
1

N

(
µ1c

−1
1 (N)− µ2

)
.
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Доведення. Через те що, 1
c2(N)

≤ (γ
(k)
ij )−1 ≤ 1

c1(N)
, то

(
µ1c

−1
1 (N)− µ2

)−1 ≤

≤
(
µ1(γ

(k)
ij )−1 − µ2

)−1

≤
(
µ1c

−1
2 (N)− µ2

)−1. Звiдки одержимо необхi-
дну нерiвнiсть. �

Означення 2. Матрицю P̂ (Y ) = (P̂ij)i,j=1,m – назвемо лiнiйною оцiн-
кою матрицi P = (pij).

Означення 3. Матрицю P̂ (Y ) = (ˆ̂pij)i,j=1,m назвемо лiнiйною усере-
дненою оцiнкою матрицi P = (pij)i,j=1,m.

Твердження 6. Мають мiсце рiвностi

EP̂ (Y ) = P, (10)

та ∫
Rm

Esp
(
P̂ (Y )− P

)2
dp =

N∑
j

(∑
(µ

(1)
ij γ

(k)
ij )−1 − µ

(??)
ij

)−1

, (11)

де

µ
(1)
ij =

∫ p+ij

p−ij

pµ(dp), µ
(2)
ij =

∫ p+ij

p−ij

p2µ(dp).

Доведення. Рiвнiсть (10) випливає iз незмiщеної оцiнки p̂ij , а також
iз того, що EP̂ (Y ) = (Ep̂ij)i,j=1,m. Далi зауважимо, що

σ2 = ESp2
(
P̂ (Y )− P

)
=
∑
i,j

E(p̂ij − pij)
2 =

= 4

(∑
i,j

pij

N∑
k=1

γ
(k)
ij û

2
k −

∑
c,j

p2ij

N∑
k=1

û2k(γ
(k)
ij )2

)
.

Так як, ûk = 1
2

γ
(k)
ij

β
(k)
ij

(∑N
k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−1

, то

σ2(P ) =
N∑
k=1

 m∑
i,j=1

(
pij(γ

(k)
ij )− p2ijγ

2
ij

)(γ(k)ij

β2
ij

)2
( N∑

k=1

(γ
(k)
ij )2

β
(k)
ij

)−2

.

Враховуючи, що β(k)
ij = µ1γ

(k)
ij − µ2(γ

(k)
ij )2 одержимо, що∫

σ2(P )µ(dp) =
m∑

i,j=1

(
N∑
k=1

(µ
(1)
ij )(γ

(k)
ij )−1 − µ2

ij)
−1)−1.

�
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Наслiдок. Якщо γ(k)ij = 1, то∫
Rm2

Esp2(P̂ (Y )− P )µ(dp) =
1

N

(
m∑

i,j=1

(µ
(1)
ij − µ2

ij)

)
.

Нехай P{y(k)ij = 1} = γ
(k)
ij p. Нехай при i < j, P{η(k)ij = y

(k)
ij } = γ

(k)
ij p

при y
(k)
ij = 1 i 1 − γ

(k)
ij при y

(k)
ij = −1, i, j = 1,m. Знайдемо лiнiйну

усереднену оцiнку P по спостереженням y
(k)
ij , i < j. Покладемо

p̂ =
N∑
k=1

∑
i<j

iu
(k)
ij y

(k)
ij =

N∑
k=1

(uk, yk), (12)

де y(k)ij =y(k)ij + 1.
Твердження 7. Нехай випадковi величини η

(k)
ij , i < j, k = 1, N

некорельованi, причому виконуються умови

N
k=1

∑
i<j

iu
(k)
ij γ

(k)
ij =

1

2
. (13)

Тодi оцiнка (12) є незмiщеною, причому

E(p− p̂)2 = 4
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2(γ
(k)
ij p− (γ

(k)
ij )2p2).

Доведення. Через те що EY (k)
ij = 2γ

(k)
ij p , то iз врахуванням (13) одер-

жимо незмiщенi оцiнки. Далi маємо, що

E(p− p̂)2 = E(
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2(y
(k)
ij )− Eykij))

2 =

=
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2E(yij − Ey
(k)
ij )

2, E(y
(k)
ij − Ey

(k)
ij )

2 =

= E(y
(k)
ij −Ey(k)ij ) = 1−(Ey

(k)
ij )2 = 1−(2γ

(k)
ij p−1)2 = −4(γ

(k)
ij )2p2+4γ

(k)
ij p.

Таким чином,

E(p− p̂)2 =
N∑
k=1

∑
i<j

(u
(k)
ij )

2(4γ
(k)
ij p− 4(γ

(k)
ij )2p2),

що i потрiбно було показати. �
Припустимо далi, що вiдомi числа p− i p+ такi, що p− ≤ p ≤ p+.
Позначимо через σ2

1(u) усереднений критерiй по розподiлу µ(·) для
якого iснують першi чи другi моменти σ2

1(u) =
∫ p+
p−
E(p− p̂)2µ(dp).
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Твердження 8. Оптимальна усереднена оцiнка [2], для якої
û ∈ Argminσ2

1(u) та виконується умова
∑

k

∑
i<j û

(k)
ij γ

(k)
ij = 1

2
є не-

змiщеною. При цьому мають мiсце рiвностi

ûij =
1

2

β
(k)
ij∑

k

∑
i<j(β

(k)
ij )2

, β
(k)
ij =

γ
(k)
ij

δ
(k)
ij

,

σ2
1(û)

k =

(
N∑
k=1

∑
i<j

(γ
(k)
ij )2

δ
(k)
ij

)−1

.

(14)

Доведення. Через те що, σ2
1(u)=4

∑N
k=1

∑
i<j(u

(k)
ij )

2δ
(k)
ij , де δij = γ

(k)
ij µ1−

−(γ
(k)
ij )2µ2, µ1 =

∫ p+
p−
pµ(dp), µ2 =

∫ p+
p−
p2µ(dp), то знайдемо мiнiмум

функцiї σ2
1(u) при умовi (13). Введемо функцiю Лагранжа [3]

σ2
λ(u) = σ2

1(u) + 2λ
∑

u

∑
i<j u

(u)
ij γ

(k)
ij . Тодi iз умови ∂

∂uij
σλ(u) = 0, одер-

жимо, що û(k)ij = −λγ
(k)
ij

δ
(k)
ij

. Множник λ знаходимо iз умови (13), тобто

λ = 1
2
(
∑

k

∑
i<j(

(γ
(k)
ij )2

δ
(k)
ij

))−1. Таким чином, û(k)ij = 1
2

β
(k)
ij∑

k

∑
i<j(β

(k)
ij )2δ

(k)
ij

.

Таким чином, σ2
1(û) = (

∑
k

∑
i<j(β

(k)
ij )2δ

(k)
ij )−2 ·

∑
k

∑
i<j(β

(k)
ij )2δ

(k)
ij ,

(β
(k)
ij )2δ

(k)
ij =

(γ
(k)
ij )2

(δ
(k)
ij )

δij = (β
(k)
ij )2δ

(k)
ij , звiдки одержимо (14). �

Наслiдок. Нехай iснують числа c1(N) та c2(N) такi, що
c1(N) ≤ γ

(k)
ij ≤ c2(N). Тодi мають мiсце нерiвностi

2
(µ1c

−1
2 (N)− µ2)

NCm(m−1)
≤ σ2

1(û) ≤
2(µ1c

−1
1 (N)− µ2)

Nm(m− 1)
.
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