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Abstract. Investigated mixed integer bilinear programming prob-
lems with related variables. Researched the properties and structure
of the problems. Constructed and justified decomposition method
for finding exact and approximate solutions. Resulting method based
on a combination of Benders’ method and ideas of relaxation. This
method uses the properties of feasible set of problem’ structure. It
allows to replace the solving original problem to the solving sequence
of simpler associate subproblems. Promising direction develops on
the basis of the offered method of decomposition. These are new
and original algorithms for the decision of bilinear problems, using
parallel computing.
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Резюме. Дослiджено змiшано цiлочисловi задачi бiлiнiйного про-
грамування зi зв’язаними змiнними. На основi вивчення стру-
ктури задачi побудовано та обґрунтовано декомпозицiйний метод
знаходження точних i наближених розв’язкiв, що заснований на
поєднаннi iдей методiв Бендерса i релаксацiї.
Ключовi слова: дискретна оптимiзацiя, змiшано цiлочисловi
задачi, бiлiнiйне програмування, методи декомпозицiї, релакса-
цiя.
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1. Вступ
Ряд задач економiки, теорiї керування, дослiдження операцiй можуть

бути представленi у виглядi задач бiлiнiйного програмування [1]. Зокрема
до них зводяться: задача пошуку ситуацiї рiвноваги за Нешем у бiматри-
чнiй грi, лiнiйна задача доповнюваностi спецiального вигляду, задача бi-
лiнiйної вiддiлимостi двох множин у просторi Rn, задача виробничого ка-
лендарного планування, задача про багатопродуктовий потiк в мережах,
тривимiрна задача про призначення та iншi. Зазвичай у бiлiнiйних змiша-
но цiлочислових задачах видiляють вектор x = (x1, x2, . . . , xn) неперервних
i y = (y1, y2, . . . , yq) цiлочислових змiнних. Цiльова функцiя лiнiйна по ко-
жнiй з цих змiнних при фiксованiй iншiй, але при цьому в нiй обов’язково
присутнi члени, що мiстять добутки xiyj , i ∈ Nn = {1, 2, . . . , n}, j ∈ Nq,
невiд’ємних неперервної i цiлочислової змiнних, можливо, з деяким коефi-
цiєнтом. Цi задачi мають два джерела неопуклостi: перше –– цiлочисло-
вi змiннi, а друге –– бiлiнiйнiсть функцiй, якi й породжують неопуклiсть
цих задач. Як вiдомо, неопуклi задачi мають велику кiлькiсть локальних
розв’язкiв i стацiонарних точок, далеких вiд глобального оптимуму за зна-
ченням цiльової функцiї, а класичнi методи опуклої оптимiзацiї в подiбних
задачах безпосередньо незастосовнi або неефективнi. Тому розробка нових
методiв пошуку точних та наближених розв’язкiв в неопуклих i дискре-
тних задачах математичного програмування є однiєю з актуальних задач
сучасної оптимiзацiї [1–7]. При цьому поряд з популярними унiверсальни-
ми пiдходами до розв’язання подiбних задач такими методами, як гiлок
та меж, вiдсiкань, апроксимацiй та iн. [2–5], досить ефективними є методи
дослiдження та розв’язання спецiальних класiв неопуклих задач з ураху-
ванням їх особливостей i властивостей [1–7].

Неперервнi та змiшано цiлочисловi задачi бiлiнiйного програмування ма-
ють багато застосувань, що розглядалися, зокрема, в роботах [1, 6–9]. Зада-
чi такого типу виникають у виробництвi, в ситуацiях розподiлу продукцiї
та ресурсiв. Загальна методологiя розв’язання –– побудова многогранної
релаксацiї, використовуючи перетворення кожного бiлiнiйного елемента в
межах простору гiлок та меж. Складна релаксацiя може бути побудована
з використанням опуклих оболонок всiєї бiлiнiйної функцiї. Також iснують
спецiалiзованi алгоритми гiлок та меж, якi звужують область допустимих
значень в кожному вузлi дерева пошуку. Переформулювання за допомогою
технiки лiнеаризацiї може бути застосовано до неперервних бiлiнiйних за-
дач та поширене на змiшанi неперервно булевi задачi з бiлiнiйною цiльовою
функцiєю.

Одним iз перспективних пiдходiв до розв’язання складних задач дискре-
тної оптимiзацiї є декомпозицiйний пiдхiд, який здiйснює пошук розв’яз-
кiв вхiдної задачi шляхом розв’язання ряду незалежних пiдзадач меншої
розмiрностi [2, 4, 5, 10, 11]. Загальна iдея методiв декомпозицiї, заснова-
ної на роздiленнi змiнних, полягає у проведеннi обчислень при фiксованих
значеннях вектора y, потiм використовуючи оптимальний розв’язок x, ко-
ректуваннi значення вектора y. Указана процедура породжує клас методiв
декомпозицiї, заснованих на роздiленнi змiнних.
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2. Частково цiлочислова задача бiлiнiйної оптимiзацiї
Розглянемо частково цiлочислову задачу бiлiнiйної оптимiзацiї зi зв’яза-

ними змiнними вигляду P1:

min{f(x, y)|Ax+ F (y) > b, x > 0, y ∈ S},

f(x, y) = ⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩+ ⟨d, y⟩. (1)

Тут f — скалярна функцiя вiд змiнних x i y, x та c — n-вимiрнi вектори,
y — q-вимiрний вектор, матрицi Q i A мають розмiрностi n × q та m × n,
вiдповiдно, F — m-вектор, компонентами якого є функцiї вiд змiнної y,
b — m-вимiрний вектор, а S — множина цiлочислових векторiв з Rn.

Задача P1 є частково цiлочисловою, де деякi змiннi є неперервними, а
деякi цiлочисловими. Оскiльки P1 лiнiйна по x при фiксованих значеннях
y, логiчно розв’язувати її шляхом фiксацiї y, розв’язання задачi лiнiйного
програмування (ЛП) вiдносно x, отримання кращого значення y тощо.

Щоб мати можливiсть застосовувати технiку роздiлення змiнних не мо-
жна вибирати будь-якi вектори змiнних y ∈ S. Можуть розглядатися тiль-
ки такi значення y, для яких iснує x ∈ Rn, що задовольняє обмеження
задачi, тобто вектор y ∈ Rq повинен належати множинi

R = {y ∈ Rq|∃x > 0 : Ax > b− F (y), y ∈ S}.
Для того, щоб у явнiй формi отримати обмеження, що визначають мно-

жину R, скористаємось лемою Фаркаша [10, 11].

Лема 1. Iснує вектор x > 0, що задовольняє умови Bx = a тодi i тiльки
тодi, коли aTu > 0 для всiх u, що задовольняють BTu > 0.

Зафiксувавши y ∈ S i застосувавши лему до системи лiнiйних рiвностей
i нерiвностей

Ax− s = b− F (y), x > 0, s > 0,

приходимо до висновку, що y допустимий тодi i тiльки тодi, коли виконує-
ться умова

⟨b− F (y), u⟩ 6 0 (2)

для всiх u, що задовольняють ATu 6 0, u > 0.
Позначимо C = {u|ATu 6 0, u > 0}. Цей многогранний конус визна-

чається скiнченою кiлькiстю твiрних, тобто ∃ uri , i = 1, . . . nr, такi, що
будь-який u ∈ C може бути представленим у виглядi

u =

nr∑
i=1

λiu
r
i , λi > 0.

Пiдставляючи останнiй вираз в (2), отримаємо
nr∑
i=1

λi(b− F (y))Turi 6 0,

що справедливо для всiх λi > 0, тодi i тiльки тодi, коли

⟨b− F (y), uri ⟩ 6 0, i = 1, . . . , nr. (3)
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Таким чином, вектор y ∈ S допустимий, тодi i тiльки тодi, коли вiн
задовольняє скiнченнiй системi обмежень (3). Множина R тепер може бути
представлена у виглядi

R = {y|⟨(b− F (y)), uri ⟩ 6 0, i = 1, . . . , nr, y ∈ S}. (4)

Якщо R порожня, тодi вхiдна задача P1 не має допустимого розв’язку.
Припускаючи, що R не порожня, перепишемо P1 у виглядi

min
y∈R

{f(y) + min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩|Ax > b− F (y), x > 0}}.

Цiльова функцiя цiєї задачi задається алгоритмiчно. Для знаходження
її значення при фiксованому y необхiдно розв’язати задачу лiнiйного про-
грамування:

min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩|Ax > b− F (y), x > 0}. (5)

Розглянемо двоїсту задачу до (5):

max{(b− F (y))Tu|ATu 6 c+Qy, u > 0}. (6)

Якщо y ∈ R, то пряма задача (5) допустима i в силу теореми двоїстостi
маємо рiвнiсть оптимальних значень цiльових функцiй задач (5) i (6)

min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qy⟩|Ax > b− F (y), x > 0} =

max{⟨b− F (y), u⟩|ATu 6 c+Qy, u > 0}, (7)

де значення максимуму береться рiвним −∞ якщо двоїста задача недопу-
стима.

Отже, спiввiдношення (7) пiдсумовують твердження, що, якщо пряма
задача має необмежену цiльову функцiю на допустимiй множинi, то двоїста
задача недопустима, в той час, коли обидвi задачi допустимi, то вони мають
скiнчений оптимальний розв’язок з рiвними значеннями цiльових функцiй.
Враховуючи вищезазначене задача P1 приймає новий вигляд:

min
y∈R

{f(y) + max{(b− F (y))Tu|ATu 6 c+Qy, u > 0}}.

Розглянемо допустиму множину

P (y) = {u|ATu 6 c+Qy, u > 0}

двоїстої задачi (6). Обмеження множини P (y) залежать вiд y. Якщо мно-
гогранник P (y) = ∅, то пряма задача (5) має необмежений розв’язок як
i вхiдна задача P1. Якщо P (y) ̸= ∅, то внутрiшнiй максимум задачi P1
досягається в однiй з вершин upi (y) ∈ P (y), i = 1, . . . , np(y) або прямує
до ∞ вздовж крайнього променя uri , i = 1, . . . , nr, множини P (y). В цьо-
му випадку задача (5) недопустима, що суперечить вхiдним припущенням,
що y ∈ R, отже можна обмежитись розглядом тiльки крайнiх точок P (y).
Задача P1 враховуючи означення R, еквiвалентна наступнiй задачi P2:

min{z|z > f(y) + ⟨b− F (y), upi (y)⟩, i = 1, . . . , np(y),

⟨b− F (y), uri ⟩ 6 0, i = 1, . . . , nr, y ∈ S}.
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Позначивши G множину, що описується обмеженнями задачi P2, пере-
ходимо до нового запису цiєї задачi:

min{z|(z, y) ∈ G}.

Справедлива теорема, що встановлює еквiвалентнiсть задач P1 i P2.

Теорема 1. Задача P1 не має допустимих розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли множина G порожня.

Якщо (z̄, ȳ) — розв’язок задачi P2 та x̄ є розв’язком задачi ЛП

min{⟨c, x⟩+ ⟨x,Qȳ⟩|Ax > b− F (ȳ), x > 0}, (8)

то (x̄, ȳ) є розв’язком задачi P1 i z̄ = ⟨c, x̄⟩+ ⟨x̄, Qȳ⟩+ f(ȳ).
Якщо (x̄, ȳ) є розв’язком задачi P1 та z̄ = ⟨c, x̄⟩+⟨x̄, Qȳ⟩+f(ȳ), то (z̄, ȳ)

є розв’язком задачi P2.

Таким чином, розв’язання вхiдної задачi P1 зводиться до послiдовного
розв’язання задачi цiлочислової оптимiзацiї з однiєю неперервною змiнною
вигляду P2 i задачi ЛП вигляду (8). Якщо задача P2 не має допусти-
мих розв’язкiв, то не має допустимих розв’язкiв i задача P1. Якщо P2
має оптимальний розв’язок (z̄, ȳ), то для побудови оптимального розв’язку
(x̄, ȳ) задачi P1 потрiбно розв’язання задачi (8).

Однак процес розв’язання задачi P2 ускладнений внаслiдок дуже ве-
ликої кiлькостi її обмежень, адже для знаходження розв’язкiв задачi P2
треба знати всi обмеження, що визначають область G. Слiд зазначити, що
знаходження оптимального розв’язку задачi P2 бiльш важливе, нiж по-
будова всiєї множини G, тому достатньо знайти тiльки тi обмеження G,
що визначають оптимальний розв’язок цiєї задачi. Застосуємо пiдхiд рела-
ксацiї Джеффрiона [10]. Почнемо з урахування тiльки невеликої кiлькостi
обмежень та будемо розв’язувати модифiкованi таким чином задачi P2, якi
позначатимемо MP2.

min{z|z > f(y) + ⟨b− F (y), upi (y)⟩, i = 1, . . . , np(y), i ∈ I1,

⟨b− F (y), uri )⟩ 6 0, i ∈ I2},

де I1 ⊂ {1, . . . , np(y), y ∈ R}, I2 ⊂ {1, . . . , nr}. Нехай G′ — множина всiх
(z, y), що задовольняють обмеження MP2. G′ ⊇ G.

Таким чином, розв’язок задачi МP2 оптимальний для P2, тодi i тiльки
тодi, коли вiн належить G, тобто задовольняє всi обмеження P2. Звичайно,
цi обмеження в явнiй формi недоступнi, оскiльки заздалегiдь не обчисленi
всi крайнi точки та променi множини P (y). Згiдно загальної процедури
релаксацiї Джеффрiона, отриманий розв’язок (z̄, ȳ) задачi МP2 потрiбно
дослiдити на допустимiсть щодо вiдкинутих обмежень множини G, яких
може бути дуже велика кiлькiсть. Щоб позбавитися вiд великого перебору
для перевiрки належностi до множини G або генерацiї нових обмежень
можна використати задачi ЛП вигляду (5) або (6).

Сформулюємо критерiй оптимальностi.
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Теорема 2. Оптимальний розв’язок (z̄, ȳ) задачi МP2 є оптимальним
розв’язком P2 тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

max{⟨b− F (ȳ), u⟩|ATu 6 c+Qȳ, u > 0} = z̄ − f(ȳ).

3. Алгоритм розв’язання задачi
1. Розв’язуємо задачу МP2, в якiй немає жодного або є декiлька обме-

жень задачi P2.
2. Якщо задача МP2 недопустима, тодi недопустимi P2 та P1. У про-

тилежному випадку отримуємо оптимальний розв’язок (z̄, ȳ) або
iнформацiю про те, що цiльова функцiя задачi необмежена. Якщо
z̄ = −∞, то виберемо за ȳ довiльний елемент S та переходимо до
пункту 3.

3. Розв’язуємо двоїсту задачу ЛП (6) або пряму (5), якщо вона допу-
стима. Якщо задача (6) недопустима, то вхiдна задача P1 має не-
обмежену цiльову функцiю на допустимiй множинi. Якщо задача
(6) має необмежену цiльову функцiю, тодi переходимо до пункту 6.

4. Якщо оптимальне значення цiльової функцiї двоїстої задачi (6),
отриманої у пунктi 3, дорiвнює z̄ − f(ȳ), то (z̄, ȳ) є розв’язком P2.
Якщо x̄ — розв’язок задачi (8), то (x̄, ȳ) є розв’язком P1.

5. Якщо у пунктi 4 не виконується критерiй оптимальностi та двоїста
задача ЛП (6) при y = ȳ має скiнченний оптимальний розв’язок ū,
то додамо до задачi МP2 обмеження

z > ⟨b− F (y), ū⟩+ f(y) (9)

та повернемося до пункту 2.
6. Якщо двоїста задача (6) при y = ȳ має необмежений розв’язок,

то симплекс-метод дозволяє знайти промiнь v̄ i точку ū такi, що
цiльова функцiя цiєї задачi прямує до ∞ вздовж променя u = ū+λv̄,
λ > 0. Додамо до обмежень задачi МP2 обмеження

⟨b− F (y), v̄⟩ 6 0.

Якщо при цьому має мiсце нерiвнiсть

z̄ < f(ȳ) + ⟨b− F (ȳ), ū⟩
для крайньої точки ū, то додаємо обмеження вигляду (9) до МP2.
Повертаємося до пункту 2.

Теорема 3. Якщо множина S скiнченна, то описаний алгоритм закiн-
чується за скiнченну кiлькiсть крокiв iз знаходженням оптимального
розв’язку задачi P1 або з отриманням iнформацiї про те, що задача P1
недопустима або має необмежену цiльову функцiю на допустимiй мно-
жинi.

Скiнченна збiжнiсть описаного алгоритму випливає з того факту, що за-
дача P1 має скiнченне число обмежень i всi послiдовно породжуванi обме-
ження необхiдно вiдрiзняються мiж собою.
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4. Верхня та нижня оцiнки оптимального значення цiльової
функцiї

Привабливою рисою цього алгоритму є можливiсть обчислення верхньої
та нижньої меж оптимального значення цiльової функцiї, причому таких,
що збiгаються до оптимального значення тодi, коли в процесi розв’язання
пiдзадач досягається оптимальнiсть.

Для будь-якого i-го кроку справедлива оцiнка

zi 6 min{z|(z, y) ∈ G} 6 f(xr, yr), (10)

f(xr, yr) = min
16j6i

(⟨c, xj⟩+ ⟨xj , Qyj⟩+ f(yj)), (11)

тут r ∈ Ni — iндекс, при якому досягається мiнiмум в (11).
Критерiй оптимальностi є умовою того, що верхня та нижня межi рiвнi.

Верхня оцiнка генерується послiдовнiстю допустимих розв’язкiв задачi P1,
отже, найкраща з цих оцiнок може бути взята за розв’язок, якщо алгоритм
закiнчується ранiше досягнення оптимуму.

Для задач, що мають велику розмiрнiсть, збiжнiсть може виявитися вiд-
носно повiльною. З iншого боку, похибки обчислень приводять до того, що
перевiрка умови завершення алгоритму за допомогою критерiю оптималь-
ностi може виявитися не досягнутою. Отже, можливо використовувати iн-
ший, не такий вимогливий тест на завершення алгоритму. Маючи на ко-
жному i-му кроцi верхню i нижню оцiнки оптимального значення цiльової
функцiї вхiдної задачi P1, виконання алгоритму можна закiнчити, як тiль-
ки величина рiзницi мiж верхньою i нижньою оцiнками стане менше деякої
заздалегiдь заданого значення точностi ϵ.

Слiд зазначити, що знаходження точного розв’язку задачi P1 може бу-
ти пов’язано зi значними обчислювальними витратами. У разi необхiдностi
задачу вигляду (6) або обидвi задачi МP2 та (6) можна розв’язувати на-
ближено. При цьому пiсля кожного i-го кроку можна визначати границi
наближеного значення z цiльової функцiї задачi P2 за формулою (10). Об-
числення за алгоритмом в цьому випадку завершуються, якщо виконується
умова f(xr, yr)− zi 6 ϵ, де ϵ — задана точнiсть.

5. Висновки

Дослiджено змiшано цiлочисловi задачi бiлiнiйного програмування зi
зв’язаними змiнними. На основi вивчення властивостей структури задачi
побудовано та обґрунтовано декомпозицiйний метод знаходження точних i
наближених розв’язкiв, що заснований на поєднаннi iдей методiв Бендерса
i релаксацiї. Цей метод, використовує властивостi структури допустимої
областi задачi i дозволяє замiнити розв’язання вхiдної задачi розв’язан-
ням послiдовностi пiдзадач, хоча i взаємопов’язаних, але бiльш простих.
Перспективним напрямом є побудова на основi розробленого методу нових
оригiнальних алгоритмiв з органiзацiєю паралельних обчислень.

75



Н. В. СЕМЕНОВА, С. В. ОЛIЙНИК

Лiтература

1. Стрекаловский А. С., Орлов А. В. Биматричные игры и билинейное про-
граммирование. — М: Физматлит, 2007. – 224 с.

2. Сергиенко И. В. Математические модели и методы решения задач дискре-
тной оптимизации. — К: Наукова думка, 1988. – 472 с.

3. Сергиенко И. В., Шило В. П. Задачи дискретной оптимизации: проблемы,
методы решения, исследования. — К: Наукова думка, 2003. — 264 с.

4. Семенова Н. В., Колєчкiна Л. М. Векторнi задачi дискретної оптимiзацiї на
комбiнаторних множинах: методи дослiдження та розв’язання. — К: Наукова
думка, 2009. — 266 с.

5. Семенова Н. В. Методы поиска гарантирующих и оптимистических решений
задач целочисленной оптимизации в условиях неопределенности данных //
Кибернетика и систем. анализ. — 2007. — №1. — С. 103–114.

6. Мухамедиев Б. M. О решении задачи билинейного программирования и
отыскании всех ситуаций равновесия в биматричных играх // Журн.
вычисл. матем. и матем. физ. — 1978. — Т. 18, ч. 3. — С. 351–359.

7. Орлов А. В. Численное решение задач билинейного программирования //
Журн. вычисл. матем. и матем. физ. — 2008. — 48, №2. — С. 237–254.

8. Sherali H. D., Alameddine A. A newreformulation-linearization technique for
bilinear programming problems // Journal of Global Optimization. — 1992. —
№2 — P. 379–410.

9. Adams W. P., Sherali H. D. Mixed integer bilinear programming problems //
Mathematical Programming. — 1993. — 59 — P. 279–305.

10. Лэсдон Л. С. Оптимизация больших систем. — М: Наука, 1975. — 432 с.
11. Benders J. F. Partitioning procedures for solving mixed-variables programming

problems. // Numerische Mathematik. — 1962. — №4 — P. 238–252.
Надiйшла 19.10.2015

76




