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Abstract. Nonlinear singularly perturbed convection-diffusion-ad-
sorption process of mass transfer of two kinds soluble substances
in the environment, consisting of particles of microporous structure
in conditions of chemical reactions to form the third grade materi-
al is modeled. We construct the asymptotic expansion of solving
of relevant model boundary problem and on this basis conducted
a numerical experiment which allows to assess the impact of various
components of the process of the distribution of contaminants in the
area.
Keywords: convection, diffusion, mass transfer, the nanoporous
media, singular perturbation, asymptotic methods.

Резюме. Змодельовано нелiнiйний сингулярно збурений процес
конвективно-дифузiйно-адсорбцiйного масопереносу двох сортiв
розчинних речовин в середовищi, що складається з частинок мi-
кропористої структури за умови протiкання хiмiчної реакцiї з
утворенням третього сорту речовини. Побудовано асимптотичне
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розвинення розв’язку вiдповiдної модельної крайової задачi та
на цiй основi проведено числовий експеримент, що дає змогу оцi-
нити вплив рiзних складових процесу на розподiл забруднень в
областi.
Ключовi слова: конвекцiя, дифузiя, масообмiн, нанопористе
середовище, сингулярнi збурення, асимптотичнi методи.

Вступ
Моделювання процесiв масоперенесення в нанопористих середовищах є

перспективним напрямком дослiджень стосовно використання фiльтрiв з
нанопористим завантаженням для очищення забруднених технологiчних
потокiв. Нанопористi матерiали забезпечують адсорбцiю та молекулярний
транспорт рiзних компонеттiв адсорбтиву через розвинуту мережу макро-,
мiкро- i мезопорожнин, забезпечуючи ефективне очищення технологiчних
потокiв. Поєднання масообмiнних, хiмiчних i теплових процесiв в одно-
му апаратi дозволяє пiдвищити ефективнiсть очищення, знизити кiлькiсть
вiдходiв, що потрапляють навколишнє середовище. Проведений в робо-
тах [1–20] аналiз результатiв дослiджень свiдчить про наявнiсть складної
структури взаємозалежностей рiзних факторiв, що визначають процеси
одно- i багатокомпонентного конвективно-дифузiйного масоперенесення в
пористих i нанопористих середовищах. У роботах [1–2, 5–10] розглянуто
проблеми математичного моделювання масоперенесення рiзної природи в
пористих середовищах без урахування внутрiшньої структури пористого
середовища, зокрема в [5, 8–10] запропоновано пiдхiд до асимптотичного
розвинення розв’язкiв вiдповiдних модельних сингулярно збурених задач.
Моделюванню дифузiї i адсорбцiї в нанопористих середовищах та питан-
ню iдентифiкацiї кiнетичних параметрiв цих процесiв присвячено значну
кiлькiсть публiкацiй [3–4, 11–20]. Компететивна дифузiя речовини в кри-
сталiчних середовищах частинок мiкропористої структури дослiджена в
роботах [15–17, 19]. Актуальним залишається питання математичного мо-
делювання процесiв багатокомпонентного масоперенесення, ускладненого
протiканням хiмiчної реакцiї мiж забруднюючими речовинами в нанопори-
стих середовищах у випадку превалювання одних складових процесу над
iншими, опираючись на базу даних новiтнiх фiзичних експериментiв для
цих середовищ, що приводить до появи малого параметра при вiдповiдних
членах рiвнянь.

У данiй роботi при моделюваннi сингулярно збурених процесiв типу

”
конвекцiя-дифузiя-адсорбцiя-реакцiя“ очищення рiдини вiд багатокомпо-

нентних домiшок в середовищi нанопористої структури у випадку превалю-
вання конвективних складових над дифузiйними i масообмiнними запропо-
новано пiдходи стосовно врахування спецiальних видiв взаємовпливу його
складових.
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1. Постановка задачi
Розглядається процес трикомпонентного конвективно-дифузiйно-адсорб-

цiйного масоперенесення забруднюючої речовини в наносередовищi за умо-
ви домiнування конвективної його складової над iншими, що описується
наступною модельною сингулярно збуреною задачею:

σ
∂cj
∂t

=

3∑
s=1

D̃js
∂2cs
∂x2

− v(x)
∂cj
∂x

− αjK̃jc
α1
1 cα2

2 −
3∑
s=1

S̃js

(
∂qs
∂r̃

)∣∣∣∣
r̃=R

, (1)

σ∗
∂qj
∂t

=

3∑
s=1

D̃∗
js

(
∂2qs
∂r̃2

+
2

r̃

∂qs
∂r̃

)
− αjK̃jq

α1
1 qα2

2 , j = 1, 3, (2)

cj (x, t)|t=0 = c0j (x), qj (x, r̃, t)|t=0 = q0j (x, r̃), (3)

cj(0, t) = cj∗ (t) ,
∂cj(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,

qj (x, r̃, t)|r̃=R = kjcj (x, t) ,
∂qj(x, r̃, t)

∂r̃

∣∣∣∣
r̃=0

= 0, (4)

0 6 x 6 L = 1, 0 6 r̃ 6 R, 0 6 t <∞.

Тут cj(x, t) — концентрацiя j-того сорту розчинної речовини у мiжчастинко-
вому просторi, q (x, r, t)— концентрацiя j- того сорту розчинної речови-
ни в мiкрочастинцi, D̃js = εDjs i D̃∗

js = ε3D∗
js — коефiцiєнти дифузiї в

мiжчастинковому просторi та в мiкрочастинках вiдповiдно, S̃js = ε2Sjs —
коефiцiєнти впливу внутрiшньочастинкового переносу на мiжчастинковий,
kj — коефiцiєнти адсорбцiйної рiвноваги, αj — кiлькiсть моль речовини j-
го сорту, що вiзьме участь в реакцiї, K̃j = εIjKj — швидкiсть протiкання
хiмiчної реакцiї, I1 = I2 = 1, I3 = −1, R = ε — радiус мiкрочастинок, σ i σ∗
— коефiцiєнти пористостi вiдповiдно макро- та мiкросередовища, j = 1, 3,
s = 1, 3. Всi функцiї, якi фiгурують в умовах (3–4) є достатньо гладкими
та узгодженими мiж собою вздовж ребер та кутових точок даної областi.
Зауважимо, що питання iдентифiкацiї параметрiв задач дифузiї в нанопо-
ристому середовищi дослiджено зокрема в [18–20].

Дана модель описує процес руху частинок трьох сортiв розчинних ре-
човин у адсорбцiйному середовищi, що складається з нанопористих мiкро-
частинок. Двi речовини вступають в хiмiчну реакцiю типу α1c1 + α2c2 =
α3c3 (для спрощення викладу розглядається випадок αj = 1, j = 1, 3 ).
Вiдмiтимо, що в залежностi вiд конкретного виду речовин, можливi рiзнi
випадки протiкання процесу, наприклад двi речовини-забруднювачi адсор-
буються мiкрочастинками, а утворена третя речовина — нi, чи навпаки.

Роль малого параметра в даному випадку грає радiус мiкрочастинки,
а коефiцiєнти дифузiї на мiкро- та макрорiвнях i коефiцiєнти масообмiну
виражаються через цей параметр. Пiсля замiни змiнної r̃ = εr [5], рiвняння
(1)–(2) зведемо до вигляду:

σ
∂cj
∂t

= ε

3∑
s=1

Djs
∂2cs
∂x2

− v(x)
∂cj
∂x

− εIjKjc1c2 − ε

3∑
s=1

Sjs

(
∂qs
∂r

)∣∣∣∣
r=1

, (5)
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σ∗
∂qj
∂t

= ε

3∑
s=1

D∗
js

(
∂2qs
∂r2

+
2ε

r

∂qs
∂r

)
− εIjKjq1q2, (6)

0 6 x 6 1, 0 6 r 6 1, 0 6 t <∞.

2. Асимптотика розв’язку
Асимптотичне наближення розв’язку системи (5)-(6) за умов (3)-(4) мати-

ме вигляд [10]:

cj(x, t) = cj,0 (x, t) + εcj,1 (x, t) + ...+ εncj,n (x, t) + Pj,0 (ξ, t)+

+εPj,1 (ξ, t) + ...+ εn+1Pj,n+1 (ξ, t) +R1
j,n(x, t, ε), (7)

qj(x, r, t) = qj,0(x, r, t) + εqj,1(x, r, t) + ...+ εnqj,n(x, r, t) + Fj,0(x, ρ, t)+

+...+ εi/2Fj,i/2(x, ρ, t) + ...+ εn+1Fj,n+1(x, ρ, t) +R2
j,n(x, r, t, ε), (8)

де cj,i (x, t), qj,i (x, r, t) ( i = 0, n, j = 1, 3) — члени вiдповiдних регулярних
частин асимптотики, Pj,i (ξ, t) (i = 0, n+ 1) — функцiї типу примежового
шару в околi x = 1, Fj,i/2 (x, ρ, t) (i = 0, 2n+ 1) — функцiї типу примежо-
вого шару в околi r = 1, ξ = (1 − x) · ε−1, ρ = (1 − r) · ε−1/2 — вiдповiднi
регуляризуючi перетворення, R1

j,n, R
2
j,n — залишковi члени.

Пiсля застосування процедури пiдстановки рядiв (7)–(8) в рiвняння (5)–
(6) та прирiвняння коефiцiєнтiв при однакових степенях ε [5, 8–10], отри-
мано такi задачi для знаходження регулярних частин асимптотики: v(x)

∂cj,i(x, t)

∂x
+ σ1

∂cj,i (x, t)

∂t
= g1j,i(x, t),

cj,i(x, 0) = w1
j,i(x), cj,i(0, t) = w2

j,i (t),

(9)

σ2
∂qj,i (x, r, t)

∂t
= g2j,i(x, r, t),

qj,i(x, r, 0) = w3
j,i(x, r),

(10)

де g1j,0(x, t) = 0, w1
j,0 (x) = c0j (x), w

2
j,0 (t) = cj∗ (t), g

2
j,0(x, r, t) = 0, w3

j,0 (x, r) =

= q0j (x, r), g
1
j,i(x, t) =

3∑
s=1

Djs
∂2cs,i−1(x, t)

∂x2
− IjKj

i−1∑
s=0

c1,s(x, t)c2,i−1−s(x, t)−

−
3∑
s=1

Sjs (
∂qs, i−1 (x, r, t)

∂r
+
∂Fs, i−1 (x, r, t)

∂r
+ ε

1
2
∂Fs, i−1/2 (x, r, t)

∂r
)

∣∣∣∣∣
r=1

,

w1
j,i (x) = 0, w2

j,i (t) = 0, g2j,1(x, r, t) =
3∑
s=1

D∗
js

∂2qs,0(x, r, t)

∂r2
− IjKjq1,0(x, r, t)×

×q2,0(x, r, t), g2j,i(x, r, t) =
3∑
s=1

D∗
js(
∂2qs,i−1(x, r, t)

∂r2
+

2

r

∂qs,i−2(x, r, t)

∂r
)− IjKj×

×q1,i−1(x, r, t)q2,i−1(x, r, t), w3
j,i (x, r) = 0 ( i = 1, n, j = 1, 3).

Розв’язки наведених задач знайдено методом характеристик:

cj,0(x, t) =

[
c0j (f

−1(σf(x)− t)) , t < σf(x),

cj∗(t− σf(x)) , t > σf(x),
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qj,0(x, r, t) = q0j (x, r), qj,i(x, r, t) =
1

σ∗

t∫
0

g2j,i(x, r, t̃)dt̃, i = 1, n,

cj,i(x, t) =


1

σ

t∫
0

g1j,i(f
−1(σf(x)− t+ t̃), t̃)dt̃, t < σf(x),

x∫
0

g1j,i(x̃, σf(x̃) + t− σf(x))

v2(x̃)
dx̃, t > σf(x),

де f(x) = σ
x∫
0

dx̃

v2(x̃)
— час проходження вiдповiдними часточками розчинної

речовини вiд початку фiльтру до точки з координатою x, f−1 (x) — фун-
кцiя, обернена до функцiї f (x) (така функцiя iснує, оскiльки v (x) — непе-
рервно диференцiйована, обмежена, додатньо-визначенк функцiя, σ > 0 —
стала).

Врахувавши спiввiдношення
∂

∂x
=

∂

∂ξ
(−

1

ε
),

∂2

∂x2
=

1

ε2
∂2

∂ξ2
та розклавши

функцiю v(L − ξε) в ряд Тейлора в околi x = L = 1, одержано систему
рiвнянянь iз вiдповiдними умовами для визначення примежових функцiй
Pj,i (i = 0, n+ 1, j = 1, 3):

3∑
s=1

Djs
∂2Ps,i(ξ, t)

∂ξ
+ v(L)

∂Pj,i(ξ, t)

∂ξ
= g3j,i(ξ, t),

∂Pj,i (ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ→0

= υj,i(t), Pj,i(ξ, t)|ξ→∞ → 0 ,

де g30(ξ, t) = 0, g3j,1(ξ, t) = σ
∂Pj,0(ξ, t)

∂t
−

3∑
s=1

Djs
∂2Pj,0(ξ, t)

∂ξ2
+ v′(L)ξ

∂Pj,0(ξ, t)

∂ξ
,

g5j,i(ξ, t) = σ
∂Pj,i−1(ξ, t)

∂t
−

3∑
s=1

Djs
∂2Pj,i−1(ξ, t)

∂ξ2
+

i−1∑
s=0

(−1)s

s!
v(s)(L)ξs×

×
∂Pj,i−1−s(ξ, t)

∂ξ
− IjKj

i−1∑
s=0

i−1−s∑
l=0

P1,i−1−s−l(ξ, t)P2,l(ξ, t) (i = 2, n+ 1),

υj,i(t) = −
∂cj,i−1 (L, t)

∂ξ
(i = 0, n), υj,n(t) = 0.

Аналогiчно [10] отримуємо задачi для поправок Fj,i/2 (x, ρ, t):
σ∗
∂Fj,i/2(x, ρ, t)

∂t
=

3∑
s=1

D∗
js

∂2Fs,i/2 (x, ρ, t)

∂ρ2
+ γj,i/2(x, ρ, t),

Fj,i/2(x, ρ, 0) = 0, Fj,i/2(x, 0, t) = ϑj,i/2(x, t),
∂Fj,i/2 (x, ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ→∞

= 0,
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γj,0(x, ρ, t) = γj,1/2(x, ρ, t) = 0, γj,1(x, ρ, t) = −IjKjF1,0(x, ρ, t)F2,0(x, ρ, t),

γj,i/2(x, ρ, t) = 2
3∑
s=1

i−3∑
l=0

D∗
jsρ

l
∂Fs,(l−i+3)/2(x, ρ, t)

∂ρ
− IjKj

i−3∑
s=0

F1,s(x, ρ, t)×

×F2,i−3−s(x, ρ, t) (i = 3, n), ϑj,i/2(x, t) = k(cj, i
2
(x, t)+Pj, i

2
(x, t)), для парних

i, для непарних дана умова рiвна 0.
Розв’язання останньої задачi вимагає застосування чисельних методiв

(наприклад, методу сiток, методу кiнцевих елементiв).
Оцiнка залишкових членiв проводиться аналогiчно [5, 8] на основi прин-

ципу максимуму для параболiчних рiвнянь.

3. Результати числових експериментiв

Наведемо деякi модельнi результати розрахунку описаних вище сингу-
лярно збурених процесiв типу

”
конвекцiя-дифузiя-масообмiн“ нанопористо-

му однорiдному середовищi. Обчислення проводились для адсорбцiйного
середовища довжиною L = 1 м, що складається з нанопористих мiкрочасти-
нок радiусом R = 10−5 м, при швидкостi конвективного перенесення
5м/добу. Для числового експерименту використовувались iмовiрнi данi,
прогнозованi на основi аналiзу [3, 4]: D11 = 1.8 м2/добу, D12 = 0.1 м2/добу,
D21 = 0.65 м2/добу, D22 = 1.03 м2/добу, D31 = 0.7 м2/добу, D32 = 0.9
м2/добу, D33 = 2.45 м2/добу, D∗

11 = 1.5 м2/добу, D∗
12 = 0.001 м2/добу,

D∗
21 = 0.006 м2/добу, D∗

22 = 1.98 м2/добу, D∗
31 = 0.006 м2/добу, D∗

32 = 0.008
м2/добу, D∗

33 = 1.58 м2/добу, K1 = 5 м3/кг · добу, K2 = 7.5 м3/кг · добу,
K3 = 4 м3/кг · добу, σ = 0.7, σ∗ = 0.8, k1 = 0.87, k2 = 0.94, k3 = 0.87.

В початковий момент часу концентрацiї усiх трох речовин рiвнi 0, а на
входi задано розподiли:

c1∗(t) =

 0.02(1 + cos(5t+ π)), t ≤ π

5
,

0.04, t >
π

5
,

c2∗(t) =

 0.017(1 + cos(10t+ π)), t ≤ π

10
,

0.034, t >
π

10
,

c3∗(t) = 0.
На рис. 1 показано ефект вiд хiмiчної реакцiї та адсорбцiї мiкрочастинка-

ми, а саме наведенi графiки розподiлу концентрацiй трьох сортiв розчин-
них речовини за умови вiдсутностi масообмiну (крива 1) (розв’язок вiд-
повiдної незбуреної задачi), за умови лише адсорбцiї забруднень мiкроча-
стинками (крива 2), за умови лише протiкання хiмiчної реакцiї, тобто у
випадку аналогiчного процесу у пористому середовищi (мiкрочастинки не
є нанопористими [9]) (крива 3) та за умови i протiкання реакцiї i адсорбцiї
мiкрочастинками (крива 4).
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Рис 1. Розподiл концентрацiї забруднюючої речовини в мiжчастинковому
просторi

Висновки
Сформована математична модель сингулярно збуреного процесу конвек-

тивно-диффузионно-адсорбцiйного масопереносу трьох сортiв забрудню-
ючої речовини, двi з яких вступають в хiмiчну реакцiю в нанопористо-
му середовищi. Побудовано асимптотичне розвинення розв’язку вiдповiдної
одновимiрної нелiнiйної сингулярно збуреної крайової задачi, на основi чого
проведено комп’ютерний експеримент та графiчно зображено просторово-
часовий розподiл концентрацiй трьох сортiв забруднюючих речовин при
рiзних значеннях параметрiв процесу. На основi аналiзу отриманих резуль-
татiв можна говорити про значний вплив адсорбцiї та реакцiї, не зважаючи
на те, що вони є малими в порiвняннi з конвекцiєю. У перспективi — iденти-
фiкацiя параметрiв такого роду процесiв та дослiдження масопереносу ба-
гатопонентного забруднення в багатошарових нанопористих середовищаха
також дослiдження дифузiйного потоку в околi частинок, що омиваються
потоком [6].
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