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Abstract. We study the solvability of a subdiffusion equation wi-
th a position-dependent time derivative in a bounded domain. The
problem is reformulated in a such way that allows to investigate it
employing the methods developed for constant-order fractional di-
fferential equations. A weak solvability theorem in a variable-order
Sobolev space is proven. In order to solve the problem numerically, we
suggest a space-time Galerkin method which combines finite-element
space discretization with a polynomial approximation with respect to
the time variable. The numerical results for the case of 1-dimensional
space variable are presented.
Keywords: fractional differential equation, diffusion, weak solution,
Galerkin method.

Резюме. Дослiджено розв’язнiсть рiвняння субдифузiї (повiль-
ної дифузiї) в обмеженiй областi, яке мiстить дробову похiдну
за часом, порядок якої залежить вiд просторової змiнної. Зада-
чу зведено до вигляду, який дає змогу аналiзувати її методами,
розробленими для рiвнянь сталого дробового порядку. Одержано
теорему iснування та єдиностi слабкого розв’язку у соболєвсько-
му просторi змiнного порядку. Для чисельного розв’язання за-
пропоновано метод Гальоркiна з одночасною дискретизацiєю за
усiма змiнними: за допомогою полiномiальних функцiй за часом i
скiнченноелементних — за просторовими змiнними. Наведено ре-
зультати обчислювального експерименту для випадку однiєї про-
сторової змiнної.
Ключовi слова: рiвняння дробових порядкiв, дифузiя, слабкий
розв’язок, метод Гальоркiна.
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1. Вступ

Дробовi рiвняння у частинних похiдних (надалi — ДРЧП) виникають
при моделювання ряду фiзичних i бiологiчних систем [1]–[3]). Одним з про-
цесiв, що описуються такими рiвняннями, є субдифузiя (повiльна дифузiя),
для якої середньоквадратичне змiщення частинки, що дифундує, зростає з
часом повiльнiше, нiж лiнiйна функцiя; класичний закон Фiка при цьому
не виконується. Зокрема, поширеним є випадок, коли середньоквадратичне
змiщення зростає за степеневим законом з показником α ∈ (0, 1). Таку зако-
номiрнiсть вiдзначено для середовищ з пастками, якi затримують частинки
речовини, що дифундує. Важливою особливiстю субдифузiйних процесiв є
їхня нелокальнiсть у часi: стан системи залежить вiд усiєї передiсторiї про-
цесу [1]. Вiдповiдне одновимiрне рiвняння для щiльностi ймовiрностi має
вигляд

∂u

∂t
= D1−α

0 K
∂2u

∂x2
, (1)

де K > 0 — коефiцiєнт дифузiї, D1−α
0 — дробова похiдна Рiмана-Лiувiлля

порядку 1 − α за часовою змiнною t з нижньою межею 0; цей оператор
визначається виразом

(Dβ
0u)(x, t) =

1

Γ(1− β)

∂

∂t

∫ t

0

u(x, s)

(t− s)β
ds.

Рiвняння (1) можна переписати у виглядi

∗Dα
0 u = K

∂2u

∂x2
, (2)

де (∗Dα
0 u)(x, t) = Dα

t (u− u0) — дробова похiдна Капуто; u0(x) = u(x, 0).
Зауважимо, що для абсолютно неперервних за змiнною t функцiй, справе-
дливе подання ([4], теорема 2.1):

(∗Dα
0 u)(x, t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

∂u
∂s (x, s)

(t− s)α
ds.

Рiвняння такого типу iнтенсивно дослiджувались впродовж останнiх де-
сятилiть. Ейдельман i Кочубей [5] одержали фундаментальний розв’язок
для оператора з похiдною Капуто за часом i рiвномiрно елiптичним опера-
тором, що дiє за просторовими змiнними, зi змiнними коефiцiєнтами, якi
задовольняють умову Гьольдера.

Bazhlekova [6] довела строгу Lp-розв’язнiсть для неоднорiдного ДРЧП
з похiдною Рiмана-Лiувiлля за часом. Нещодавно Li й Xu [7, 8] встанови-
ли, що дробовi рiвняння порядку α ∈ (0, 1) за своїм властивостями подiбнi
до елiптичних рiвнянь у тому розумiннi, що їх можна переформулювати у
термiнах симетричних бiлiнiйних форм. Завдяки цьому, їхня розв’язнiсть
у вiдповiдних просторах випливає з леми Лакса-Мiльґрама. У цих самих
статтях, Li й Xu запропонували метод Гальоркiна з полiномiальними бази-
сними функцiями. Ford, Xiao i Yan [9] розглянули дискретизацiю за часом
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для багатовимiрного рiвняння субдифузiї, а також його скiнченноелемен-
тну дискретизацiю за просторовими змiнними.

Втiм, усi цi дослiдження стосуються ДРЧП сталого порядку. З iншого
боку, Chechkin, Gorenflo i Sokolov [10] розглянули випадок, коли показник
дифузiї змiнюється у просторi. Використовуючи апарат випадкових блу-
кань з неперервним часом, вони вивели таке рiвняння для щiльностi ймо-
вiрностi

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

(
K(x)D

1−α(x)
0 u

)
, (3)

де x ∈ R, 0 < α(x) < 1, K(x) > 0 (насправдi K(x) залежить вiд α(x)). Тут
слiд наголосити, що друга похiдна за просторовою змiнною дiє на похiдну
Рiмана-Лiувiлля, порядок якої також залежить вiд просторової змiнної. У
зв’язку з цим, безпосередньо звести рiвняння (3) до вигляду (2) чи хоча б
(1) з α = α(x) не є можливим.

Мета роботи полягає у тому, щоб дослiдити неоднорiдний багатовимiр-
ний аналог рiвняння (3). Роздiл 2 мiстить основнi позначення, постанов-
ку задачi i її перетворення на еквiвалентну, бiльш зручну для подальших
мiкрувань. У роздiлi 3 представлено теорему слабкої розв’язностi змiнно-
порядкової задачi з однорiдними крайовими й неоднорiдними початковими
умовами. Для її доведення застосовано пiдхiд, запропонований у [7, 8], i
узагальнено його на випадок рiвняння змiнного порядку. У роздiлi 4 роз-
глядається метод чисельного розв’язання цiєї задачi.

2. Постановка задачi й основнi позначення
Нехай Ω ⊂ RN , N ∈ N — обмежена область з гладкою межею ∂Ω,

Q = Ω× [0, T ]. Розглянемо рiвняння
∂u

∂t
−∆(K(x)D

1−α(x)
0 u) = f (4)

з початковою й крайовою умовами

u|t=0 = u0(x), (5)

u|∂Ω = 0, (6)
де u = u(x, t), f = f(x, t), ∆ — оператор Лапласа

∆φ =

N∑
i=1

∂2φ

∂x2i
,

а D1−α(x)
0 — похiдна Рiмана-Лiувiлля порядку 1−α(x) за часом. Припусти-

мо також, що α,K ∈ C2(Ω), minx∈Ω α(x) >
1
2 i maxx∈Ω α(x) < 1.

Перш за все, переформулюємо (4)–(6) як задачу з нульовою початковою
умовою. Для цього зробимо замiну ũ = u− u0. Маємо задачу

∂ũ

∂t
−∆

(
K(x)D

1−α(x)
0 ũ

)
= F, (7)

ũ|t=0 = 0, (8)
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ũ|∂Ω = 0, (9)

де F = f +∆
(
K(x)D

1−α(x)
0 u0

)
.

Проте у задачi (7)–(9) залишається дробова похiдна за часом, на яку
дiє оператор Лапласа, що робить рiвняння незручним для дослiдження.
У зв’язку з цим, введемо iншу функцiю ṽ = D

1−α(x)
0 ũ. Оскiльки ũ|t=0 = 0,

маємо ([4], лема 2.5) ũ = I
1−α(x)
0 ṽ, де I

1−α(x)
0 позначає iнтеграл Рiмана-

Лiувiлля за t з нижньою межею 0.
Пiдставивши v у (7)–(9), одержуємо задачу

D
α(x)
0 ṽ −∆(K(x)ṽ) = F, (10)

I
1−α(x)
0 ṽ|t=0 = 0, (11)
ṽ|∂Ω = 0, (12)

Щоб спростити її, виконаємо замiну v = K(x)ṽ. Оскiльки

D
α(x)
0 ṽ(x, t) = D

α(x)
0

(
v(x, t)

K(x)

)
=

1

K(x)
D
α(x)
0 v(x, t),

(I
1−α(x)
0 ṽ(x, t))|t=0 =

1

K(x)
(I

1−α(x)
0 v(x, t))|t=0,

одержимо задачу
1

K(x)
D
α(x)
0 v −∆v = F, (13)

I
1−α(x)
0 v|t=0 = 0, (14)
v|∂Ω = 0. (15)

Зазначимо, що початковi умови, якi включають iнтеграли дробових по-
рядкiв, є цiлком стандартними для рiвнянь з похiдними Рiмана-Лiувiлля
[11]. Розв’язок початкової задачi (4)–(6) при цьому можна подати у вигля-
дi u = u0 +

1
K(x)I

1−α(x)
0 v. У наступному роздiлi дослiджується розв’язнiсть

задачi (13)–(15).
Позначимо черезH1

0 (Ω) класичний соболєвський простiр першого поряд-
ку функцiй з нульовим слiдом, в якому задано норму ∥φ∥H1

0 (Ω) = ∥∇φ∥L2(Ω),
а через H−1

0 (Ω) спряжений до нього. Нехай також CΩ — оптимальна стала
у нерiвностi Пуанкаре ∥φ∥L2(Ω) ≤ CΩ∥φ∥H1

0 (Ω), φ ∈ H1
0 (Ω). Надалi позна-

чатимемо, наприклад, через g й g мiнiмум i максимум функцiї g, а через
C — додатну сталу, яка може бути рiзною в рiзних нерiвностях. Через,
наприклад, gxi позначатимемо частинну похiдну функцiї g за змiнною xi.

3. Слабка розв’язнiсть
Нагадаємо деякi властивостi соболєвських просторiв. Нехай F позначає

перетворення Фур’є. Визначимо простiр

Hβ(R) = {g ∈ L2(R)|(1 + ω2)
β
2 (Fg)(ω) ∈ L2(R)}

з нормою
∥g∥β,R = ∥(1 + ω2)

β
2 (Fg)(ω)∥L2(R).
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Тепер введемо простiр

Hβ([0, T ]) = {g ∈ L2([0, T ])|∃g̃ ∈ Hβ(R) : g̃|[0,T ] = g}

з нормою
∥g∥β = inf

g̃∈Hβ(R),g̃|[0,T ]=g
∥g̃∥β,R.

Позначимо через C∞
0 ([0, T ]) множину нескiнченно диференцiйновних фун-

кцiй з компактним носiєм у (0, T ). Нехай Hβ
0 — поповнення C∞

0 ([0, T ])

за ∥g∥β . Через Hβ
l ([0, T ]), H

β
r ([0, T ]) i Hβ

s ([0, T ]) позначимо поповнення
C∞
0 ([0, T ]) за нормами

∥g∥2β,l = ∥g∥2L2([0,T ])
+ ∥Dβ

0 g∥
2
L2([0,T ])

,

∥g∥2β,r = ∥g∥2L2([0,T ])
+ ∥Dβ

T g∥
2
L2([0,T ])

,

∥g∥2β,c = (Dβ
0 g,D

β
T g)L2([0,T ]),

де Dβ
T — похiдна Рiмана-Лiувiлля з верхньою межею T .

У [7] доведено таке твердження:

Лема 1. Нехай β > 0, β ̸= m + 1
2 ,m ∈ N. Тодi простори Hβ

l ([0, T ]),
Hβ
r ([0, T ]), Hβ

s ([0, T ]) i Hβ
0 ([0, T ]) рiвнi у тому розумiннi, що їхнi норми

еквiвалентнi.

Крiм того, справедливе таке твердження [12]:

Лема 2. Якщо 0 < β < 1
2 , то Hβ([0, T ]) = Hβ

0 ([0, T ]).

Для дослiдження задачi змiнного порядку нам знадобляться соболєвськi
простори змiнного порядку. Нехай C∞

0 (Q) — множина нескiнченно дифе-
ренцiйовних функцiй з компактним носiєм у Q, а W β(·),1 — поповнення
C∞
0 (Q) за нормою

∥u∥2β(·),1 =
∫
Q
(D

β(x)
0 u(x, t))2 +

N∑
i=1

u2xi(x, t) dQ,

де Dβ(x)
0 — правобiчна похiдна Рiмана-Лiувiлля за змiнною t з нижньою

межею 0, а β є функцiєю просторових змiнних. Через W−β(·),−1 познача-
тимемо простiр, спряжений до W β(·),1.

Лема 3. Якщо u0 ∈ H1
0 (Ω), то ∆

(
D

1−α(x)
0 u0

)
∈W−α(·)

2
,−1(Q).

Доведення. Можна безпосередньо перевiрити, що

∆
(
D

1−α(x)
0 u0

)
= ∆

(
u0(x)

Γ(α(x))t1−α(x)

)
=

=

N∑
i=1

(
Ai,1(x)t

α(x)−1 +Ai,2(x)t
α(x)−1 ln t+Ai,3(x)t

α(x)−1 ln2 t
)
,
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де

Ai,1(x) =
∂2u0(x)

∂x2i
Γ(α(x)) + 2

∂u0(x)

∂xi

∂Γ(α(x))

∂xi
,

Ai,2(x) = 2
∂u0(x)

∂xi
Γ(α(x))

∂α(x)

∂xi
+u0(x)

∂(Γ(α(x))∂α(x)∂xi
)

∂xi
+u0(x)

∂Γ(α(x))

∂xi

∂α(x)

∂xi
,

Ai,3(x) = u0(x)Γ(α(x))

(
∂α(x)

∂xi

)2

,

причому Ai,j ∈ H−1
0 (Ω) завдяки припущенням щодо u0 й α. Щоб довести

лему, достатньо показати, що ∆
(
D

1−α(x)
0 u0

)
∈ L2([0, T ], H

−1
0 (Ω)). Споча-

тку розглянемо доданки Ai,1(x)tα(x)−1. Позначимо через ⟨·, ·⟩ двоїстiсть мiж
H−1

0 (Ω) i H1
0 (Ω). Маємо∫ T

0
∥Ai,1(x)tα(x)−1∥2

H−1
0 (Ω)

dt =

∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

⟨
Ai,1 · tα(x)−1, φ

⟩
∥φ∥H1

0 (Ω)

)2

dt =

=

∫ T

0

(
sup
φ̸=0

⟨
Ai,1, t

α(x)−1φ
⟩

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt ≤

≤
∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

∥Ai,1∥H−1
0 (Ω)∥t

α(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt =

= ∥Ai,1∥2H−1
0 (Ω)

∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt.

Зауважимо, що

∥tα(x)−1φ∥2H1
0 (Ω) =

N∑
i=1

(∫
Ω
(tα(x)−1φxi + tα(x)−1 ln t · αxiφ)2 dx

)
≤

≤
N∑
i=1

(∫
Ω
2t2α(x)−2φ2

xi + 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xiφ

2 dx

)
. (16)

З iншого боку, можна вибрати таке δ, що 2α(x) − δ > 1 ∀x ∈ Ω, а також
таке µ = µ(δ) < 1, що ln2 t ≤ t−δ for t < µ. Для таких δ й µ має мiсце∫ T

0

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt =

∫ µ

0

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt+

∫ T

µ

(
sup
φ ̸=0

∥tα(x)−1φ∥H1
0 (Ω)

∥φ∥H1
0 (Ω)

)2

dt = I1 + I2.
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Тепер оцiнимо цi два iнтеграли окремо, використровуючи (16) i нерiвнiсть√
a+ b ≤

√
a+

√
b.

I1 ≤
∫ µ

0

sup
φ ̸=0

√∑N
i=1

(∫
Ω 2t2α(x)−2φ2

xi + 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xiφ

2 dx
)

∥φ∥H1
0 (Ω)

2

dt ≤

≤ 2

∫ µ

0

sup
φ ̸=0

√
t2α−2

∑n
i=1

∫
Ω φ

2
xi dx+

√
t2α−2−δ ·

∑N
i=1

∫
Ω α

2
xiφ

2 dx

∥φ∥H1
0 (Ω)


2

dt ≤

2

∫ µ

0

sup
φ̸=0

tα−1
√∑n

i=1

∫
Ω φ

2
xi dx+ tα−1− δ

2

√∑N
i=1

∫
Ω α

2
xiφ

2 dx

∥φ∥H1
0 (Ω)


2

dt ≤

2

∫ µ

0

(
tα−1 +M1t

α−1− δ
2

)2
dt,

де M1 = CΩ
∑n

i=1 α
2
xi . Отже,

I1 ≤ 2

∫ µ

0
t2α−2 + 2Mt2α−2− δ

2 +M2t2α−2−δ dt <∞.

Бiльше того,

I2 ≤
∫ T

µ

sup
φ̸=0

√∑N
i=1

(∫
Ω 2t2α(x)−2φ2

xi + 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xiφ

2 dx
)

∥φ∥H1
0 (Ω)

2

dt ≤

≤ 2

∫ T

µ

sup
φ ̸=0

√∑N
i=1

(∫
Ω µ

2α(x)−2φ2
xi + µ2α(x)−2 ln2 µ · α2

xiφ
2 dx

)
∥φ∥H1

0 (Ω)

2

dt ≤

2(T − µ)M2
2 ,

де M2 = µα−1
√

1 + C2
Ω ln2 µ ·

∑N
i=1 α

2
xi . З цих оцiнок випливає, що

∥Ai,1(x)tα(x)−1∥2
L2([0,T ],H1

0 (Ω))
= ∥Ai,1∥2H−1

0 (Ω)
(I1 + I2) <∞.

Аналогiчними мiркуваннями можна переконатись, що Ai,2(x)tα(x)−1 ln t

i Ai,3(x)tα(x)−1 ln2 t також належать простору L2([0, T ],H
−1
0 (Ω)). �

Лема 4. Якщо v ∈W
α(·)
2
,1(Q), то (I

1−α(x)
0 v)|t=0 = 0 y L2(Ω).

Доведення. Достатньо показати, що ∥I1−α(·)0 v(·, t)∥2L2(Ω) → 0 при t → 0.
Маємо∫

Ω

(
I
1−α(x)
0 v(x, t)

)2
dx =

∫
Ω

(
1

Γ(1− α(x))

∫ t

0

v(x, s)

(t− s)α(x)
ds

)2

dx ≤

≤ C

∫
Ω

(∫ t

0

v(x, s)

(t− s)α(x)
ds

)2

dx ≤
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≤ C

∫
Ω

(
∥v(x, ·)∥Hα(x)([0,t])

∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥
Lr(x)([0,t])

)2

dx,

де r(x) = 2/(1 + α(x)), i використано вкладення H
α
2 ([0, t]) у Lr′ ([0, t]) з

r
′
= 2/(1− α(x)) [8]. Звiдси∫

Ω

(
I
1−α(x)
0 v(x, t)

)2
dx ≤ Cmax

x∈Ω

∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥2
Lr(x)([0,t])

∥v(x, ·)∥2
W

α(·)
2 ,1(Q)

→ 0,

а отже ∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥
Lr(x)([0,t])

→ 0

рiвномiрно на Ω при t→ 0. �

Зауваження 1. Доведення леми 4 повторює мiркування доведення леми
2.2, [8].

Лема 5. [8] Нехай 0 < β < 2, β ̸= 1, а g, h ∈ H
β
2
0 ([0, T ]). Тодi⟨

Dβ
0 g, h

⟩
H

−β
2

0 ×H
β
2
0

= (D
β
2
0 g,D

β
2
T h)L2 ,

де простори й вiдповiднi бiлiнiйнi форми визначенi на [0, T ].

Зауваження 2. Вiдповiдно до леми 1, твердження леми 5 справедливе
також для g, h ∈ H

β
2 ([0, T ]), якщо при цьому β < 1

2 .

Тепер розглянемо слабку постановку (13)–(15). Позначимо

b(v, w) =

∫
Q

1

K(x)
D

α(x)
2

0 v ·D
α(x)
2

T w +∇v · ∇w dQ,

де ∇ — градiєнт за просторовими змiнними.
З леми 5 випливає, що для гладких v i w тотожнiсть

b(v, w) = (D
α(·)
0 v +∆v, w)L2(Q)

виконується для довiльного w ∈W
α(·)
2
,1(Q).

Позначимо через ⟨·, ·⟩α(·)
2
,1

двоїстiсть мiж W−α(·)
2
,−1(Q) i W

α(·)
2
,1(Q).

Означення 1. Пiд слабким розв’язком задачi (13)–(15) розумiтимемо v,
для якого

b(v, w) = ⟨F,w⟩α(·)
2
,1
.

Теорема 1. Нехай F ∈ W−α(·)
2
,−1(Q). Тодi задача (13)–(15) має єдиний

розв’язок v ∈W
α(·)
2
,1(Q), причому

∥v∥
W

α(·)
2 ,1(Q)

≤ C∥F∥
W−α(·)

2 ,−1(Q)
.
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Доведення. Вiдомо [8], що для g ∈ Hβ([0, T ]), β < 1
2

(Dβ
0 g,D

β
T g)L2([0,T ]) ≥ C1 cos(πβ)∥g∥2Hβ([0,T ])

для деякого C1 > 0. Отже, використовуючи цю оцiнку з β = α(x)
2 i дода-

тнiсть оператора ∆, одержуємо

b(v, v) ≥ C

∫
Ω

1

K(x)
cos

(
πα(x)

2

)∫ T

0
(D

α(x)
2

0 v(x, t))2 dt dx+

∫
Q
∇v · ∇v dQ ≥

≥ C cos

(
πα

2

)∫
Q
(D

α(x)
2

0 v(x, t))2 dQ+

∫ T

0
∥v(t)∥2H1

0 (Ω) dt ≥ C∥v∥2
W

α(·)
2 ,1(Q)

.

Неперервнiсть бiлiнiйної форми b(·, ·) перевiряється безпосередньо; отже,
iснування i єдинiсть розв’язку задачi випливає з леми Лакса-Мiльґрама.

�
Зауваження 3. Виконання початкової умови (14) забезпечується лемою 4.

Зауваження 4. Вiдповiдно до леми 3, теорема 1 дає змогу розглядати
неоднорiднi початковi умови (5) з u0 ∈ H1

0 (Ω).

4. Метод Гальоркiна
Побудуємо схему просторово-часової дискретизацiї системи (13)–(15). Ви-

беремо базис {ϑi}∞i=1 у просторi W
α(·)
2
,1(Q), позначимо через Wm,n лiнiйну

оболонку {ϑ1,1, ..., ϑm,n} й розглянемо наближення

vm,n(x, t) =

m,n∑
i,j=1

ci,jϑi,j(x, t),

де ci,j — невiдомi коефiцiєнти, якi визначаються з системи

b(vi,j , wk,l) =
⟨
F,wk,l

⟩
α(·)
2
,1

∀wk,l ∈Wm,n,

яка є системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
m,n∑
i,j=1

ci,jb(ϑi,j , ϑk,l) = ⟨F, ϑk,l⟩α(·)
2
,1
, i, k = 1,m, j, l = 1, n. (17)

Тодi наближений розв’язок задачi (4)–(6) виражається за формулою

um,n(x, t) = u0(x) +
1

K(x)

m,n∑
i,j=1

ci,j(I
1−α(x)
0 ϑi,j)(x, t) (18)

Оскiльки b(·, ·) коерцитивна, система (17) має єдиний розв’язок.
Окремими проблемами є вибiр конкретного базису {ϑi,j}m,ni,j=1 й аналiз

похибки апроксимацiї. Покладемо ϑi,j(x, t) = ψi(t) · ωj(x), де {ψi} й {ωj}
— лiйнiйно незалежнi системи функцiй у Hα/2([0, T ]) й H1

0 (Ω) вiдповiдно.
А саме, виберемо ψi(t) = P̃i−1(t) — змiщенi многочлени Лежандра на [0, 1]
(без обмеження загальностi можна вважати, що T = 1). Цей вибiр зумов-
лено тим, що для степеневої функцiй вiдомi аналiтичнi формули дробового
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диференцiювання й iнтегрування, що дає змогу легко застосувати форму-
лу (18). Крiм того, многочлени Лежандра ортогональнi у просторi L2, що
спрощує обчислення бiлiнiйної форми b(P̃i(t) · ωj(x), P̃k(t) · ωl(x)).

Якiсть запропонованого методу при моделюваннi реальних процесiв ано-
мальної дифузiї має стати предметом подальших дослiджень. Нижче по-
дано результати його тестування на кiлькох наборах вхiдних даних.

Покладемо Ω = (0, 1), α(x) = 0.6+0.3 exp(−8(x−0.5)2, u0(x) = 0, K(x) =
1. Розглянемо такi правi частини:

1. F1(x, t) =
(

2
K(x)Γ(3−α(x)) t

2−α(x) + 4π2t2
)
sin(2πx). У цьому випадку

u(x, t) = t2 sin(2πx).
2. F2(x, t) =

√
π
(
π
2

) 1
2
−α(x)

t
1−2α

4 J 1
2
−α(x)(π

√
t) − 2 sin(2π

√
t), де Jν — фун-

кцiя Бесселя першого роду порядку ν. У цьому випадку u(x, t) = sin(π
√
t) ·

x(x− 1).
2. F3(x, t) = πt1−α

Γ(2−α) (1F1(1; 2− α(x); iπx) + 1F1(1; 2− α(x);−iπx))x(x −
1) − 2 sin(πt), де 1F1 — вироджена гiпергеометрична функцiя Куммера. У
цьому випадку u(x, t) = sin(πt) · x(x− 1).

Цi формули можна перевiрити, скориставшись таблицями дробових по-
хiдних ([13], c.140; [14], c.193). У таблицi наведено результати чисельного
розв’язування задачi (13)–(15): вiдноснi похибки у дискретизованiй нормi
просторiв L2([0, T ];L2(Ω)) (похибка 1) i L2([0, T ];H

1(Ω)) (похибка 2) для
m = 11 (многочлени Лежандра до 10 степеню), n = 50.

права частина похибка 1 похибка 2
F1 1.186 ∗ 10−3 2.503 ∗ 10−3

F2 2.525 ∗ 10−2 8.859 ∗ 10−3

F3 1.377 ∗ 10−3 4.551 ∗ 10−3

Зауваження 5. Оскiльки функцiя F2 має особливiсть при t = 0, похибка
методу чутлива до точностi iнтегрування при обчисленнi правої частини
СЛАР (17).

Зауваження 6. Може здатись природною iдея дискретизацiї за часом

vm(x, t) =

m∑
i=1

ψi(t)ωi(x), (19)

де ψi — невiдомi коефiцiєнти, залежнi вiд часу. Проте насправдi така дис-
кретизацiя неможлива: пiдставивши (19) у (13), одержимо сiм’ю систем
звичайних диференцiальних рiвнянь дробового порядку

BD
α(x)
0 Ψm +AΨm = F,

де Ψm = (ψi, ..., ψm)
T , F(t) = (⟨F (t), ωj⟩)T , B = {(ωi, ωj)L2(Ω)}mi,j=1 i A =

{a(ωi, ωj)}mi,j=1.
Отже, замiсть однiєї такої системи сталого порядку вiдносно функцiй ψi,

одержано сiм’ю систем, параметризовану змiнною x ∈ Ω. Це означає, що
ψi має залежати вiд x, що суперечить поданню (19).
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