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Abstract. Concept of cortege linear operators is proposed and
implemented for the variant when a cortege is a sequence of matri-
ces with fixed dimensions. The proposed concept lets you transfer
means of description the basic linear and nonlinear structures of
Euclidean vectors space in matrix Euclidean space preserving the
basic content and interpretations. It is principal that the complexity
of the problems in matrices spaces is no more complex, than in vector
spaces. In both cases the base is conventional eigenvalue problem for
matrices.
Keywords: linear operators, matrices, the pseudoinverse, Singular
Value Decomposition, cortege.

Резюме. В роботi висунута концепцiя кортежних операторiв,
яка реалiзована для варiанту, коли кортежем є набiр матриць фi-
ксованої розмiрностi. Запропонована концепцiя дозволяє перене-
сти конструктивнi засоби опису основних лiнiйних та нелiнiйних
структур евклiдового простору числових векторiв на матричнi
евклiдовi простори iз збереженням основних змiстiв та iнтерпре-
тацiй у запропонованiй на основi

”
кортежної концепцiї“ формалi-

зму. Принциповим є те, що складнiсть опису згаданих структур в
матричних евклiдових просторах не перевищує складностi опису
вiдповiдникiв для евклiдових просторiв числових векторiв i зво-
диться до задачi на власнi значення для матриць.
Ключовi слова: лiнiйнi оператори, матрицi, псевдообернення,
сингулярне подання, кортежi.
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Вступ
Евклiдовi простори числових векторiв Rn та їхнє використання в при-

кладних дослiдженнях визначається з одного боку — багатством структур
в рамках цих просторiв, породжених операцiями та скалярним добутком,
з iншого — багатством конструктивних можливостей в оперуваннi таким
структурами. До перших: структур в евклiдових просторах, якi можна на-
зивати базовими, — можна, наприклад, вiднести лiнiйнi пiдпростори та гi-
перплощини (зсуненi пiдпростори). Це тi структури, якi можна позначити
як множиннi, як i елiпсоїди чи елiпсоїдальнi цилiндри. З iншого боку до ба-
зових структур можнi вiднести матрицi лiнiйних операторiв та невiд’ємно
визначених квадратичних форм. Цi базовi утворення в евклiдових просто-
рах можна позначити як сингловi структури. В евклiдових просторах Rn

множиннi та сингловi структури пов’язанi мiж собою. Так з матрицею лi-
нiйного оператора природнiм чином пов’язуються два пiдпростори: множи-
на можливих значень та ядро оператора, а множина можливих розв’язкiв
чи псевдорозв’язкiв СЛАР (системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь) є гi-
перплощиною. Так само пов’язанi мiж собою елiпсоїдальнi цилiндри та ма-
трицi невiд’ємно визначених квадратичних форм, що їх задають. Ефектив-
нiсть та конструктивного використання базових структур значною мiрою
визначається засобами оперування з ними, зокрема, можливiстю переходу
вiд синглових до множинних i навпаки. Так, наприклад множина розв’яз-
кiв СЛАР: точних чи псевдо — це гiперплощина (зсунутий пiдпростiр). Це
множинна структура, її конструктивний опис визначається можливiстю її
визначення за сингловою структурою — матрицею СЛАР. Такi можливостi
реалiзуються через SVD (сингулярний розклад) та ПдО (псевдообернення)
матрицi СЛАР. Так само SVD та ПдО дозволяють побудувати ортогональ-
нi проектори на пiдпростори та гiперплощини, породженi наборами векто-
рiв: побудувати сингловi структури за множинними. Такий перехiд реалi-
зує можливiсть ефективного обчислення вiдстаней вiд дослiджуваних мно-
жинних утворень. Так само, SVD та ПдО, а також оператори на їх основi
реалiзує можливостi ефективного опису матрицi квадратичної форми, що
задають елiпсоїди, якi оптимальним, в певному сенсi, чином

”
накривають“

заданий набiр векторiв. Згаданий зв’язок мiж множинними та сингловими
структурами, можливостi його конструктивного опису є дуже важливими
у прикладних задачах, якi можна визначити термiном

”
задачi групування

iнформацiї“(GIP): задач класифiкацiї-кластеризацiї чи вiдновлення фун-
кцiї, представленою своїми спостереженнями.

Однак GIP -задачi є важливими не тiльки в ситуацiях, коли об’єктами
групування є числовi вектори. Типовим прикладом згаданої ситуацiї є зада-
чi розпiзнавання аудiо сигналiв, якi природнiм чином представленi матри-
цею спектрограми та матрицi, якими представляються зображення в зада-
чах обробки зображень. Отже, розвиток засобiв розв’язання GIP -задач для
матричних об’єктiв, аналогiчних тим, що iснують для евклiдових просто-
рiв числових векторiв, є нагальною та важливою задачею для прикладних
дослiджень. В математичному планi, це означає розвиток методiв, якi б за-
безпечували тi ж можливостi у використаннi базових матричних структур,
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що й в Rn. Як зазначалося вище, такi можливостi для Rn визначаються
технiкою SVD та ПдО для матриць. Звiсно, перенесення згаданої фунда-
ментальної технiки на евклiдовi простори, вiдмiннi вiд Rn, зокрема — на
матричнi евклiдовi простори, — вимагає змiни погляду на самi цi об’єкти.
Це означає, перехiд вiд погляду на SVD та ПдО як на матричнi властивостi,
до формулювання погляду на них як на операторнi властивостi. Останнє
означає, що SVD та ПдО стають способом подання лiнiйних операторiв мiж
слушними евклiдовими просторами. Саме це складає основу концепцiї кор-
тежних операторiв для розв’язання задачi розвинення технiки оперування
з базовими структурами в матричних евклiдових просторах.

Стаття присвячена розгляду адекватних класiв операторiв мiж слушни-
ми евклiдовими просторами, якi би уможливили побудову засобiв оперу-
вання з базовими алгебраїчними структурами в евклiдовому просторi ма-
триць фiксованої розмiрностi, аналогiчними тим, що використовуються в
Rn iз тим самим рiвнем конструктивностi такого використання.

Згаданим слушним класом лiнiйних операторiв, що дозволяє реалiзу-
вати програму створення засобiв конструктивного оперування з базовими
структурами матричних евклiдових просторiв є так званi

”
кортежнi“ опе-

ратори за рядковими кортежами матриць мiж евклiдовими просторами Rn
та Rm×n. Рiвень конструктивностi для таких операторiв в побудовi SVD
та ПдО вiдповiдає рiвню конструктивностi для Rn, оскiльки сингулярний
розклад таких операторiв та вiдповiдно, — ПдО — зводяться до сингуляр-
ного подання звичайних матриць. Отже, пропонована технiка реалiзується
тими ж технiчними засобами розв’язання задач на власнi значення, що i в
класичному випадку.

1. Абстрактний варiант сингулярного подання лiнiйних
операторiв мiж евклiдовими просторами

SVD-подання матрицi, яке полягає в тому чи iншому варiантi її факто-
ризацiї, є важливим засобом конструктивного опису та оперування iз базо-
вими структурами Rn. Побудова апарату конструктивного оперування для
iнших типiв евклiдових просторiв потребує наданню SVD-поданню матрицi
ширшого

”
операторного“ значення, що є предметом теореми 1.

Нижче пiд сингулярнiстю оператора розумiтиметься пара власне число
— власний вектор, через A∗ — позначатиметься спряжений до A оператор.

Теорема 1. (про SVD-подання лiнiйного оператора над довiльними евклi-
довими просторами). Для довiльної лiнiйного оператора A мiж евклiдо-
вими просторами E1, E2 : A : E1 → E2 — справедливе наступне його
подання у виглядi суми за елементами ненульових сингулярностей опера-
торiв AA∗, A∗A

A =
r∑
i=1

λiuiℓvi =
r∑
i=1

λiui(vi, ·), (1)

де
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– r = dimR(A) = dimLA розмiрнiсть пiдпростору можливих зна-
чень;

– λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0 — спiльний набiр ненульових власних чисел опе-
раторiв AA∗, A∗A;

– ui ∈ E2, i = 1, r — ортонормований набiр власних векторiв опера-
тора AA∗, що вiдповiдають ненульовим власним числам
λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0: AA∗ui = λ2i , λ

2
i > 0, i = 1, r, uTi uj = δij , i ̸= j;

– vi ∈ E1, i = 1, r — ортонормований набiр власних векторiв опера-
тора A∗A, що вiдповiдають ненульовим власним числам
λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0: A∗Avi = λ2i vi, λ

2
i > 0, i = 1, r, vTi vj = δij , i ̸= j,

крiм того,

ui =
Avi
λi

, i = 1, r, vi =
A∗ui
λi

, i = 1, r. (2)

Доведення. Доведення здiйснюється так само, як для матриць: простори
можливих значень оператора та спряженого спiвпадають iз лiнiйними обо-
лонками вiдповiдних наборiв: vi ∈ E1, i = 1, r та ui ∈ E2, i = 1, r. Вклю-
чення в один бiк є очевидними, а спiвпадiння визначається однаковими
розмiрностями вiдповiдних просторiв. Далi перевiряється спiвпадiння ви-
хiдного оператора на vi ∈ E1, i = 1, r, а, отже i на L(v1, ..., vr). Останнiй
пiдпростiр є рейнджем — ℜ(A∗) (множина можливих значень) для спря-
женого оператора, а його ортогональне доповнення L⊥(v1, ..., vr) — ядром
оператора A. Отже, на векторах цього пiдпростору оператор A приймає
нульовi значення, а оператор, що визначається сумою — теж, оскiльки всi
вектори ортонормованого набору vi ∈ E1, i = 1, r є ортогональними до
векторiв L⊥(v1, ..., vr). Оскiльки, E1 = L(v1, ..., vr) + L⊥(v1, ..., vr), то за лi-
нiйнiстю операторiв в лiвiй та правiй частинi, отримуємо спiвпадiння їхнiх
значень на будь яких векторах — елементах областi можливих значень. �

Для матриць замiна спряженостi на транспонування, а ℓvi , i = 1, r на
vTi , i = 1, r дає

”
операторний“ варiант теореми про SVD-подання матрицi.

Наслiдок 1. Теорема про (SVD подання матрицi лiнiйного оператора
([1], див. також [2])). Довiльна матриця A ∈ Rm×n рангу r ≤ min(m,n),
може бути подана у виглядi

A =

r∑
i=1

λiuiv
T
i , (3)

за ненульовими наборами сингулярностей
(
ui, λ

2
i

)
,
(
vi, λ

2
i

)
, i = 1, r ма-

триць AAT , ATA.
Важливою є наступна теорема 2, яка має

”
обернений“ до теореми 1 ха-

рактер.

Теорема 2. Нехай в абстрактних евклiдових просторах E1, E2 заданi:
1) набiр додатних чисел λ2i : λ21 ≥ ... ≥ λ2r > 0, i = 1, r,

r ≤ min (dimE1, dimE2);
2) ортонормований набiр векторiв vi ∈ E1, i = 1, r;
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3) ортонормований набiр векторiв ui ∈ E2, i = 1, r.
Тодi для оператора Aλ,u,v, визначеного за згаданими вище елементами
спiввiдношенням

Aλ,u,v ≡
r∑
i=1

λiuiℓvi (4)

його сингулярне подання спiвпадає iз спiввiдношенням (4), що його задає.

Доведення. Доведення випливає з того, що, як свiдчить безпосередня пе-
ревiрка, (vi, λ

2
i ), (ui, λ

2
i ) , i = 1, r є повними ортонормованими наборами

сингулярностей для операторiв A∗
λ,u,vAλ,u,v, Aλ,u,vA

∗
λ,u,v, вiдповiдно. Що й

доводить теорему. �

2.
”
Абстрактний“ варiант псевдообернення

В
”
абстрактному“ варiантi визначення псевдообернення (ПдО): ПдО для

лiнiйних операторiв мiж абстарактними евклiдовими просторами, — слу-
шним iнструментом є визначення ПдО за SVD-поданням оператора.

Означення 1. ПдО для лiнiйного оператора А мiж евклiдовими просто-
рами E1, E2 називатимемо оператор A+ : E2 → E1, що визначається спiв-
вiдношенням:

A+ =

r∑
i=1

λ−1
i viℓui =

r∑
i=1

λ−1
i vi(ui, ·). (5)

Зауваження . За оберненою теоремою про SVD-подання спiввiдношен-
ня (5) визначає сингулярне подання оператора A+.

Всi властивостi матричного ПдО залишаються справедливими для за-
гального варiанту визначення з точнiстю до замiни транспонування на
спряженiсть, а реалiзацiї скалярного добутку засобами матричної алгебри
— самим скалярним добутком.

Основнi властивостi
”
абстрактного“ ПдО

1. (A∗)+ = (A+)
∗.

2. PLA∗ = A+A, Z(A) = IE1 −A+A = PKerA — оператори ортогональ-
ного проектування на пiдпростiр можливих значень оператора A∗

та ядро оператора A, вiдповiдно.
3. PLA

≡ A∗+A∗ = AA+, Z(A∗) = IE2 − AA+ = PKerA∗ оператори ор-
тогонального проектування на пiдпростiр можливих значень опе-
ратора та ядро оператора A∗, вiдповiдно.

4. A∗ (AA∗)+ = (A∗A)+A∗.
5. Множина розв’язкiв чи псевдорозв’язкiв Ωy СЛАР Ax = y задає-

ться спiввiдношенням

Ωy = A+y + Z(A)E1. (6)
Якщо (y, Z(A∗)y) = 0, множина (6) задає множину розв’язкiв, якщо

(y, Z(A∗)y) > 0 — псевдорозв’язкiв. Умова (y, Z(A∗)y) = 0 є необхiдною та
достатньою для розв’язностi СЛАР.
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Пiд псевдорозв’язками мається на увазi розв’язки оптимiзацiйної зада-
чi пошуку Arg min

x∈Rn
||Ax − y||2 — найкращого квадратичного наближення

правої частини СЛАР значеннями лiвої частини.
1. Групувальнi оператори R(A), R(A∗) визначаються спiввiдношен-

нями: R(A) = A+A∗+, R(A∗) ≡ A∗+A+.
2. A∗R(A∗)A︸ ︷︷ ︸

A+A

= A+A = PLA∗ .

3.
”
Кортежнi оператори“

В роботi [2] висунута концепцiя кортежних операторiв, реалiзована в
згаданiй роботi для варiанту матричних рядкових кортежiв за матрицями
фiксованої розмiрностi. Ця концепцiя передбачає, що реалiзацiя програ-
ми перенесення технiки оперування з основними базовими структурами в
евклiдових просторах числових векторiв на матричнi евклiдовi простори
розв’язується через введення та дослiдження слушних лiнiйних операторiв
над слушними евклiдовими просторами. Такими лiнiйними операторами є
тi, що нижче позначаються термiном

”
кортежнi“.

В подальшому використовуватиметься матричний евклiдiв простiрRm×n

— матриць фiксованої розмiрностi m×n з покоординатними операцiями до-
давання, а також множення на скаляр, та з

”
покоординатним“ визначенням

скалярного добутку:

(A,B) =
∑

i=1,m,j=1,n

aijbij : A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n.

Цей скалярний добуток називають також
”
слiдовим“, оскiльки (A,B) =

= trATB.
Називатимемо впорядкований набiр α = (A1, ..., AK) матриць фiксова-

ної розмiрностi: Ak ∈ Rm×n, k = 1,K — рядковим матричним кортежем
(довжини К ).

Означення 2. Кортежним оператором ℘α, що задається рядковим матри-
чним кортежем α = (A1, ..., AK), називатимемо лiнiйний оператор
℘α : RK → Rm×n, що задається спiввiдношенням:

℘αx =

K∑
k=1

xkAk, α = (A1, ..., AK), xT = (x1, ..., xK) : x ∈ RK .

Очевидним чином має мiсце наступна теорема, що є вiдповiдником те-
ореми для Rn, за якою лiнiйний пiдпростiр значень лiнiйного оператора є
лiнiйною оболонкою стовпчикiв матрицi, якою цей оператор задається.

Лема 1. Лiнiйний пiдпростiр L(Ak, k = 1,K), породжений набором ма-
триць Ak ∈ Rm×n, k = 1,K спiвпадає iз лiнiйним пiдпростором L℘α мо-
жливих значень

”
кортежного оператора“ ℘α за кортежем

α = (A1, ..., AK).
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Лема 2. Спряженим ℘∗
α до кортежного оператора ℘α є лiнiйний опера-

тор ℘∗
α : Rm×n → RK [6],

℘∗
αY =

 (A1, Y )
· · ·

(AK , Y )

 =

 trY TA1

· · ·
trY TAK

 =

 ℓA1Y
· · ·

ℓAK
Y

 =

 ℓA1

· · ·
ℓAK

Y, (7)

де Y ∈ Rm×n, ℓA — це лiнiйний функцiонал на Rm×n, породжений A ∈
Rm×n у вiдповiдностi до спiввiдношення

ℓAY = (A, Y ), Y ∈ Rm×n.

Зауваження . Зазначимо, що спiввiдношення (7), визначає
”
стовпчико-

вий кортежний оператор“ ℘χ : Rm×n → RK , що задається стовпчиковим
кортежем χ, (Y ∈ Rm×n):

χ =

 ℓA1

· · ·
ℓAK

 : ℘χY =

 (A1, Y )
· · ·

(AK , Y )

 =

 ℓA1Y
· · ·

ℓAK
Y

 =

 ℓA1

· · ·
ℓAK

Y.

Лема 3. Добуток двох операторiв ℘∗
α℘α : RK → RK є лiнiйним опера-

тором що визначається стандартним чином K × K матрицею F, яка
визначається спiввiдношенням [6]

F ≡ ℘∗
α℘ = ((Ai, Aj))i,j=1,K . (8)

Зауважимо, що матриця F , визначена спiввiдношенням (8), є матрицею
Грама набору елементiв (матриць) A1, ..., AK з евклiдового простору Rm×n.

Сингулярний розклад оператора ℘∗
α℘ є сингулярним розкладом матрицi

F , що визначається спiввiдношенням (8).
Матриця F очевидним чином є симетричною та невiд’ємно визначеною.

Вона однозначно визначає ортонормований набiр ненульових сингулярно-
стей (vi, λ

2
i ), i = 1, r :

||vi|| = 1, vi⊥vj , i ̸= j; i, j = 1, r; λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λr > 0,

℘∗
α℘αvi = Fvi = λ2i vi, i = 1, r, r = rankF,

vTi = (v1i, ..., vKi), i = 1, r

i має SVD-подання

℘∗
α℘α = F =

r∑
i=1

λ2i viv
T
i =

r∑
i=1

λ2i vi(vi, ·) =
r∑
i=1

λ2i viℓvi . (9)

Отже, справедлива така теорема.

Теорема 3. SVD-подання лiнiйного оператора ℘∗
α℘ задається спiввiдно-

шенням (9).

Наступне твердження є очевидним наслiдком теореми 3 та загальної тео-
реми про SVD-подання лiнiйного оператора над абстрактними евклiдовими
просторами.

Наслiдок 2. Матрицi Ui ∈ Rm×n : Ui = 1
λi
℘αvi = 1

λi

∑K
k=1Akvki,

i = 1, r, якi визначенi сингулярностями (vi, λ
2
i ), i = 1, r оператора ℘∗

α℘α
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є елементами повного набору ненульових сингулярностей (Ui, λ
2
i ), i = 1, r

оператора ℘α℘∗
α : Rm×n → Rm×n [6].

Теорема 4. (Сингулярний розклад кортежного оператора) [6]. Набори
сингулярностей двох операторiв: ℘∗

α℘α, ℘α℘
∗
α однозначно визначають син-

гулярне (SVD-) подання операторiв ℘α, ℘∗
α:

℘αx =

r∑
i=1

λiUiv
T
i x =

r∑
i=1

λiUi(vi, x) =

(
r∑
i=1

λiUiℓvi

)
x, x ∈ RK , (10)

℘∗
αY =

r∑
i=1

λivi(Ui, Y ) =

(
r∑
i=1

λiviℓUi

)
Y, Y ∈ Rm×n, r = rankF.

Наслiдок 3. Варiантом сингулярного подання ℘α є його запис у виглядi:

℘α =
r∑

k=1

λkUkv
T
k =

r∑
k=1

(℘αvk) ℓvk , r = rankF. (11)

Наслiдок 4. Набори ненульових сингулярностей (vi, λ
2
i ), (Ui, λ

2
i ),

i = 1, r, операторiв ℘∗
α℘α, ℘α℘

∗
α вiдповiдно пов’язанi мiж собою «симетри-

чними» спiввiдношеннями:

vi =
℘∗
αUi
λi

, Ui =
℘αvi
λi

, i = 1, r.

Зауваження. Звернемо увагу, що сингулярне подання кортежного опе-
ратора: спiввiдношення (10) чи (11), — будується на основi розв’язання ма-
тричної задачi на власнi значення. Отже, таке подання має конструктив-
нiсть того самого порядку, що й у випадку SVD-подання матриць.

3.1. псевдообернення для
”
кортежних операторiв“

ПдО кортежного оператора визначається у вiдповiдностi до
”
абстрактно-

го“ визначення ПдО: визначення за спiввiдношенням (3) для лiнiйних опе-
раторiв мiж абстрактними евклiдовими просторами.

Означення 3. (ПдО кортежного оператора через його SVD) [6]. ПдО:
℘+
α , ℘

∗+
α вiдповiдно — визначатиметься спiввiдношеннями:

℘+
αY =

r∑
k=1

λ−1vk (Uk, Y ) ≡

(
r∑

k=1

λ−1vkℓUk

)
Y, Y ∈ Rm×n,

(℘∗
α)

+ x =

r∑
k=1

λ−1
k Ukv

T
k x =

(
r∑
i=1

λ−1
k Ukℓvk

)
x, x ∈ RK .

3.2. Ортогональнi проектори основних пiдпросторiв для

”
кортежних операторiв“
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Фундаментальними пiдпросторами лiнiйних операторiв є: множина мо-
жливих значень (рейндж) для самого оператора та спряженого до нього;
їхнi ортогональнi доповнення, якi є ядрами сумiжних операторiв. ПдО тео-
рiя за Муром-Пенроузом для матриць надає можливостi конструктивного
опису ортогональних проекторiв згаданих пiдпросторiв в евклiдових про-
сторах числових векторiв. Цi результати повнiстю переносяться на корте-
жнi оператори.

Фундаментальнi пiдпростори кортежного оператора та спряженого до
нього: вiдповiднi пари множина можливих значень ℜ (рейндж) — ядро
— позначатимуться вiдповiдно: ℜ(℘α) ≡ L℘α ⊆ Rm×n, Ker℘α ⊆ RK та
ℜ(℘∗

α) ≡ L℘∗
α
⊆ RK , Ker℘∗

α ⊆ Rm×n. Ортогональнi проектори пари опе-
ратор - спряжений позначатимуться вiдповiдно PL℘α

, PL℘∗
α
. Оскiльки ядро

оператора є ортогональним доповненням до рейнджу спряженого, то ор-
тогональнi проектори Z(℘α) ≡ PKer(℘α), Z(℘

∗
α) ≡ PKer℘∗

α
ядер операторiв

℘α, ℘
∗
α, вiдповiдно є доповненнями до тотожних EK , Em×n операторiв у

вiдповiдних евклiдових просторах.

Лема 4. Ортогональнi проектори фундаментальних пiдпросторiв опера-
торiв ℘α, ℘∗

α визначаються спiввiдношеннями PL℘∗
α
, PL℘a

PL℘∗
α
= ℘∗+

α ℘α, PL℘a
= ℘+

α℘
∗
α, (12)

Z(℘α) ≡ EK − ℘∗+
α ℘α, Z(℘∗

α) ≡ Em×n − ℘+
α℘

∗
α. (13)

Доведення. Справедливiсть (12) випливає з того, що

℘∗+
α ℘α =

r∑
k=1

vkℓvk , ℘
+
α℘

∗
α =

r∑
k=1

UkℓUk
. (14)

Як нескладно переконатися, спiввiдношення (14) визначають симетричнi
та iдемпотентнi оператори, тобто цi оператори є ортогональними проекто-
рами. Очевидним чином їхнi рейнджi спiвпадають вiдповiдно iз L(v1, ..., vr)
та L(U1, ..., Ur), якi у свою чергу спiвпадають з ℜ (℘∗

α) = L℘∗
α
,

ℜ (℘α) = PL℘a
, вiдповiдно. �

3.3. Властивостi псевдообернення для
”
кортежних операторiв“

Як зазначалося вище, ПдО кортежного оператора має властивостi, що
фiгурують у визначеннi ПдО за Муром чи за Пенроузом для матриць.

Зокрема, виконуються такi спiввiдношення:
1. Аксiоми переваги та ортогональних проекторiв за Муром:{
℘+
α℘α℘

+
α = ℘+

α , ℘α℘
+
α℘α = ℘α − ”аксiома” переваги,

PL℘α
= ℘+

α℘α, PL℘∗
α
= ℘α℘

+
α − ”аксiома” ортогональних проекторiв.

2.
”
Аксiома оптимальностi“: визначення псевдооберненої матрицi за Пен-

роузом: ℘+
αY = argmin

x∈Argmin ||℘αx−Y ||2
||x||2, Y ∈ Rm×n, Y ̸= 0.
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В роботi [7] наведено який вигляд згаданих операторiв ортогонального
проектування та їхнє використання у

”
вiдстанях вiдповiдностi“ для розв’я-

зання задач розпiзнавання жестiв дактильної мови.
3. Квадрат вiдстанi вiд пiдпростору L(A1, ..., AK), Ak ∈ Rm×n,

k = 1,K: ρ2(Y, L(A1, ..., AK)) = (Y, ℘α℘
+
αY ) =

∑
k=1,K (Y, Uk)

2 , Y ∈ Rm×n,

α = (A1, ..., AK).
4. Квадрат вiдстанi вiд гiперплощини Γ(M,L(A1, ..., AK)) ≡

≡M +L(A1, ..., AK) :M,Ak ∈ Rm×n, k = 1,K: ρ2(Y,Γ(M,L(A1, ..., AK))) =

= (Y −M,℘α℘
+
αY −M) =

∑
k=1,K (Y −M,Uk)

2.

Y ∈ Rm×n, α = (A1, ..., AK).

5. Множина розв’язкiв чи псевдорозв’язкiв ΩY СЛАР ℘αx = Y задається
спiввiдношенням

ΩY = ℘+
αY + Z(℘α)R

K . (15)

Якщо (Y, Z(℘∗
α)Y ) = 0, множина (6) задає множину розв’язкiв, якщо

(Y, Z(℘∗
α)Y ) > 0 — псевдорозв’язкiв. Умова (Y,Z(℘∗

α)Y ) = 0 є необхiдною
та достатньою для розв’язностi СЛАР.

3.4. Групувальнi оператори та елiпсоїди групування

Нагадаймо, що у випадку евклiдового простору числових векторiв, гру-
пувальнi оператори задають структури другого порядку: елiпсоїди чи мiнi-
мальнi елiпсоїди групування, — та матрицi квадратичних форм, що згаданi
елiпсоїди визначають. Пiд елiпсоїдами групування: простими чи мiнiмаль-
ними, центральними чи нецентральними, — розумiють елiпсоїди, що опти-
мально «накривають» вектори iз заданої послiдовностi, зокрема — векторiв
навчальної вибiрки. Елiпсоїди можуть мати центром початок координат:
центральнi, чи iнший центр — нецентральнi. Оптимальнiсть елiпсоїдiв по-
лягає у тому, що їхнi осi максимiзують суму квадратiв проекцiй елементiв
групування на вiдповiднi осi за послiдовної їх побудови за згаданим прин-
ципом та виключення iз областi визначення задачi оптимiзацiї.

Концепцiя кортежних операторiв дозволяє повнiстю перенести всi твер-
дження про групування для векторiв на набори матриць. Для матричних
наборiв виявляються вiрними всi твердження про елiпси групування в ев-
клiдових просторах Rn. Цi твердження про групування є предметом тео-
рем, наведених нижче.

Так само, як i твердженнях про групування для евклiдових просторiв чи-
слових векторiв основними засобами групування, оператори, якi зважаючи
на їх властивостi, природно називати групувальними. Їх також називають
зваженими проекцiйними.

Означення 4. Групувальними для кортежного оператора називатимемо
оператори R(℘α), R(℘∗

α), що визначатимуться спiввiдношеннями:

R(℘α) = ℘+
α℘

+∗, R(℘∗
α) = ℘+∗℘+

α .
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Лема 5. Кожен з двох групувальних операторiв може бути поданий за
елементами SVD-подання кортежного оператора ℘α у виглядi

R(℘∗
α) = ℘+∗℘+

α =
∑
i=1,r

UiℓUi

λ2i
=
∑
i=1,r

Ui(Ui, ·)
λ2i

,

R(℘α) =
∑
i=1,r

viℓvi
λ2i

=
∑
i=1,r

viv
T
i

λ2i
.

Лема 6. Сума квадратiв довжин проекцiй елементiв кортежу

α = (A1
......

...AK), Ak ∈ Rm×n, k = 1,K на одновимiрний пiдпростiр, що
задається нормованою матрицею U : U ∈ Rm×n : ||U || = 1 — визначає-
ться спiввiдношенням:

r∑
k=1

||PL(U)Ak||2 = (U,℘α℘
∗
αU) . (16)

Доведення. Дiйсно,

PL(U)Ak = (U,Ak)U ⇒ ||PL(U)Ak||2 = |(U,Ak)|2,

а, отже,
∑K

k=1 ||PL(U)Ak||2 =
∑K

k=1 |(U,Ak)|2 =

∥∥∥∥∥∥
 (U,A1)

· · ·
(U,AK)

∥∥∥∥∥∥
2

= ||℘∗
αU ||2 =

= (℘∗
αU,℘

∗
αU) = (U,℘α℘

∗
αU) . �

Лема 7. Одновимiрнi пiдпростори, породженi векторами ненульового
набору сингулярностей оператора ℘α℘∗

α є розв’язками оптимiзацiйних за-
дач про максимiзацiю суми квадратiв проекцiй на одновимiрнi пiдпростори,
породженi нормованими матрицями:

U1 = argmax
U∈Rm×n:||U ||=1

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2,

max
U∈Rm×n:||U ||=1

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2 = λ21,

(17)

Ui = argmax
U∈Rm×n:||U ||=1,U⊥U1,U⊥Ui−1,

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2, i = 1, r, r = rankF,

max
U∈Rm×n:||U ||=1,U⊥U1,U⊥Ui−1

K∑
k=1

||PL(U)Ak||2 = λ2i , i = 1, r, r = rankF.

(18)

Доведення. Те, що на U = Ui, i = 1, r значення суми квадратiв проекцiй
визначається вiдповiдно значеннями λ2i , i = 1, r перевiряється безпосере-
дньою пiдстановкою. Оптимальнiсть випливає iз розгляду розкладу будь
якого U : U ∈ Rm×n : ||U || = 1 за базисом в Rm×n, побудованим розширен-
ням Ui, i = 1, r. �
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Теорема 5. Нехай Ak ∈ Rm×n, k = 1,K довiльний набiр матриць iз
Rm×n, α = (A1, ..., AK) — матричний кортеж, а ℘α — кортежний опера-
тор, який йому вiдповiдає [2]. Тодi всi матрицi набору Ak ∈ Rm×n, k =
1,K належать внутрiшностi елiпса, точнiше: елiпсоїдального цилiндра,
який визначається рiвнянням

r∑
i=1

(Ui, X)2

(λi
√
r)

2 ≤ 1, (19)

чи, що еквiвалентно(
X, r−1R(℘∗

α)X
)
= 1, r = rankF, X ∈ Rm×n, (20)

де R(℘∗
α)– групувальний оператор R(℘∗

α) = ℘+∗℘+
α .

Доведення. З (16)–(18) випливає, що

||PL(Ui)
Ak||2 ≤ λ2i , i = 1, r, r = rankF, k = 1,K,

тобто
||PL(Ui)Ak||

2 = (UiAk)
2 ≤ λ2i , i = 1, r, k = 1,K,

що еквiвалентно
(UiAk)

2

λ2i
≤ 1, i = 1, r, k = 1,K.

Сумуючи в останньому спiввiдношеннi по i для кожного iз фiксованих
значень k = 1,K, маємо

r∑
i=1

(UiAk)
2

λ2i
≤ r.

чи
r∑
i=1

(UiAk)
2

(λi
√
r)

2 ≤ 1, k = 1,K. (21)

Зазначимо, що

sumr
i=1

(UiX)2

rλ2i
=
(
X, r−1R(℘∗

α)X
)
,

а, отже
r∑
i=1

(UiX)2

rλ2i
≤ 1 ⇔

(
X, r−1R(℘∗

α)X
)
≤ 1. (22)

Оскiльки нерiвностi в (22) визначають елiпсоїдальний цилiндр з осями
Ui ∈ Rm×n, i = 1, r та довжинами напiвосей, вiдповiдно,

√
rλi, i = 1, r,

то виконання Ak, k = 1,K спiввiдношень (22) означає, що всi вони нале-
жать внутрiшностi згаданих елiпсоїдальних цилiндрiв, i доведення теореми
завершено. �

Будемо називати елiпсоїд, що визначається нерiвнiстю (19) чи (20) цен-
тральним елiпсоїдом групування.

Важливими у задачах групування матриць є також елiпсоїди, якi по-
значаються термiном

”
нецентральнi елiпсоїди групування“: тi що мають

центром середнє Ā елементiв набору Ak, k = 1,K, а кортежний оператор
визначається за кортежем α̃ = (Ã1, ..., ÃK), Ãk = Ak − Ā, k = 1,K.
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Означення 5. Нецентральними елiпсоїдом групування для кортежного
оператора ℘α: α = (A1, ..., AK) — називатимемо елiпсоїд , що визначається
спiввiдношенням

r∑
i=1

(Ũi, X − Ā)2(
λ̃i
√
r
)2 ≤ 1 ⇔

(
X − Ā, r−1R(℘∗

α̃)(X − Ā)
)
≤ 1, X ∈ Rm×n. (23)

Теорема 6. Всi матрицi-елементи матричного кортежу α = (A1, . . . , AK)

належать нецентральному елiпсоїду групування (23) з (Ũi, λ̃
2
i ), i = 1, r,

що є ненульовими сингулярностями кортежного оператора ℘α̃,
α̃ = (Ã1, ..., ÃK).

Доведення. Доведення безпосередньо випливає з теореми 5, оскiльки для
елементiв кортежу α̃ та кортежного оператора ℘α̃ виконується спiввiдно-
шення

r∑
i=1

(Ũi, Ãk)
2(

λ̃i
√
r
)2 ≤ 1, k = 1, r,

чи
r∑
i=1

(Ũi, Ak − Ā)2(
λ̃i
√
r
)2 ≤ 1, k = 1, r,

що й доводить теорему. �

Зауваження . Наведенi вище «групувальнi теореми» можна пiдсилити,
пiдставивши замiсть r число: rmin ≤ r.

3.5. Мiнiмальнi елiпсоїди групування для
”
кортежних

операторiв“
Визначимо rmin ≤ r, r̃min ≤ r вiдповiдно спiввiдношеннями

rmin = max
k=1,K

(Ak, R(℘
∗
α)Ak), r̃min = max

k=1,K
(Ãk, R(℘

∗
α̃)Ãk). (24)

Теорема 7. Всi матрицi набору Ak ∈ Rm×n, k = 1,K належать вну-
трiшностi елiпсiв, точнiше елiпсоїдальних цилiндрiв — центральних чи
нецентральних, — що задаються спiввiдношеннями, вiдповiдно [2]:(

X, r−1
minR(℘

∗
α)X

)
≤ 1,(

X − Ā, r̃−1
minR(℘

∗
α̃)(X − Ā)

)
≤ 1.

(25)

Означення 6. Елiпсоїди групування, що визначаються спiввiдношеннями
(23) називатимемо мiнiмальними елiпсами групування.

Висновок
Оперування iз базовими лiнiйними та нелiнiйними структурами в ма-

тричних евклiдових просторах Rm×n потребує розвинення адекватних кон-
структивних засобiв такого оперування. Практика використання згаданих
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структур вRn значною мiрою базується на SVD-поданнi матриць та псевдо-
оберненнi (ПдО) матриць за Муром-Пенроузом, тому побудова засобiв опе-
рування в Rm×n потребує слушних вiдповiдникiв SVD та ПдО. Таким вiд-
повiдниками є SVD та ПдО твердження для слушних лiнiйних операторiв,
якими, як продемонстровано вище, є

”
кортежнi oператoри“ за рядковими

кортежами матриць. Концепцiя розвитку засобiв оперування iз базовими
структурами для матричних евклiдових просторах може бути позначена
термiном

”
концепцiя кортежностi“. Для описаного в роботi класу корте-

жних операторiв побудоване SVD-подання, що дозволило побудувати на
oснoвi такoгo подання теорiю псевдообернення з конструктивними можли-
востями отримання формульних виразiв як для ортогональних проекторiв
базових пiдпрoстoрiв oператoра, так i для групувальних oператoрiв. Зга-
дана вище конструктивнiсть означає, що побудова згаданих об’єктiв зво-
диться до розв’язання задачi на власнi значення для матриць операторiв
в Rn. Наявнiсть засобiв оперування з базовими структурами в матричних
прoстoрах суттєво розширює можливостi використання таких прoстoрiв в
математичному моделюваннi, оскiльки в багатьох важливих в прикладно-
му вiдношеннi задачах математичного моделювання саме матрицi з’явля-
ються як представники аналiзованих об’єктiв.
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