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Резюме. Вивчаються субгауссовi вiнерiвський та узагальнений
вiнерiвський випадковi процеси, що допускають зображення у ви-
глядi рядiв. Будуються моделi таких процесiв. В роботi дослiджу-
ються оцiнки точностi i надiйностi моделей вiнерiвських випадко-
вих процесiв в нормi простору неперервних функцiй. Ключовi
слова: Вiнерiвський процес, статистичне моделювання, точнiсть
моделювання, надiйнiсть моделювання.

Вступ

В работi продовжуються дослiдження методiв статистичного моделюва-
ння субгауссових випадкових процесiв, а саме, отримано оцiнки точностi i
надiйностi моделювання субгауссових вiнерiвського та узагальненого вiне-
рiвського процесiв в рiвномiрнiй метрицi [1]. Моделi випадкових процесiв
будуються у виглядi строго субгауссових випадкових рядiв. Цi моделi на-
ближають випадковi процеси з заданими точнiстю i надiйнiстю в просторi
неперервних функцiй. При отриманнi результатiв iстотньо використову-
вались роботи [2]–[3]. В роботах [4]–[6] дослiджувались оцiнки точностi i
надiйностi моделювання вiнерiвського та узагальненого вiнерiвського ви-
падкових процесiв в деяких просторах Орлiча. Вiдомостi з теорiї субгаус-
сових випадкових величин та процесiв мiстяться в [7]. Аналогiчнi резуль-
тати для Subφ — узагальненого вiнерiвського процесу отриманi в роботi
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[10]. Методи статистичного моделювання вiнерiвських випадкових проце-
сiв використовуються при розв’язуваннi задач атмосферної турбулентностi,
неоднорiдностях земної поверхнi, метеорологiї, обчисленнi iнтегралiв.

1. Основнi поняття i визначення.
Нехай (Ω,Σ, P ) — стандартний ймовiрносний простiр, T (T = [0, T ] або

T = [0,∞]) — деяка параметрична множина.
Для моделювання випадкових процесiв використовуються представлен-

ня процесiв у виглядi стохастичних рядiв X(t) =
∑∞

k=1 fk(t)ξk, де {ξk} —
послiдовнiсть незалежних суюгауссових випадкових величин з нульовим
середнiм та Eξ2k = σ2k. Модель будується у виглядi S(t,M) =

∑M
k=1 fk(t)ξk.

При реальному моделюваннi послiдовностi {ξk} отримуються, як правило,
строго субгауссовi випадковi величини.

Нехай (T,Θ, µ) — деякий вимiрний простiр. Нехай всi S(t,M) та X(t)
належать деякому функцiональному простору A(T ).

Означення 1. Модель S(t,M) наближає процес X(t) з заданими точнiстю
δ > 0 i надiйнiстю ε, 0 < ε < 1 в нормi функцiонального простору A(T ),
якщо має мiсце нерiвнiсть P{∥X(t)− S(t,M)∥A ≥ δ} ≤ 1− ε.

Модель S(t,M), що наближає процес X(t) з точнiстю δ > 0 i надiйнiстю
ε, називається апроксимацiйною моделлю (А–модель).

Означення 2. Випадкова величина ξ називається субгауссовою, якщо iснує
таке a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiстьE exp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
.

Клас субгауссових випадкових величин є банаховим простором. Власти-
востi субгауссових випадкових величин i процесiв дослiджувались в роботi
[7]. При Eξ2 = a2 маємо клас строго субгауссових випадкових величин.

Означення 3. Вiнерiвським процесом або процесом дробового броунiв-
ського руху називається гауссiвський процес {W (t), t ∈ T} з нульовим се-
реднiм EW (t) = 0 та кореляцiйною функцiєю

R(t, s) =
1

2

(
t+ s− |t− s|

)
, (1)

такий, що W (0) = 0.

Вiнерiвський процес можна представити у виглядi ряду. Розклад за вла-
сними функцiями кореляцiйного оператора броунiвського мосту має вигляд
[8]

W1(t) = tξ0 +
√
2

∞∑
n=1

sin(πnt)

πn
ξn, (2)

де {ξn, n = 0, 1...} — незалежнi стандартнi гауссовi випадковi величини.
Вiдповiдна модель має вигляд

S1(t,N) = tξ0 +
√
2

N∑
n=1

sin(πnt)

πn
ξn,
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а похибка моделювання обчислюється за формулою

S1(t) =W1(t)− S1(t,N) =
√
2

∞∑
n=N+1

sin(πnt)

πn
ξn.

Розклад у виглядi ряду Фур’є має вигляд [8]

W2(t) = tξ0 +

∞∑
n=1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

∞∑
n=1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n, (3)

де {ξ1n, ξ2n, n = 0, 1...} — незалежнi стандартнi гауссовi випадковi величини.
Вiдповiдна модель має вигляд

S2(t,N) = tξ0 +

N∑
n=1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

N∑
n=1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n,

а похибка моделювання обчислюється за формулою

S2(t) =W2(t)− S2(t,N) =

∞∑
n=N+1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

∞∑
n=N+1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n.

Вiнерiвський процес є неперервним з ймовiрнiстю одиниця, а отже, i сепа-
рабельним. Для оцiнки точностi i надiйностi моделювання будемо викори-
стовувати результати роботи [1].

2. Оцiнка точностi моделювання строго субгауссового
вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi.

Нехай у представленнях (2) та (3) послiдовнiсть {ξ1n, ξ2n, n = 0, 1...} —
це незалежнi строго субгауссовi випадковi величини з Eξ1n = Eξ2n = 0 та
E(ξ1n)

2 = E(ξ2n)
2 = 1. В цьому випадку має мiсце твердження.

Теорема 1. Ряди в представленнях (2) та (3), де {ξ1n, ξ2n, n = 0, 1...} — не-
залежнi центрованi строго субгауссовi випадковi величини з
E(ξ1n)

2 = E(ξ2n)
2 = 1, рiвномiрно збiгаються з ймовiрнiстю одиниця i

граничний процес є рiвномiрно неперервним з ймовiрнiстю одиниця на
T = [0, 1].

Твердження теореми випливає з вiдомої теореми Ханта [7]. Оскiльки ря-
ди збiгаються, то граничний процес буде строго субгауссовим випадковим
процесом, а кореляцiйна функцiя матиме вигляд (1)[9].

Будемо називати такий процес строго субгауссовим вiнерiвським проце-
сом.

Для строго субгауссового вiнерiвського процесу має мiсце оцiнка

sup
|t−s|≤h

(
E(W (t)−W (s))2

) 1
2 =

sup
|t−s|≤h

(
E(W (t))2 + E(W (s))2 − 2EW (t)W (s)

) 1
2 =

= sup
|t−s|≤h

(
t+ s− 2

1

2
(t+ s− |t− s|)

) 1
2 =
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= sup
|t−s|≤h

(
|t− s|

) 1
2 ≤ h

1
2 = σ(h).

I в цьому випадку σ(−1)(h) = h2.

Нехай ω — довiльна точка з T , позначимо γω = (E(W (ω))2)
1
2 та

ν = σ(supt∈T |t − ω|) ≤ σ(T ). Нехай εk = σ(−1)(νpk), k = 0, 1, 2... та 0 <
p < 1, Vεk — множина центрiв мiнiмального покриття T замкненими куля-
ми радiуса εk, N(εk) — число точок в множинi Vεk . Тодi має мiсце оцiнка
N(ε) ≤ T

2ε + 1.

Оскiльки
∫ 1
0

(
ln
(

1
2u +1

)) 1
2du <∞, то викунуються умови теореми 1 iз [1].

I для строго субгауссового вiнерiвського процесу мають мiсце твердження.

Теорема 2. Нехай W (t) — строго субгауссовий вiнерiвський випадковий
процес. Для будь-якого 0 < p < 1 при x > D1 має мiсце нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T

|W (t)| > x
}
≤ 2 exp

{
−(x−D1)

2

2A1

}
, (4)

де

A1 =
γ2ω

1− p
+

ν2

p(1− p)2
,

D1 =

√
2

p(1− p)

∫ νp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du.

Позначимо γ0 = supt∈T (E(W (t))2)
1
2 i виберемо β > 0 — довiльне число

таке, що β ≤ σ(infs∈T supt∈T |t− s|) ≤ σ(T ) = T
1
2 .

Теорема 3. Нехай W (t) — строго субгауссовий вiнерiвський випадковий
процес. Для будь-якого 0 < p < 1 при x > D1 має мiсце нерiвнiсть

P{sup
t∈T

|W (t)| > x} ≤ 2 exp

{
−(x−D2)

2

2A2

}
, (5)

де

A2 =
γ20

1− p
+

pβ2

(1− p)2
,

D2 =
√
2

(
γ0 ln

1
2 N(σ(−1)(pβ)) +

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

Доведення. Доведення вказаних результатiв слiдує безпосередньо з наслiд-
ку теореми 1 та теореми 2 iз [1]. �

Для отримання оцiнок точностi i надiйностi моделювання строго субга-
уссового вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi необхiдно оцiнити для
представлення W1(t) величини

E(S1(t))
2 = E(W1(t)− S1(t,N))2 = E

(√
2

∞∑
n=N+1

sin(πnt)

πn
ξn

)2
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та

E(S1(t)− S1(s))
2 = E

(√
2

∞∑
n=N+1

sin(πnt)− sin(πns)

πn
ξn

)2

,

а для представлення W2(t) величини

E(W2(t)− S2(t,N))2 = E

( ∞∑
n=N+1

sin(2πnt)

2πn
ξ1n +

∞∑
n=N+1

1− cos(2πnt)

2πn
ξ2n

)2

та

E(S2(t)− S2(s))
2 = E

( ∞∑
n=N+1

sin(2πnt)− sin(2πns)

2πn
ξ1n+

+
∞∑

n=N+1

(1− cos(2πnt))− (1− cos(2πns))

2πn
ξ2n

)2

.

Для першої моделi, при 0 ≤ κ ≤ 1, маємо

γ20 = sup
t∈T

(
2

∞∑
n=N+1

sin2(πnt)

π2n2

)
≤ 2

∞∑
n=N+1

1

π2n2
≤ 2

π2N
.

E(S1(t)− S1(s))
2 = E

(√
2

∞∑
n=N+1

(
sin(πnt)

πn
− sin(πns)

πn

)
ξn

)2

=

= E

(√
2

∞∑
n=N+1

2

(
cos

(
πnt+ πns

2

)
sin

(
πnt− πns

2

))
ξn
πn

)2

≤

≤ 8

∞∑
n=N+1

sin2(πnt−πns2 )

π2n2
≤ 23−2κ

π2−2κ
|t− s|2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ
.

В якостi σ(u) розглянемо σ(u) = Chκ, де

C =

(
23−2κ

π2−2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ

) 1
2

при 0 < κ < 1
2 . Отже, має мiсце твердження.

Теорема 4. Модель S1(t,N) наближає процес W1(t) з заданими точнiстю
δ > 0 i надiйнiстю 0 < ε < 1 в рiвномiрнiй метрицi, якщо мають мiсце
нерiвнiстi δ > D1(N) та

1− ε ≥ 2 exp

{
−(δ −D1(N))2

2A1(N)

}
,

де

A1(N) =
2

π2N(1− p)
+

pβ2

(1− p)2
,

D1(N) =
√
2

( √
2

π
√
N

ln
1
2 (N(σ(−1)(βp)))+

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.
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Для другої моделi,при 0 ≤ κ ≤ 1, маємо

γ20 = sup
t∈T

( ∞∑
n=N+1

sin2(2πnt)

4π2n2
+

∞∑
n=N+1

(1− cos(2πnt))2

4π2n2

)
≤ 5

4π2N
.

E(S2(t)− S2(s))
2 =

= E

( ∞∑
n=N+1

(
sin(2πnt)− sin(2πns)

2πn

)
ξ1n+

∞∑
n=N+1

(
cos(2πns)− cos(2πnt)

2πn

)
ξ2n

)2

≤

≤ 1

π2−2κ
|t− s|2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ
.

В якостi σ(u) розглянемо σ(u) = Chκ, де

C =

(
1

π2−2κ

∞∑
n=N+1

1

n2−2κ

) 1
2

,

при 0 < κ < 1
2 .

Отже, має мiсце твердження.

Теорема 5. Модель S2(t,N) наближає процес W2(t) з заданими точнiстю
δ > 0 i надiйнiстю ε в рiвномiрнiй метрицi, якщо мають мiсце нерiвнiстi
δ > D2(N) та

1− ε ≥ 2 exp

{
−(δ −D2(N))2

2A2(N)

}
де

A2(N) =
5

4π2N(1− p)
+

pβ2

(1− p)2
,

D2(N) =
√
2

(
5

1
2

2π
√
N

ln
1
2 (N(σ(−1)(βp)))+

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

3. Оцiнка точностi моделювання строго субгауссового
узагальненого вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi.

НехайWα(t) — строго субгауссовий узагальнений вiнерiвський процес. Про-
цес Wα(t) можна представити у виглядi [11]

Wα(t) =

∞∑
n=1

cn sin(xnt)Xn +

∞∑
n=1

dn(1− cos(ynt))Yn, (6)

де

cn =

√
2c

xα+1
n J1−α(xn)

,

dn =

√
2c

yα+1
n J−α(yn)

,

{xn} — дiйснi нулi функцiї Бесселя J−α(x),
{yn} — дiйснi нулi функцiї Бесселя J1−α(x),
{Xn, Yn} — незалежнi гауссовi випадковi величини з EX2

n = EY 2
n = 1.
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Модель узагальненого вiнерiвського процесу будуємо у виглядi

Sα(t,N) =

N∑
n=1

cn sin(xnt)Xn +

N∑
n=1

dn(1− cos(ynt))Yn,

де {Xn, Yn} — послiдовнiсть незалежних строго субгауссових випадкових
величин. Розглянемо

∞∑
n=1

c2n(sin(xnt))
2 +

∞∑
n=1

d2n(1− cos(ynt))
2 ≤

∞∑
n=1

(c2n + 4d2n).

На основi роботи [12] маємо

xn = (n+
3

4
− α

2
)π − 4α2 − 1

2π(4n+ 3− 2α)
+ ...

yn = (n+
5

4
− α

2
)π − 4(1− α)2 − 1

2π(4n+ 1 + 2α)
+ ...

тобто, xn ≈ yn ≈ nπ при n → ∞. Для функцiй Бесселя Jα(x), α > −1 має
мiсце асимптотичне спiввiдношення J2

−α(x) + J2
1−α(x) ≈ 2

xπ для великих x.
Тодi для xn та yn справедливо J2

1−α(xn) ≈ 2
xnπ

та J2
−α(yn) ≈ 2

ynπ
при n→ ∞.

Тому
∞∑
n=1

(c2n + 4d2n) ≈ Γ(2α+ 1) sin(πα)

∞∑
n=1

(
1

x2α+1
n

+
4

y2α+1
n

)
<∞.

А, отже, випадковий процес Wα(t) в представленнi (6), коли {Xn, Yn} неза-
лежнi центрованi строго субгауссовi випадковi величини з EX2

n = EY 2
n = 1,

буде строго субгауссiвським випадковим процесом.

Означення 4. Строго субгауссовим узагальненим вiнеровським випадко-
вим процесом з iндексом Хюрста α ∈ (0, 1) називається строго субгауссiв-
ський випадковий процес {Wα(t), t ∈ [0, T ]} з нульовим середнiм
EWα(t) = 0 та кореляцiйною функцiєю

R(t, s) =
1

2

(
|t|2α + |s|2α − |t− s|2α

)
,

такий, що Wα(0) = 0.

Оскiльки нулi функцiї Бесселя точно знайти не можемо, то будемо зна-
ходити їх з деякою точнiстю. Позначимо наближенi значення cn, dn, xn, yn
вiдповiдно c̃n, d̃n, x̃n, ỹn. Нехай

|cn − c̃n| ≤ hcn,

|dn − d̃n| ≤ hdn,

|xn − x̃n| ≤ hxn,

|yn − ỹn| ≤ hyn,

де hcn, hdn, hxn, h
y
n - задана точнiсть. Тодi модель процесу Wα(t) має вигляд

S̃α(t,N) =

N∑
n=1

c̃n sin(x̃nt)Xn +

N∑
n=1

d̃n(1− cos(ỹnt))Yn,
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Похибка моделювання ∆(t) рiвна ∆(t) =Wα(t)−S̃α(t,M). Має мiсце оцiнка

sup
|t−s|≤h

(
E(Wα(t)−Wα(s))

2

) 1
2

=

sup
|t−s|≤h

(
E(Wα(t))

2 + E(Wα(s))
2 − 2EWα(t)Wα(s)

) 1
2

=

= sup
|t−s|≤h

(
|t|2α + |s|2α − 2

1

2
(|t|2α + |s|2α − |t− s|2α)

) 1
2

=

= sup
|t−s|≤h

(
|t− s|2α

) 1
2

≤ hα = σ(h).

При x > 0 виконується нерiвнiсть

P
{
sup
t∈T

|Wα(t)− S̃α(t,N) |> δ
}
≤ inf

0≤x≤1

(
G1(xδ) +G2((1− x)δ)

)
,

де
G1(x) = P

{
sup
t∈T

| Sα(t,N)− S̃α(t,N) |> x
}
,

G2(x) = P
{
sup
t∈T

|Wα(t)− Sα(t,N) |> x
}
.

Лема 1. Модель S̃α(t,N) є A-моделлю, що наближає процес Wα(t) з то-
чнiстю δ > 0 i надiйнiстю ε в рiвномiрнiй метрицi, якщо виконується
нерiвнiсть

inf
0≤x≤1

(
G1(xδ) +G2((1− x)δ)

)
≤ 1− ε.

Для оцiнювання ймовiрностi G1(x) доцiльно використовувати теорему 2,
а для оцiнювання ймовiрностi G2(x) доцiльно використовувати теорему 3.

Позначимо
Z1(t) = S̃α(t,N)− Sα(t,N)

та
Z2(t) =Wα(t)− Sα(t,N).

Для отримання оцiнок точностi i надiйностi моделювання субгауссового
узагальненого вiнерiвського процесу в рiвномiрнiй метрицi необхiдно оцiни-
ти для ймовiрнiстiG1(x) величини E(Z1(t))

2 та E(Z1(t)−Z1(s))
2, а для ймо-

вiрнiстi G2(x) необхiдно оцiнити величини E(Z2(t))
2 та E(Z2(t) − Z2(s))

2.
Оцiнювати вказанi величини будемо аналогiчно, як i в роботi [10].

Для першої ймовiрностi маємо

γ2ω = E(Z1(ω))
2 =

= E

( N∑
n=1

cn sin(xnω)Xn +
M∑
n=1

dn(1− cos(ynω))Yn−

−
N∑
n=1

c̃n sin(x̃nω)Xn −
N∑
n=1

d̃n(1− cos(ỹnω))Yn

)2

≤
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≤
( N∑
n=1

(cnh
x
nω + hcn)

2 +

N∑
n=1

(dnh
y
nω + 2hdn)

2

)
.

При 0 < κ ≤ 1 має мiсце оцiнка

E(Z1(t)− Z1(s))
2 =

= E

( N∑
n=1

(cn(sin(xnt)− sin(xns))− c̃n(sin(x̃nt)− sin(x̃ns)))+

+

N∑
n=1

(dn(cos(yns)− cos(ynt))− d̃n(cos(ỹns)− cos(ỹnt)))

)2

≤

≤ |t−s|2κ23−2κ
N∑
n=1

(
x2κn (hcn)

2+y2κn (hdn)
2+23−2κ

(
c̃2n(h

x
n)

2κ

((
xn + x̃n

2

)2κ

+1

)
+

+(d̃n)
2(hyn)

2κ

((
yn + ỹn

2

)2κ

+ 1

)))
= B12κ|t− s|2κ.

Для другої ймовiрностi маємо

γ20 = sup
t∈[0,1]

( ∞∑
n=N+1

cn sin(xnt)Xn+
∞∑

n=N+1

dn(1−cos(ynt))Yn

)2

≤
∞∑

n=N+1

(c2n+4d2n).

При 0 < κ ≤ 1 має мiсце оцiнка

E(Z2(t)− Z2(s))
2 =

= E

( ∞∑
n=N+1

cn(sin(xnt)− sin(xns))Xn+
∞∑

n=N+1

dn(cos(yns)− cos(ynt))Yn

)2

≤

≤
(
22−2κ

∞∑
n=N+1

(c2n(xn)
2κ + d2n(yn)

2κ)

)
|t− s|2κ ≤

≤ B22κ|t− s|2κ.
З асимптотичної поведiнки cn i dn та того, що xn ∼ yn ∼ πn, слiдує, що
останнiй ряд збiгається при κ < α.

Виберемо x = 1
2 та покладемо ω = 0. Тодi

γ2ω(0) = E(Z1(0))
2 ≤

N∑
n=1

(
(hcn)

2 + 4(hdn)
2

)
.

Має мiсце твердження.

Теорема 6. Модель S̃α(t,N) наближає процес Wα(t) з заданими точнi-
стю δ > 0 i надiйнiстю ε в рiвномiрнiй метрицi, якщо для 0 < p < 1 та
β < σ(1) мають мiсце нерiвнiстi δ > max(D̃1(N), D̃2(N)) та

1− ε ≥ 2

(
exp

{
−
( δ2 − D̃1(N))2

2Ã1(N)

}
+ exp

{
−
( δ2 − D̃2(N))2

2Ã2(N)

})
,

168



А. О. ПАШКО

де

Ã1(N) =
γ2ω(0)

(1− p)
+

ν2

p(1− p)2
,

Ã2(N) =
γ20

(1− p)
+

pβ2

(1− p)2
,

D̃1(N) =

√
2

p(1− p)

∫ νp

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du,

D̃2(N) =
√
2

(
γ0 ln

1
2 (N(σ(−1)(βp))) +

1

p(1− p)

∫ p2β

0
ln

1
2 (N(σ(−1)(u)))du

)
.

Представляє iнтерес використання методiв статистичного моделювання
вiнерiвського i узагальненого вiнерiвського процесiв при розв’язуваннi за-
дач фiнансової та актуарної математики, математичної статистики.
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