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Resume. In the paper a local and a semi-local convergence of com-
bined iterative process for solving nonlinear operator equations is
investigated. This method is built on top of Newton method and
method with convergence order 1,839 .... The radius of the convergen-
ce ball and convergence order of the proposed method are determi-
ned. Numerical experiments are carried out on the test examples with
nondifferentiable operator.
Keywords: nonlinear equation, nondifferentiable operator, local and
semi-local convergence, convergence order, divided difference.

Резюме. В роботi дослiджено локальну та напiвлокальну збiж-
нiсть комбiнованого iтерацiйного процесу для розв’язування нелi-
нiйних операторних рiвнянь, побудованого на основi методу Нью-
тона та методу з порядком збiжностi 1.839 . . .. Встановлено радiус
областi збiжностi та порядок збiжностi запропонованого методу.
На тестових прикладах з недиференцiйовним оператором прове-
дено чисельнi експерименти.
Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, недиференцiйовний опе-
ратор, локальна та напiвлокальна збiжнiсть, порядок збiжностi,
подiлена рiзниця.

Вступ
Розглянемо операторне рiвняння

H(x) ≡ F (x) +G(x) = 0, (1)

де F i G — нелiнiйнi оператори, визначенi на опуклiй множинi D банахо-
вого простору X зi значеннями в банаховому просторi Y . Вiдомо, що F —
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диференцiйовний за Фреше оператор, G – неперервний оператор, диферен-
цiйовностi якого, взагалi кажучи, не вимагається.

Оскiльки G є недиференцiйовним оператором, то скористатися класи-
чним методом Ньютона для знаходження розв’язку рiвняння (1) не мо-
жна. В такому випадку застосовують метод типу Ньютона, рiзницевi або
комбiнованi (диференцiально-рiзницевi) iтерацiйнi процеси [1, 2, 4, 5, 7, 9].

Частковим випадком (1) є рiвняння F (x) = 0. Для його розв’язування
найчастiше застосовують метод Ньютона

xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1F (xn), n ≥ 0,

який має квадратичний порядок збiжностi [6, 8]. Також розроблено рiзни-
цевi методи, якi використовують у своїх iтерацiйних формулах тiльки зна-
чення нелiнiйного оператора i не вимагають аналiтично заданих похiдних.
Одним iз них є метод з порядком збiжностi 1.839 . . .

xn+1 = xn − [F (xn;xn−1) + F (xn−2;xn)− F (xn−2;xn−1)]
−1F (xn), n ≥ 0.

Цей iтерацiйний процес запропонував Дж.Ф. Трауб для розв’язування од-
ного нелiнiйного рiвняння, а Ф.А. Потра узагальнив його на випадок бана-
хових просторiв [3, 10, 11].

На базi методiв Ньютона та Потра нами побудовано комбiнований iтера-
цiйний процес

xn+1 = xn −A−1
n H(xn), n ≥ 0,

An = F ′(xn) +G(xn;xn−1) +G(xn−2;xn)−G(xn−2;xn−1).
(2)

У цiй працi вивчено локальну та напiвлокальну збiжнiсть методу (2).
Встановлено, що порядок збiжностi комбiнованого iтерацiйного процесу
збiгається з порядком збiжностi базового методу Потра.

1. Локальна збiжнiсть методу (2)
Збiжнiсть методу проведена за класичних умов Лiпшиця для перших по-

хiдних оператора F та подiлених рiзниць першого та другого порядку опе-
ратора G. Наступна теорема встановлює радiус областi збiжностi та оцiнку
швидкостi збiжностi iтерацiйного процесу (2). Доведення проведено за ме-
тодикою з [3, 11]. Також зроблено припущення, що G — диференцiйовний
за Фреше оператор.

Теорема 1. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi визначенi на вiдкри-
тiй опуклiй множинi D банахового простору X зi значеннями в банахо-
вому просторi Y . Припустимо, що рiвняння (1) має розв’язок x∗ ∈ D та
iснує оборотна похiдна Фреше H ′(x∗). Нехай G(·; ·) i G(·; ·; ·) — подiленi
рiзницi першого та другого порядку оператора G, визначенi на множинi
U = {x : ∥x− x∗∥ < r∗} ⊆ D i в U виконуються умови Лiпшиця

∥H ′(x∗)−1(F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2l∗∥x− y∥, (3)

∥H ′(x∗)−1(G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ p∗(∥x− u∥+ ∥y − v∥), (4)

∥H ′(x∗)−1(G(u;x; y)−G(v;x; y))∥ ≤ q∗∥u− v∥, (5)
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r∗ =
2

3(l∗ + p∗) +
√

9(l∗ + p∗)2 + 16q∗
.

Тодi для всiх x−2, x−1, x0 ∈ U iтерацiйний процес (2) коректно визна-
чений, генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0 належить до U , збiгається
до x∗ i задовольняє нерiвнiсть

∥xn+1 − x∗∥ ≤ l∗ + p∗
Cn

∥xn − x∗∥2+

+
q∗
Cn

(∥xn − x∗∥+ ∥xn−2 − x∗∥)∥xn−1 − x∗∥∥xn − x∗∥, (6)

де Cn = 1− 2(l∗ + p∗)∥xn − x∗∥ − q∗(∥xn − x∗∥+ ∥xn−2 − x∗∥)∥xn−1 − x∗∥.

Доведення. Нехай x, y, z ∈ U . Позначимо A = F ′(x) + G(x; y) + G(z;x)−
−G(z; y). Тодi, врахувавши умови (3)–(5), отримаємо

∥I −H ′(x∗)−1A∥ =

= ∥H(x∗)−1[F ′(x∗)− F ′(x) +G(x∗;x∗)−G(x; y)−G(z;x) +G(z; y)]∥ ≤
≤ ∥H(x∗)−1[F ′(x∗)− F ′(x) +G(x∗;x∗)−G(x;x∗)+

+G(z;x∗)−G(z;x) +G(x;x∗)−G(x; y) +G(z; y)−G(z;x∗)]∥ =

= ∥H(x∗)−1[F ′(x∗)− F ′(x) +G(x∗;x∗)−G(x;x∗)+

+G(z;x∗)−G(z;x) + [G(x;x∗; y)−G(z;x∗; y)](x∗ − y)]∥ =

≤ 2l∗∥x− x∗∥+ 2p∗∥x− x∗∥+ q∗∥x− z∥∥y − x∗∥ ≤
≤ 2(l∗ + p∗)∥x− x∗∥+ q∗(∥x− x∗∥+ ∥z − x∗∥)∥y − x∗∥.

З означення r∗ маємо, що

(l∗ + p∗)r∗ + 2q∗r
2
∗ = 1− 2(l∗ + p∗)r∗ − 2q∗r

2
∗ < 1. (7)

Тодi, за теоремою Банаха про обернений оператор, H ′(x∗)−1A є оборо-
тний i

∥(I − (I −H ′(x∗)−1A))−1∥ = ∥A−1H ′(x∗)∥ ≤
≤ [1− 2(l∗ + p∗)∥x− x∗∥ − q∗(∥x− x∗∥+ ∥z − x∗∥)∥y − x∗∥]−1.

(8)

Припустимо, що xn−2, xn−1, xn ∈ U . Тодi оператор

An = F ′(xn) +G(xn;xn−1) +G(xn−2;xn)−G(xn−2;xn−1)

є оборотний.
Далi можна записати

∥xn+1 − x∗∥ = ∥xn − x∗ −A−1
n (H(xn)−H(x∗))∥ ≤

≤ ∥A−1
n H ′(x∗)∥∥H ′(x∗)−1[H(xn)−H(x∗)−An(xn − x∗)]∥.

(9)

Врахувавши умови (3)–(5), отримаємо

∥H ′(x∗)−1[H(xn)−H(x∗)−An(xn − x∗)]∥ =

= ∥H ′(x∗)−1[F (xn)− F (x∗) +G(xn)−G(x∗)−An(xn − x∗)]∥ ≤

≤
∥∥∥H ′(x∗)−1

1∫
0

(
F ′(x∗ + t(xn − x∗))− F ′(xn)

)
dt
∥∥∥∥xn − x∗∥+
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+∥H ′(x∗)−1[G(xn;x
∗)−G(xn;xn) +G(xn;xn)−G(xn;xn−1)−G(xn−2;xn)+

+G(xn−2;xn−1)]∥∥xn − x∗∥ ≤ (l∗ + p∗)∥xn − x∗∥2+
+∥H ′(x∗)−1[G(xn;xn;xn−1)−G(xn−2;xn;xn−1)]∥∥xn − xn−1∥∥xn − x∗∥ ≤

≤ (l∗ + p∗)∥xn − x∗∥2 + q∗∥xn − xn−2∥∥xn − xn−1∥∥xn − x∗∥.
З (8) i (9) отримаємо оцiнку (6). Далi, з нерiвностей (6) i (7) випливає,

що
∥xn+1 − x∗∥ < ∥xn − x∗∥ < r∗, n ≥ 0

Отже, iтерацiйний процес (2) є коректно визначений, генерована ним
послiдовнiсть {xn}n≥0 належать U i збiгається до x∗. З останньої нерiвностi
та оцiнки (6) отримуємо, що lim

n→0
∥xn − x∗∥ = 0. �

Наслiдок 1. Порядок збiжностi комбiнованого iтерацiйного методу (2)
дорiвнює 1.839 . . ..

Доведення. З оцiнки (6) випливає, що iснує константа C i натуральне число
N , таке що

∥xn+1 − x∗∥ ≤ C∥xn − x∗∥∥xn−1 − x∗∥∥xn−2 − x∗∥, n ≥ N.

Звiдси отримуємо, що порядок збiжностi методу (2) є єдиним додатним
коренем нелiнiйного рiвняння t3 − t2 − t− 1 = 0 [3]. �

2. Напiвлокальна збiжнiсть методу (2)
Обґрунтування напiвлокальної збiжностi комбiнованого методу Ньюто-

на-Потра (2) проведено з використаням принципу мажорант Л.В. Канто-
ровича.

Теорема 2. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi визначенi на вiдкри-
тiй опуклiй множинi D банахового простору X зi значеннями в банахово-
му просторi Y . Нехай G(·; ·) i G(·; ·; ·) — подiленi рiзницi першого та дру-
гого порядку оператора G, визначенi на множинi U0 = {x : ∥x−x0∥ ≤ r0}.
Припустимо, що лiнiйний оператор A0 = F ′(x0)+G(x0;x−1)+G(x−2;x0)−
−G(x−2;x−1), де x−2, x−1, x0 ∈ U0, є оборотний i для всiх x, y, u, v ∈ U0

виконуються умови Лiпшиця

∥A−1
0 (F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2l0∥x− y∥, (10)

∥A−1
0 (G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ p0(∥x− u∥+ ∥y − v∥), (11)
∥A−1

0 (G(u;x; y)−G(v;x; y))∥ ≤ q0∥u− v∥. (12)
Нехай a, b i c – невiд’ємнi числа, такi що

∥x0 − x−1∥ ≤ a, ∥x−1 − x−2∥ ≤ b, ∥A−1
0 (F (x0) +G(x0))∥ ≤ c. (13)

Якщо q0a(a+ b) ≤ 1, для дiйсного полiнома

h(t) = −q0t3 − (l0 + p0 + q0a)t
2 + [1− q0a(a+ b)]t

виконується нерiвнiсть

c ≤ h(r) =
1

3

l0 + p0 + q0a+ 2s

(l0 + p0 + q0a+ s)2
(1− q0a(a+ b))2, (14)
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де s = {(l0+p0+q0a)2+3q0(1−q0a(a+b))}1/2, r =
1− q0a(a+ b)

l0 + p0 + q0a+ s
i замкнена

куля U0 ⊂ D, де r0 ∈ (0, r] є коренем рiвняння h(t) = c, то iтерацiйний
процес (2) коректно визначений i генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0

збiгається до єдиного розв’язку x∗ ∈ U0 рiвняння (1).
Крiм цього, для всiх n ≥ −2 виконується нерiвнiсть

∥xn − x∗∥ ≤ tn, (15)

де
t−2 = r0 + a+ b, t−1 = r0 + a, t0 = r0,

a0 = l0 + p0 + 3q0r0 + q0a, b0 = 3q0r
2
0 − 2a0r0 − q0a(a+ b) + 1,

tn+1 = tn ·
a0tn + q0(tn − tn−1)(tn − tn−2)− 2q0t

2
n

b0 + 2a0tn + q0(tn − tn−1)(tn − tn−2)− 3q0t2n
, n ≥ 0.

(16)

Доведення. Зазначимо, що послiдовнiсть {tn}n≥0 можна одержати, засто-
совуючи iтерацiйний алгоритм Ньютона-Потра (2) до дiйсного полiнома
f(t) = −q0t3 + a0t

2 + b0t. Легко довести, що ця послiдовнiсть монотонно
збiгається до нуля. Також маємо, що

tk+1 − tk+2 ≥
(l0 + p0)(tk − tk+1) + q0(tk−1 − tk)(tk−2 − tk)

1− 2(l0 + p0)(t0 − tk+1)− q0a(a+ b)
(tk − tk+1).

Методом математичної iндукцiї покажемо, що iтерацiйний процес є добре
визначений i

∥xk − xk+1∥ ≤ tk − tk+1, k ≥ −2. (17)
Використовуючи (13), (14), (16) i те, що

t0 − t1 = t0 ·
(
1− a0t0 + q0(t0 − t−1)(t0 − t−2)− 2q0t

2
0

b0 + 2a0t0 + q0(t0 − t−1)(t0 − t−2)− 3q0t20

)
= h(r0) = c,

ми доводимо, що (17) виконується для k = −2, −1, 0.
Припустимо, що для всiх k ≤ n виконується оцiнка (17). Тодi, врахував-

ши умови Лiпшиця (10)–(12), для k = n+ 1 матимемо

∥I −A−1
0 An+1∥ = ∥A−1

0 (A0 −An+1) ∥ ≤ ∥A−1
0 [F ′(x0)− F ′(xn+1)]∥+

+∥A−1
0 [G(x0;x−1)−G(x0;x0) +G(x−2;x0)−G(x−2;x−1) +G(x0;x0)−

−G(xn+1;x0) +G(xn+1;x0)−G(xn+1;xn) +G(xn−1;xn)−G(xn−1;xn+1)]∥ =

= ∥A−1
0 [F ′(x0)−F ′(xn+1)]∥+∥A−1

0 [(G(x0;x−1;x0)−G(x−2;x−1;x0))(x−1−x0)+
+G(x0;x0)−G(xn+1;x0) +G(xn+1;x0)−G(xn+1;xn) +G(xn−1;xn)−

−G(xn−1;xn+1)]∥ ≤ 2l0∥x0−xn+1∥+q0a(a+b)+p0(∥x0−xn+1∥+∥x0−xn∥+
+∥xn−xn+1∥) ≤ 2(l0+p0)(t0− tn+1)+ q0a(a+ b) ≤ 2(l0+p0)t0+ q0a(a+ b) ≤

≤ 2(l0 + p0)r0 + q0a(a+ b) ≤ 2(l0 + p0)
1− q0a(a+ b)

2(l0 + p0)
+ q0a(a+ b) = 1.

За теоремою Банаха маємо, що An+1 є оборотний i

∥A−1
n+1A0∥ ≤

≤
[
1−q0a(a+b)−2l0∥x0−xn+1∥−p0(∥x0−xn+1∥+∥x0−xn∥+∥xn−xn+1∥)

]−1
.
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Врахувавши означення подiленої рiзницi та умови (10)–(12) отримаємо

∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)]∥ =

= ∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)− F (xn)−G(xn)−An(xn+1 − xn)]∥ ≤

≤
∥∥∥A−1

0

1∫
0

(
F ′(xn + t(xn+1 − xn))− F ′(xn)

)
dt
∥∥∥∥xn − xn+1∥+

+∥A−1
0 [G(xn;xn+1)−G(xn;xn) + (G(xn;xn;xn−1)−G(xn−2;xn;xn−1))×

×(xn − xn−1)]∥∥xn − xn+1∥ ≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2+
+q0∥xn−2 − xn∥∥xn−1 − xn∥∥xn − xn+1∥.

Звiдси i з попереднiх мiркувань маємо

∥xn+1 − xn+2∥ = ∥A−1
n+1H(xn+1)∥ ≤ ∥A−1

n+1A0∥∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)]∥ ≤

≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2 + q0∥xn−1 − xn∥∥xn−2 − xn∥∥xn − xn+1∥
1− (2l0 + p0)∥x0 − xn+1∥ − p0(∥x0 − xn∥+ ∥xn − xn+1∥)− q0a(a+ b)

≤

≤ (l0 + p0)(tn − tn+1) + q0(tn−1 − tn)(tn−2 − tn)

1− 2(l0 + p0)(t0 − tn+1)− q0a(a+ b)
(tn − tn+1) ≤ tn+1 − tn+2.

Отже, iтерацiйний процес (2) є добре визначений для всiх n. Звiдси ви-
пливає, що

∥xn − xk∥ ≤ tn − tk, −2 ≤ n ≤ k, (18)
тобто послiдовнiсть {xn}n≥0 є фундаментальною i збiжною в просторi X.
З (18) при k → ∞ випливає нерiвнiсть (15).

Покажемо, що x∗ є коренем рiвняння F (x) +G(x) = 0. Справдi,

∥A−1
0 H(xn+1)∥ ≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2+

+q0∥xn − xn−2∥∥xn − xn−1∥∥xn − xn+1∥ → 0

при n→ ∞. Отже, F (x∗) +G(x∗) = 0.
Доведення єдиностi проведемо вiд супротивного. Припустимо, що iснує

x∗∗ ∈ U0, x∗∗ ̸= x∗ i H (x∗∗) = 0. Позначимо P ≡
1∫
0

F ′(x∗ + t(x∗∗ − x∗))dt+

+G(x∗∗;x∗). Тодi справедлива рiвнiсть P (x∗∗−x∗) = H(x∗∗)−H(x∗). Якщо
оператор P−1 оборотний, то x∗∗ = x∗. Справдi,

∥I −A−1
0 P∥ = ∥A−1

0 (A0−P )∥ ≤
∥∥∥A−1

0

1∫
0

(
F ′(x0)−F ′(x∗+ t(x∗∗−x∗))

)
dt
∥∥∥+

+∥A−1
0 [G(x0;x−1) +G(x−2;x0)−G(x−2;x−1)−G(x∗∗;x∗)]∥ ≤

≤ (l0 + p0)(∥x0 − x∗∥+ ∥x0 − x∗∗∥) + q0a(a+ b) ≤ 2(l0 + p0)r0 + q0a(a+ b) ≤

≤ 2(l0 + p0)
1− q0a(a+ b)

2(l0 + p0)
+ q0a(a+ b) = 1.

Отже, P−1 iснує.
�
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Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2. Тодi для всiх n ≥ 1
справедлива оцiнка

∥xn − x∗∥ ≤ (l0 + p0)(tn−1 − tn) + q0(tn−3 − tn−1)(tn−2 − tn−1)

1− q0a(a+ b)− (l0 + p0)(2t0 − tn)
(tn−1 − tn).

(19)

Доведення. Врахувавши умови (10)–(12), отримаємо∥∥∥I −A−1
0

( 1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥A−1

0

1∫
0

(
F ′(x0)− F ′(x∗ + t(xn − x∗))

)
dt
∥∥∥+ ∥A−1

0 [G(x0;x−1)−

−G(x0;x0) +G(x−2;x0)−G(x−2;x−1) +G(x0;x0)−G(xn;x
∗)]∥ ≤

≤ (l0 + p0)(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x∗∥) + q0a(a+ b) ≤
≤ (l0 + p0)(2t0 − tn) + q0a(a+ b) < 1.

За теоремою Банаха
1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗) є оборотний i

∥∥∥( 1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

A0

∥∥∥ ≤

≤ (1− q0a(a+ b)− (l0 + p0)(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x∗∥))−1.

Використовуючи спiввiдношення

∥xn − x∗∥ =
∥∥∥( 1∫

0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

(H(xn)−H(x∗))
∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥( 1∫

0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

A0

∥∥∥∥A−1
0 H(xn)∥,

отримаємо оцiнку (19). �

3. Чисельнi експерименти
Для демонстрацiї роботи запропонованого iтерацiйного процесу (2) про-

ведено чисельнi експерименти на тестових задачах з недиференцiйовним
оператором. Розрахунки проводилися для рiзних початкових наближень
та точностi ε = 10−10. Зупинка обчислювального процесу вiдбувалася при
виконаннi умов:

∥xn+1 − xn∥∞ ≤ ε i ∥H(xn+1)∥∞ ≤ ε.

Додатковi початковi наближення обчислювалися за формулою:

x−1 = x0 − 10−4, x−2 = x0 − 2 · 10−4.

176



С. М. ШАХНО, А.-В. I. БАБ’ЯК, Г. П. ЯРМОЛА

Для порiвняння швидкостi збiжностi комбiнованого методу Ньютона-
Потра з базовими методами у таблицях наведено кiлькiсть iтерацiй, за якi
отримано розв’язок розглянутих систем нелiнiйних рiвнянь. Метод типу
Ньютона для розв’язування рiвняння (1) має вигляд [7]:

xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1H(xn), n ≥ 0, (20)

а метод Потра:

xn+1 = xn − [H(xn;xn−1) +H(xn−2;xn)−H(xn−2;xn−1)]
−1H(xn), n ≥ 0.

(21)
Розглянемо систему з двома рiвняннями.{

3x2y + y2 − 1 + |x− 1| = 0,

x4 + xy3 − 1 + |y| = 0,

Наближений розв’язок цiєї системи:

(x∗, y∗)T ≈ (0.8946553733346867, 0.3278265217462975)T .

Результати розрахункiв наведено у таблицi 1.

Таблиця 1. Кiлькiсть iтерацiй, за якi отримано розв’язок системи, для
початкового наближення x0 = p · (1, 0)T

p метод метод метод
типу Ньютона (20) Потра (21) Ньютона-Потра (2)

1 22 9 8
10 30 18 14
15 31 34 15

Розглянемо систему з трьома рiвняннями.
z2(1− y)− xy + |y − z2| = 0

z2(x3 − x)− y2 + |3y2 − z2 + 1| = 0

6xy3 + y2z2 − xy2z + |x+ z − y| = 0

Вiдомо, що один iз розв’язкiв системи є (x∗, y∗, z∗)T = (−1, 2, 3)T . Вiзьмемо
за початкове наближення вектор x0 = p · (−1.5, 2.5, 3.5)T . Результати для
методiв (2), (20) i (21) наведено в таблицi 2.

Таблиця 2. Кiлькiсть iтерацiй, за якi отримано розв’язок системи

p метод метод метод
типу Ньютона (20) Потра (21) Ньютона-Потра (2)

1 196 8 7
10 198 19 18
25 202 27 21

З отриманих результатiв бачимо перевагу комбiнованого методу (2) пе-
ред базовими методами, зокрема, перед методом Потра (21), хоча теорети-
чний порядок збiжностi обох методiв однаковий.
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