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Abstract. We consider the optimal control problem with minimal
energy for parabolic equation with distributed control and nonlocal
boundary conditions. Using Fourier method and properties of Fourier-
Bessel series, we prove the solvability of this problem.
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Резюме. В роботi розглядається задача оптимального керуван-
ня з мiнiмальною енергiєю на розв’язках параболiчного рiвняння
з розподiленим керуванням та нелокальними крайовими умова-
ми. Використовуючи бiортонормованi базиснi системи функцiй i
ряди Фур’є-Бесселя та їх властивостi, доводиться класична розв’я-
знiсть вказаної задачi.
Ключовi слова: задача оптимального керування, мiнiмальна
енергiя, параболiчне рiвняння, нелокальнi крайовi умови.

Вступ

Теорiя лiнiйно-квадратичних задач оптимального керування як для елi-
птичних, так i для параболiчних рiвнянь є добре розвиненою [1–3], зокре-
ма, у роботi О. Г. Наконечного

”
Оптимальне керування та оцiнювання в

рiвняннях iз частинними похiдними“ [4] запропонованi умови iснування та
єдиностi узагальнених розв’язкiв крайових задач, наведено необхiднi умови
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екстремуму функцiоналiв у банахових просторах, розлянуто задачi опти-
мального керування для лiнiйних рiвнянь елiптичного та параболiчного
типiв.

Для самоспряжених задач у багатьох випадках використовується метод
Фур’є для точного знаходження або якiсного аналiзу оптимальних керу-
вань. Розглянена в данiй роботi задача не є самоспряженою. В одновимiр-
нiй областi з нелокальними крайовими умовами ряд задач оптимального
керування було дослiджено в [5]. Класичний розв’язок розгляненої в робо-
тi крайової задачi для рiвняння Лапласа було отримано в [6], а вiдповiдну
задачу оптимального керування розв’язано в [7]. У [8] встановлена класи-
чна розв’язнiсть задачi оптимального керування параболiчним рiвнянням
з квадратичним критерiєм якостi за допомогою бiортонормованих систем
базисних функцiй. В данiй роботi технiка робiт [7, 8], а також ряди Бесселя-
Фур’є та їх властивостi [9, 10] застосованi для знаходження оптимального
керування для задачi з мiнiмальною енергiєю та розподiленим керуванням
у правiй частинi рiвняння параболiчного типу.

1. Постановка задачi
Нехай є область Q = (0, T )× Ω, де Ω = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)}.
Розглянемо таку задачу оптимального керування: потрiбно знайти таку

функцiю стану y = y(t, r, θ) та керування u = u(r, θ), що
∂y
∂t = ∆y + q(t)u(r, θ), (t, r, θ) ∈ Q,
y(t, 1, θ) = 0, t ∈ (0, T ), θ ∈ (0, π),
y(t, r, 0) = 0, t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),
∂y
∂θ (t, r, 0) =

∂y
∂θ (t, r, π), t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

(1)

y(0, r, θ) = h(r, θ), (2)

y(T, r, θ) = z(r, θ), (3)

J(u) =
1∫
0

r∥u2(r)∥2dr → inf, (4)

де ∆y := 1
r
∂
∂r (r

∂y
∂r ) +

1
r2
∂2y
∂θ2

є оператором Лапласа у полярних координатах,
q ∈ C([0, T ]), h, z ∈ C(Ω) - заданi функцiї, ∥ · ∥ - норма у просторi L2(0, π).

Для розв’язання задачi (1)–(4), аналогiчно [6], розглянемо двi бiортонор-
мованi й повнi у просторi L2(0, π) системи функцiй Самарського-Iонкiна

Ψ = {ψ0 =
2

π2
, ψ2n =

4

π2
(π − θ) sin 2nθ, ψ2n−1 =

4

π2
cos 2nθ},

Φ = {φ0 = θ, φ2n = sin 2nθ, φ2n−1 = θ cos 2nθ}.
Норма у просторi L2(0, π) задається рiвнiстю [6]

∀v ∈ L2(0, π) ∥v∥ =

 ∞∑
n=0

(

π∫
0

v(θ)ψn(θ)dθ)
2

1/2

.
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Найбiльшою складнiстю при розв’язаннi задачi оптимального керуван-
ня (1)–(4) є наявнiсть нелокальностi крайових умов. Саме це не дозволяє
отримати послiдовнiсть незалежних одновимiрних задач при застосуваннi
методу Фур’є до вихiдної задачi. У данiй статтi для досить широкого класу
вихiдних даних буде отримано розв’язок згаданої вище нескiнченновимiр-
ної проблеми моментiв i, отже, буде обгрунтовано класичну розв’язнiсть
задачi (1)–(4).

Зафiксуємо керування

u(r, θ) =

∞∑
n=0

un(r)φn(θ) (5)

i для нього шукатимемо розв’язок вихiдної задачi у виглядi

y(t, r, θ) = y0(t, r)φ0(θ) +

∞∑
n=1

(y2n−1(t, r)φ2n−1(θ) + y2n(t, r)φ2n(θ)) , (6)

де функцiї {yn(t, r)}∞n=0 визначаються з таких початково-крайових задач у
областi Π = (0, T )× (0, 1):

∂y0
∂t = 1

r
∂
∂r (r

∂y0
∂r ) + q(t)u0(r), (t, r) ∈ Π,

y0(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
y0(0, r) = h0(r), r ∈ (0, 1),

(7)


∂y2n−1

∂t = 1
r
∂
∂r (r

∂y2n−1

∂r )− (2nr )
2y2n−1 + q(t)u2n−1(r), (t, r) ∈ Π,

y2n−1(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
y2n−1(0, r) = h2n−1(r), r ∈ (0, 1),

(8)


∂y2n
∂t = 1

r
∂
∂r (r

∂y2n
∂r )− (2nr )

2y2n − 4n
r2
y2n−1 + q(t)u2n(r), (t, r) ∈ Π,

y2n(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
y2n(0, r) = h2n(r), r ∈ (0, 1),

(9)

де ∀n ≥ 0 hn =
∫ π
0 h(r, θ) · ψn(θ)dθ.

Отже, вихiдна задача оптимального керування (1)–(4) з мiнiмальною
енергiєю зводиться до такої: серед допустимих пар {un(r), yn(t, r)}∞n=0 зада-
чi (7)–(9) потрiбно знайти такi пари, на яких досягає мiнiмуму функцiонал
якостi

J =

1∫
0

ru20(r)dr +
∞∑
n=1

∫ 1

0
r(u22n−1(r) + u22n(r))dr (10)

i виконуються умови

y0(T, r) = z0(r) =
2

π2

π∫
0

z(r, θ)dθ, (11)
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∀n ≥ 1 y2n−1(T, r) = z2n−1(r) =
4

π2

π∫
0

z(r, θ) cos 2nθdθ, (12)

∀n ≥ 1 y2n(T, r) = z2n(r) =
4

π2

π∫
0

z(r, θ)(π − θ) sin 2nθdθ. (13)

При цьому оптимальний процес {ũn, ỹn}∞n=0 повинен бути таким, що фор-
мула (5) визначає функцiю ũ ∈ C(Ω) i формула (6) визначає функцiю
ỹ ∈ C(Q̄), для яких

∂ỹ

∂θ
∈ C(Q̄),

∂ỹ

∂t
,
∂2ỹ

∂r2
,
∂2ỹ

∂r∂θ
,
∂2ỹ

∂θ2
∈ C(Q). (14)

Для розв’язання цiєї задачi зробити додатковi припущення на початковi
данi: нехай для деякого N ≥ 0

∀r ∈ [0, 1] h(r, ·), z(r, ·) ∈ LN := span{φ0, φ1, ..., φ2N}, (15)
тобто

h(r, θ) =

2N∑
n=0

hn(r)φn(θ), z(r, θ) =

2N∑
n=0

zn(r)φn(θ).

З умови (15) випливає, що n > N h2n−1 = h2n = 0, z2n−1 = z2n = 0.
Отже, мiнiмум функцiоналу якостi

Jn :=

1∫
0

r(u22n−1(r) + u22n(r))dr

дорiвнює нулю i досягається на допустимих у задачах (8), (9) з умовами
(12) i (13) парах {u2n−1 = 0, y2n−1 = 0}, {u2n = 0, y2n = 0}.

Таким чином, за умови (15), на оптимальному процесi ряди (5), (6) мi-
стять лише скiнченну кiлькiсть ненульових членiв. Це забезпечує вико-
нання умови (14) як тiльки буде знайдено розв’язок задачi (7)–(13) для
n = 1, N .

2. Основний результат

Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(4) виконуються умови (15), а також

q ∈ C([0, 1]), ∃q0 > 0 ∀t ∈ [0, T ] q(t) ≥ q0, (16)

h0 ∈ C2([0, 1]), h0(0) = h0(1) = 0, k = 0, 2, (17)

z0 ∈ C4([0, 1]), z
(k)
0 (0) = z

(k)
0 (1) = 0, k = 0, 2, (18)

∀n = 1, N h2n ∈ C2([0, 1]), h2n(0) = h2n(1) = 0, k = 0, 2, (19)

∀n = 1, N z2n ∈ C4([0, 1]), z
(k)
2n (0) = z

(k)
2n (1) = 0, k = 0, 2, (20)

h2n−1 ∈ C6([0, 1]), h
(k)
2n−1(0) = h

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 4, (21)

z2n−1 ∈ C6([0, 1]), z
(k)
2n−1(0) = z

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 4. (22)
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Тодi задача оптимального керування (1)–(4) має єдиний розв’язок

u(r, θ) =

2N∑
n=0

un(r)φn(θ), y(t, r, θ) =

2N∑
n=0

yn(t, r)φn(θ),

де {un, yn}2Nn=0 є розв’язком задач (7)–(9), (11)–(13).

Висновки
Нами була розглянена задача оптимального керування з мiнiмальною

енергiєю для параболiчної крайової задачi з нелокальними крайовими умо-
вами. При використаннi бiортонормованих базисних систем функцiй та
рядiв Фур’є-Бесселя сформульована теорема про iснування та єдинiсть
розв’язку вказаної задачi.
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