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Abstract. The article investigates the problem of guaranteed cont-
rol dynamics in conflict systems described by differential equations
Gompertzian. For special criteria as proven allegations of view of
optimal control in class software and positional strategies.
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Резюме. В статтi дослiджуються задачi гарантованого керуван-
ня динамiкою систем в умовах конфлiкту, що описуються дифе-
ренцiальними рiвняннями Гомперца. Для спецiальних критерiїв
якостi доведенi твердження про вигляд оптимальних керувань в
класi програмних та позицiйних стратегiй.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, оптимальнi страте-
гiї, множина Паретто, динамiка Гомперца.

Вступ
Задачi iнформацiйного протиборства при повiльному розвитку проце-

сiв розглядалися в багатьох роботах (напр. [1]–[4]). Проте вiдомо [5]–[7],
що для моделювання процесiв, якi швидко зростають за часом може бути
застосована динамiка Гомперца. В ситуацiї швидкого росту процесiв до-
цiльно вводити керуючi впливи, що уповiльнюють такий рiст. В той же час
на динамiку росту можуть впливати особи, що зацiкавленi в протилежно-
му результатi. В такому випадку виникають задачi протиборства (зокре-
ма iнформацiйного протиборства). Нами будуть розглядатися двi коалiцiї
гравцiв, динамiка процесiв яких описується диференцiальними рiвняннями
Гомперца. Коалiцiї вибирають як програмнi так i позицiйнi стратегiї. Для
знаходження оптимальних стратегiй використовується принцип гарантова-
ного результату. Для знаходження лiнiйних позицiйних стратегiй коалiцiї
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використовується матричний принцип максимуму Гамiльтона-Понтрягiна.
Розглядається також регуляризоване керування з певним функцiоналом
регуляризацiї.

1. Постановка задачi
Нехай є двi коалiцiї гравцiв K1 та K2 iз стратегiями
U = {u (t) = (u1 (t) , ..., um1 (t)) , t ∈ [0, t1]} ,
V = {v (t) = (v1 (t) , ..., vm2 (t)) , t ∈ [0, t1]}, вiдповiдно.
При вибраних стратегiях u (t) , v (t) динамiка процесу описується систе-

мою диференцiальних рiвнянь Гомперца вигляду:

dxi (t)

dt
=

 n∑
j=1

aij (t) lnxj (t) +

m1∑
j=1

bij (t)uj (t) +

m2∑
j=1

cij (t) vj (t)

xi (t) ,

i = 1, n

(1)

з початковою умовою

xi (0) = x0i , i = 1, n, (2)
вiдповiдно, для коалiцiї K1 при i = 1, s та для коалiцiї K2 при i = s+ 1, n,
де s < n, aij (t) , bij (t) , cij (t) — неперервнi на [0, t1] функцiї; uj (t) , vj (t) —
кусково-неперервнi на [0, t1] функцiї. Пiд розв’язком системи рiвнянь (1),(2)
будемо розумiти функцiї xi (t) , i = 1, n , що задовольняють рiвнянню (1)
майже всюди. Якщо стратегiї u (t) , v (t) належать деяким множинам пев-
них функцiональних просторiв, то будемо дослiджувати такi задачi:

Ik (u, v) → max
u∈U

, k = 1, s,

Ik (u, v) → min
v∈V

, k = s+ 1, r, r ≤ n,

де Ik (u, v) = gk (xk (t1)) , k = 1, r — функцiї цiлi для гравцiв коалiцiй
K1,K2. Зауважимо спочатку, що має мiсце

Твердження 1. Нехай вектор-функцiя ϕ (t) є розв’язком рiвняння

dϕ (t)

dt
= A (t)ϕ (t) +B (t)u (t) + C (t) v (t) , ϕ (0) = ϕ0, (3)

де A (t) , B (t) , C (t) — матрицi з елементами aij (t) , bij (t) , cij (t), вiдповiдно,
u (t) = (u1 (t) , ..., um1 (t)) , v (t) = (v1 (t) , ..., vm2 (t)) . Тодi, якщо x0i > 0, то
мають мiсце такi рiвностi xi (t) = e(ϕ(t),e

i), i = 1, n, де ei — i-й орт.

Доведення. Оскiльки d lnxi(t)
dt = dxi(t)

dt x−1
i (t) , то поклавши lnxi (t) = ϕi (t) ,

одержимо рiвняння (3). �
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2. Принцип гарантованого результату
Кожен гравець iз коалiцiй K1,K2 знає множини стратегiй U, V а також

свої функцiї цiлi. Потрiбно знайти «оптимальнi стратегiї» для кожної ко-
алiцiї. Для знаходження «оптимальних стратегiй» використаємо принцип
гарантованого результату. Надалi будемо виходити iз iнтересiв коалiцiї K1

(аналогiчнi результати можна отримати для коалiцiї K2). Нехай стратегiї
коалiцiї K2 вiдомi. Тодi ми будемо мати s критерiїв для коалiцiї K1. За
оптимальне значення u (t) вiзьмемо векторний максимум за Парето.

Твердження 2. Нехай gk (x) , k = 1, s — додатнi та монотонно зроста-
ючi функцiї на [0,∞). Тодi має мiсце спiввiдношення →

max
u∈U

(g1 (x1 (t1)) , ...,

gs (xs (t1))) =
→

max
u∈U

(ϕ1 (t1) , ..., ϕs (t1)), де xi (t) таϕi (t) =
(
ϕ (t) , ei

)
знахо-

дяться як розв’язки рiвнянь (1)–(3), вiдповiдно, а через −−→max (·) позначено
векторний максимум за Парето.

Доведення. Позначимо через P бiнарне вiдношення Парето в просторi Rs
та нехай −→x = (x1, ..., xs) та −→y = (y1, ..., ys) два вектори iз Rs. Тодi −→x P−→y
тодi i тiльки тодi, коли xi ≥ yi, i = 1, s, причому принаймi одна нерiв-
нiсть строга. Нехай далi u1 та u2 двi стратегiї гравцiв iз коалiцiї K1. Тодi
u1Pu2 тодi i тiльки тодi, коли gi

(
x
(1)
i (t1)

)
≥ gi

(
x
(2)
i (t1)

)
, i = 1, s, де

x
(q)
i (t1)=xi (t1) |u=uq , q=1, 2. Враховуючи монотоннiсть gi цi нерiвностi ви-

конуються тодi i тiльки тодi, коли x
(1)
i (t1)≥x(2)i (t1), а оскiльки

xi (t1)=e
(ϕ(t1),ei), то

(
ϕ(1) (t1) , e

i
)
≥
(
ϕ(2) (t1) , e

i
)
, що i потрiбно було по-

казати. �

Далi розглядаються два випадки:
◦ коли коалiцiя K1 вибирає програмнi стратегiї;
◦ коли коалiцiя K1 вибирає позицiйнi стратегiї.

3. Множина Парето
Твердження 3. Нехай U – опукла замкнена обмежена множина в про-

сторi L2 (0, t1). Тодi множина Парето має вигляд

Π =

{
u0 (λ) | λ = (λ1, ..., λs) , λi ≥ 0,

s∑
i=1

λi = 1

}
,

де u0 (λ) ∈ Argmax
u∈U

∫ t1
0 (z (t) , B (t)u (t)) dt, а функцiя z (t) є розв’язком рiв-

няння

−dz (t)
dt

= AT (t) z (t) , z (t1) =

s∑
i=1

λie
i.

Доведення. Оскiльки множина U опукла, то множина точок
(ϕ1 (t1) , ..., ϕs (t1)) також опукла в просторi Rs. Тому множина Парето спiв-
падає з множиною Argmax

u∈U

∑s
i=1 λiϕi (t1). Зауважимо, що справедливi рiв-

ностi
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∑s
i=1 λiϕi (t1) =

(
ϕ (t1) ,

∑s
i=1 λie

i
)
=
(
z (0) , ϕ0

)
+
∫ t1
0 (z (t) , B (t)u (t)) dt+

+
∫ t1
0 (z (t) , C (t) v (t)) dt, а тому виконується рiвнiсть

Argmax
u∈U

s∑
i=1

λiϕi (t1) = Argmax
u∈U

∫ t1

0
(z (t) , B (t)u (t)) dt,

що i потрiбно було показати. �
Наслiдок. Стратегiї гравцiв iз коалiцiї K1, що належать множинi Парето

Π, не залежать вiд стратегiй гравцiв iз коалiцiї K2.
Твердження 4. Нехай u0 (λ) ∈ Π а множина V стратегiй гравцiв коа-

лiцiї K2 — обмежена та слабо замкнена. Тодi має мiсце спiввiдношення

gi (xi (t1, λ)) ∈
[
g
(1)
i (λ) , g

(2)
i (λ)

]
,

де xi (t1, λ) = xi (t1) | u=u0(λ), а g(q)i (λ) = gi

(
x
(q)
i (t1)

)
, q = 1, 2, та x(q)i (t1)

визначаються iз рiвнянь

dx
(q)
i (t)

dt
=

 n∑
i=1

aij (t) lnx
(q)
j (t) +

m1∑
j=1

bij (t)u
0
j (λ) +

m2∑
j=1

cij (t) v̄
(q)
ij (t)

x
(q)
i (t) ,

x
(q)
i (0) = x0i ,

v̄
(1)
i (t) ∈ Argmin

v∈V

∫ t1

0
(z̄i (t) , C (t) v (t)) dt,

v̄
(2)
i (t) ∈ Argmax

v∈V

∫ t1

0
(z̄i (t) , C (t) v (t)) dt,

−dz̄i (t)
dt

= AT (t) z̄i (t) , z̄i (t1) = ei.

Доведення. Оскiльки для i = 1, s виконується:

min
v∈V

gi (xi (t, λ)) = gi

(
exp

(
min
v∈V

(
ϕ (t) , ei

)))
, то враховуючи, що(

ϕ (t1) , e
i
)
= (z̄i (t1) , ϕ0)+

∫ t1
0

(
z̄i (t) , B (t)u0 (λ)

)
dt+

∫ t1
0 (z̄i (t) , C (t) v (t)) dt,

одержимо такi спiввiдношення

min
v∈V

(
ϕ (t1) , e

i
)
= (z̄i (t) , ϕ0) +

∫ t1

0

(
z̄i (t) , B (t)u0 (λ)

)
dt+

+min
v∈V

∫ t1

0
(z̄i (t) , C (t) v (t)) dt =

(
ϕ(1) (t1) , e

i
)
,

де ϕ(1) (t) знаходиться iз рiвняння

dϕ(1) (t)

dt
= A (t)ϕ(1) (t) +B (t)u0 (λ) + C (t) v̄

(1)
i (t) , ϕ(1) (0) = x0.

Аналогiчно отримаємо max
v∈V

(
ϕ (t1) , e

i
)
=
(
ϕ(2) (t1) , e

i
)
.

На основi отриманих спiввiдношень можемо записати послiдовно такi
нерiвностi

(
ϕ(1) (t1) , e

i
)
≤
(
ϕ (t1) , e

i
)
≤
(
ϕ(2) (t1) , e

i
)
,
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x
(1)
i (t1, λ) ≤ xi (t1, λ) ≤ x

(2)
i (t1, λ) ,

gi

(
x
(1)
i (t1, λ)

)
≤ gi (xi (t1, λ)) ≤ gi

(
x
(2)
i (t1, λ)

)
.

Таким чином твердження 4 доведено. �

4. Позицiйнi стратегiї

Тепер припустимо, що в коалiцiї K1 використовуються позицiйнi стратегiї
у виглядi u (t) = L (t)ϕ (t) , тобто

ui (t) =
(
L (t)ϕ (t) , ei

)
=
(
ϕ (t) , LT (t) ei

)
=

=

n∑
k=1

ϕk (t) lki (t) =

n∑
k=1

lki (t) lnxk (t) ,

де lki (t) =
(
LT (t) ei, ek

)
.

Введемо зважений критерiй

J (u, v) =

s∑
k=1

λk

(
ϕ (t1) , e

k
)
,

де λk ≥ 0,
∑s

k=1 λk = 1.
Твердження 5. Нехай u0 (t) — деяка стратегiя коалiцiї K1, а невiдомi

значення ϕ0 та v (t) належать обмеженiй множинi G в просторi
Rn × L2 (0, t1) . Тодi мають мiсце такi нерiвностi

J1
(
u0
)
≤ J (u, v) ≤ J2

(
u0
)
,

де J1
(
u0
)
= −(

(
Q

(1)
0 z(1) (0) , z(1) (0)

)
+
∫ t1
0

(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt)1/2,

J2
(
u0
)
= (
(
Q

(2)
0 z(1) (0) , z(1) (0)

)
+
∫ t1
0

(
Q

(2)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt)1/2,

Q
(q)
0 , Q

(q)
1 — деякi невiд’ємно визначенi матрицi, z(1) (t) — розв’язок рiв-

няння
−dz(1)(t)

dt = (A (t) +B (t)L (t))T z(1) (t) , z(1) (t1) =
∑s

k=1 λke
k.

Доведення. Зауважимо, що справедливi рiвностi(∑s
k=1 λke

k, ϕ (t1)
)

=
(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

(
z(1) (0) , ϕ0

)
+

+
∫ t1
0

(
z(1) (t) , C (t) v (t)

)
dt. Оскiльки множини G, яким належать

(
ϕ0, f

)
обмеженi, то знайдуться додатно визначенi матрицi Q̄(q)

0 , Q̄
(q)
1 , q = 1, 2, та-

кi, що G1 ⊆ G ⊆ G2, де

Gq =

{(
ϕ0, f

)
|
(
Q̄

(q)
0 ϕ0, ϕ0

)
+

∫ t1

0

(
Q̄

(q)
1 f (t) , f (t)

)
dt ≤ 1

}
.
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Отже, можемо записати такi спiввiдношення

sup
G

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
≤ sup

G2

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

=

(((
Q̄(2)
o

)−1
z(1) (0) , z(1) (0)

)
+

∫ t1

0

(
C
(
Q̄

(2)
1

)−1
CT z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt

)1

2
,

inf
G

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
≥ inf

G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

=

(((
Q̄(1)
o

)−1
z(1) (0) , z(1) (0)

)
+

∫ t1

0

(
C
(
Q̄

(1)
1

)−1
CT z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt

)1

2
.

Твердження 5 доведено. �

Твердження 6. Нехай L (t) при кожному t належить множинi D про-
стору матриць та iснує матриця L̂ ∈ D така, що виконується рiвнiсть

max
L

min
v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
= min

v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ̂ (t1)

)
,

де ϕ̂ (t1) знаходиться iз розв’язку рiвняня (3) при u (t) = û (t) = L̂ (t)ϕ (t) .

Тодi матриця L̂ (t) може бути знайдена iз умови

L̂ (t) ∈ Argmax
L

f (L) , (4)

де

f (L) = −
(
ψ (t) , (B (t)L (t))T z(1) (t)

)
= −

(
B (t)L (t)ψ (t) , z(1) (t)

)
=

= −SpL (t)ψ (t)
(
BT (t) z(1) (t)

)T
= −

(
L (t) , BT (t) z(1) (t)ψT (t)

)
,

а функцiя ψ (t) iз рiвнянь

dψ (t)

dt
= (A (t) +B (t)L (t))ψ (t) + C (t)

(
Q̄

(1)
1

)−1
CT (t) ,

ψ (0) =
(
Q̄

(1)
0

)−1
z(1) (0) .

Доведення. Iз спiввiдношень

min
v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
=

= −
((

Q
(1)
0 z(1) (0) , z(1) (0)

)
+

∫ t1

0

(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
dt

)1/2

= −Φ(L) ,

отримуємо

max
L∈D

min
v∈G1

(
z(1) (t1) , ϕ (t1)

)
= −min

L∈D
Φ (L) = −

(
min
L∈D

Φ1 (L)

)1/2

,

де Φ1 (L) = Φ2 (L) .
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Для знаходження матрицi L (t) застосуємо принцип максимуму. Введемо
функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L (t)

)
= −

(
ψ (t) , (A (t) +B (t)L (t))T z(1) (t)

)
+

+
(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
= −

(
(A (t) +B (t)L (t))ψ (t) , z(1) (t)

)
+

+
(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
,

де функцiя ψ (t) є розв’язком спряженого рiвняння

dψ (t)

dt
= (A (t) +B (t)L (t))ψ (t)+

(
Q

(1)
1 z(1) (t) , z(1) (t)

)
, ψ (0) = Q

(1)
0 z(1) (0) .

Тодi, якщо min
L∈D

Φ1 (L) = Φ1

(
L̂
)
, то

L̂ ∈ Argmax
L∈D

f (L (t)) , f (L (t)) = −
(
B (t)L (t)ψ (t) , z(1) (t)

)
,

що й потрiбно було довести. �
Наслiдок. Нехай

D =
{
L (t) |SpL (t)LT (t) ≤ γ21 (t) , γ1 (t) > 0

}
.

Тодi L̂ = −γ1 BT (t)z(1)(t)ψT (t)

(SpBT (t)z(1)(t)ψT (t)ψ(t)z(1)T (t)B(t))
1/2 .

Доведення. Оскiльки f1 (L (t)) = −
⟨
L (t) , BT (t) z(1) (t)ψT (t)

⟩
, то врахову-

ючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського будемо мати спiввiдношення

max
L∈D

f1 (L (t)) =
∥∥∥BT (t) z(1) (t)ψ (t)

∥∥∥ γ1,
де ∥L (t)∥ =

(
SpL (t)LT (t)

)1/2, при цьому

L̂ (t) = −γ1
BT (t) z(1) (t)ψT (t)∥∥BT (t) z(1) (t)ψT (t)

∥∥ =

= −γ1
BT (t) z(1) (t)ψT (t)(

SpBT (t) z(1) (t)ψT (t)ψ (t) z(1)T (t)B (t)
)1/2 .

�
Твердження 7. Нехай матриця L не залежить вiд t. Тодi якщо D —

компактна в просторi матриць, то iснує L̂ таке, що min
L∈D

Φ1 (L) = Φ1

(
L̂
)
,

при цьому

L̂ = −γ1
∫ t1

0
BT (t) z(1) (t)ψT (t) dt×

×
(∫ t1

0
SpBT (t) z(1) (t)ψT (t)ψ (t) z(1)T (t)B (t) dt

)−1/2

.
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Доведення. Оскiльки функцiя Φ1 (L) неперервно залежить вiд матрицi L,
а D — компакт, то iснує матриця L̂ ∈ D така, що

Φ1

(
L̂
)
= min

L∈D
Φ1 (L) .

Зауважимо, що у випадку незалежностi L вiд t функцiя Гамiльтона-
Понтрягiна буде мати вигляд

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L

)
= −

(∫ t1

0
BT (t) z(1) (t)ψT (t) dt, L

)
+β

(
ψ (t) , z(1) (t)

)
,

де β
(
ψ (t) , z(1) (t)

)
не залежить вiд L. Отже справджується рiвнiсть

max
L∈D

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L

)
=

=

∣∣∣∣∫ t1

0
BT (t) z(1) (t)ψT (t) dt

∣∣∣∣ γ1 (t) + β
(
ψ (t) , z(1) (t)

)
i максимум досягається при L = L̂, що й потрiбно було довести. �

5. Регуляризацiя критерiю
Нижче розглядається регуляризацiя критерiю Φ(L (t)) . Назвемо фун-

кцiю ûα (t) = L̂α (t)ϕ (t) , де матриця L̂α (t) знаходиться iз умови

L̂α (t) ∈ Argmin
L∈D

Φα (L (t)) ,

а функцiонал Φα (L (t)) визначається за формулою Φα (L (t)) = Φ1 (L (t))+
αF (L (t)) , α > 0, F (L (t)) > 0, регуляризованим керуванням iз функцiо-
налом регуляризацiї F (L (t)) .

Твердження 8. Нехай F (L (t)) =
∫ t1
0 SpL (t)LT (t) dt. Тодi регуляризо-

ване керування має вигляд

L̂ (t) = −BT (t) z(1) (t)ψT (t) /α. (5)

Доведення. Будуємо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L (t)

)
= −

⟨
BT (t) z(1) (t)ψT (t) , L (t)

⟩
+

+(L (t) , L (t)) (α/2) + β1

(
ψ (t) , z(1) (t)

)
.

Отримуємо

H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L̂ (t)

)
= max

L∈D
H
(
ψ (t) , z(1) (t) , L (t)

)
,

де L̂ (t) = −BT (t) z(1) (t)ψT (t) /α, що й потрiбно було показати. �

Зауваження. Iз загальної теорiї регуляризацiї [9] випливає, що

lim
α→0

Φα

(
L̂α (t)

)
= inf

L∈D
Φ1 (L (t)) .

57



ЗАДАЧI ПРОТИБОРСТВА В СИСТЕМАХ ...

Зрозумiло, що в загальному випадку для знаходження L̂α (t) потрiбно
розв’язувати крайову задачу для знаходження z(1) (t) та ψ (t) iз вiдповiд-
них систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь при L (t) = L̂ (t) . Наведе-
мо нижче функцiонал регуляризацiї F (L (t)) спецiального типу, для якого
задача знаходження L̂α (t) значно спрощується. Покладемо

F (L (t)) =

∫ t1

0
SpL (t)P (t)LT (t) dt,

де симетрична матриця P (t) є розв’язком лiнiйного рiвняння

dP (t)

dt
= (A (t) +B (t)L (t))P (t) + P (t) (A (t) +B (t)L (t))T +Q

(1)
1 ,

P (0) = Q
(1)
0 .

(6)

Твердження 9. Має мiсце рiвнiсть

min
L∈D

Φα (L (t)) = Φα

(
L̂α (t)

)
,

де L̂α (t) = −BT (t)Sα (t), а функцiя Sα (t) є розв’язком рiвняння Рiккатi

−dSα (t)
dt

= AT (t)Sα (t) + Sα (t)A (t)− Sα (t)B (t)BT (t)Sα (t) ,

Sα (t1) = R0, R0 =

s∑
k,j=1

λkλje
kejT .

(7)

При цьому

Φ1

(
L̂α (t)

)
= SpP̂ (t1)R0 ≤ SpSα (0)Q

(1)
0 +

∫ t1

0
SpSα (t)Q

(1)
1 dt,

де P̂ (t) — розв’язок рiвняння (6) при L (t) = L̂α (t) .

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно тому, як
це зроблено в [8]. �

Наслiдок. Нехай Φ(t, τ) матриця, що є розв’язком рiвняння

dΦ (t, τ)

dt
= A (t)Φ (t, τ) , Φ(τ, τ) = E.

Тодi має мiсце рiвнiсть

S1 (β, t) = Φ (t, t1) R̃0Φ
T (t, t1) +

∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dτ,

де S1 (β, t) = S−1 (β, t) i S (β, t) є розв’язком рiвняння (7) при R0 = R̃0,
R̃0 = R0 + βE, β > 0.
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Доведення. Оскiльки R0 + βE — додатно визначена матриця, то матриця
S (β, t) також буде додатно визначена. Покладемо S1 (β, t) = S−1 (β, t) .
Оскiльки

dS1 (β, t)

dt
= −S1 (β, t)

dS (β, t)

dt
S1 (β, t) ,

то рiвняння (7) запишеться у виглядi

dS1 (t)

dt
= A (t)S1 (t) + S1 (t)A

T (t)−B (t)BT (t) /α, S1 (t1) = (R0 + βE)−1 .

Розв’язок цього рiвняння має вигляд

S1(β, t) = Φ (t, t1) (R0 + βE)−1ΦT (t, t1)+

+
1

α

∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dτ,

що й потрiбно було показати. �

Наслiдок. Має мiсце рiвнiсть

S(β, t) = (Φ (t, t1) (R0 + βE)−1ΦT (t, t1)+

+ (1/α)

∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dτ)−1

при β > 0, причому

S (β, t) ≤ ΦT1 (t, t1) (R0 + βE)−1Φ1 (t, t1) ,

де Φ1 (t, t1) = Φ−1 (t, t1) = Φ (t1, t) .

Доведення. Оскiльки α > 0, а матриця∫ t1

t
Φ(t, τ)B (τ)BT (τ)ΦT (t, τ) dt ≥ 0,

то виконуються нерiвностi

S1 (β, t) ≥ Φ (t, t1) (R0 + βE)−1ΦT (t, t1) > 0.

Наслiдок доведено. �

Твердження 10. Нехай β ∈ [0, β1]. Тодi має мiсце спiввiдношення

S (β, t) = S (0, t) + βS2 (β0, t) ,

де 0 < β0 ≤ β1, а функцiя S2 (β0, t) має вигляд

S2 (β0, t) =
dS (β, t)

dt
| β=β0 = S2 (t)

та є розв’язком лiнiйного рiвняння

−dS2 (t)
dt

= AT1 (t)S2 (t) + S2 (t)A1 (t) (8)

при S2 (t1) = R0 + β0E, A1 (t) = A (t)− (1/α)B (t)BT (t)S (β0, t) .
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Доведення. Доведення цього твердження випливає iз iснування похiдної
S2 (β0, t), яка задовольняє рiвняння (8) та розкладу функцiї S (β, t) в ряд
Тейлора в околi нуля. �
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