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Abstract. In the paper a local and a semi-local convergence of
Newton-Kurchatov method for solving nonlinear operator equations
is studied. Convergence research is conducted under the classical Li-
pschitz conditions for the first derivatives and divided differences of
first and second order. The radius of the convergence ball and quad-
ratic convergence order of the method are determined. The ball of
uniqueness of the nonlinear equation’s solution is found.
Keywords: nonlinear equation, Newton-Kurchatov method, local
and semi-local convergence, convergence order, divided difference.

Резюме. У працi вивчено локальну та напiвлокальну збiжнiсть
комбiнованого методу Ньютона-Курчатова для розв’язування не-
лiнiйних операторних рiвнянь. Дослiдження збiжностi проведено
за класичних умов Лiпшиця для перших похiдних i подiлених рiз-
ниць першого та другого порядку. Встановлено радiус кулi збiж-
ностi та квадратичний порядок збiжностi комбiнованого iтера-
цiйного процесу. Знайдено область єдиностi розв’язку нелiнiйно-
го рiвняння.
Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, метод Ньютона-Курчато-
ва, локальна та напiвлокальна збiжнiсть, порядок збiжностi, по-
дiлена рiзниця.

Вступ
Розглянемо рiвняння

H(x) ≡ F (x) +G(x) = 0, (1)

де F i G— нелiнiйнi оператори, визначенi на опуклiй множинiD банахового
простору X зi значеннями в банаховому просторi Y . F — диференцiйовний
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за Фреше оператор, G — неперервний оператор, диференцiйовностi якого,
взагалi кажучи, не вимагається.

У працях [1, 2, 3, 4, 5] для розв’язування (1) застосовано деякi вiдомi
методи та запропоновано новi комбiнованi iтерацiйнi процеси. Зокрема, це
метод типу Ньютона

xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1(F (xn) +G(xn)),

метод хорд

xn+1 = xn − [F (xn−1;xn) +G(xn−1;xn)]
−1(F (xn) +G(xn)),

комбiнований метод Ньютона-хорд

xn+1 = xn − [F ′(xn) +G(xn−1;xn)]
−1(F (xn) +G(xn))

та комбiнований метод Курчатова-хорд

xn+1 = xn − [F (2xn − xn−1;xn−1) +G(xn−1;xn)]
−1(F (xn) +G(xn)).

У цих же статтях обґрунтовано збiжнiсть запропонованих iтерацiйних ал-
горитмiв. Класичний метод Ньютона не можна застосувати, оскiльки вiн
використовує в iтерацiйнiй формулi аналiтично заданi похiднi.

У багатьох працях дослiдження збiжностi цих методiв (наприклад, ме-
тоду хорд) проведено за умови вигляду

∥H(x; y)−H(u; v)∥ ≤ ω(∥x− u∥, ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D,

де ω : R+ × R+ → R+ — неперервна неспадна функцiя двох аргументiв.
Проте доведено лише лiнiйний порядок збiжностi методiв.

У статтi [6] для знаходження розв’язку нелiнiйного рiвняння (1) нами
запропоновано однокроковий комбiнований iтерацiйний процес

xn+1 = xn − [F ′(xn) +G(2xn − xn−1;xn−1)]
−1(F (xn) +G(xn)), (2)

побудований на основi методiв Ньютона та Курчатова [7, 8, 9, 10], i вивчено
напiвлокальну збiжнiсть методу за класичних умов Лiпшиця для перших
похiдних оператора F та подiлених рiзниць першого порядку оператора G.

За таких умов отримано порядок збiжностi лише
1 +

√
5

2
, який є меншим,

нiж порядок збiжностi базових методiв. У роботах [5, 6] наведено результа-
ти чисельних експериментiв та виконано порiвняння методу (2) з вiдомими
iтерацiйними процесами за кiлькiстю iтерацiй.

У цiй працi вивчено локальну та напiвлокальну збiжнiсть за класичних
умов Лiпшиця для перших похiдних за Фреше оператора F та подiлених
рiзниць першого та другого порядку оператора G. Доведено квадратичну
збiжнiсть методу.

1. Локальна збiжнiсть комбiнованого методу (2)

Означення 1. Нехай G — нелiнiйний оператор, визначений на множинi
D банахового простору X зi значеннями в банаховому просторi Y , x та y
— двi точки множини D. Лiнiйний оператор G(x; y) ∈ L(X,Y ) називається
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подiленою рiзницею першого порядку оператора G за точками x та
y, якщо виконується рiвнiсть

G(x; y)(x− y) = G(x)−G(y).

Якщо G є диференцiйовним оператором, то G(x;x) = G′(x).

Означення 2. Лiнiйний оператор G(x; y; z) ∈ L(X,L(X,Y )) називається
подiленою рiзницею другого порядку оператора G за точками x, y та
z, якщо виконується рiвнiсть

G(x; y; z)(y − z) = G(x; y)−G(x; z).

Наступна теорема встановлює радiус областi збiжностi та оцiнку швид-
костi збiжностi iтерацiйного процесу (2). Доведення проведено за методи-
кою з [9, 10]. Також зроблено припущення, що G — диференцiйовний за
Фреше оператор.

Теорема 1. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi дiють з вiдкритої
опуклої множини D банахового простору X у банаховий простiр Y . При-
пустимо, що рiвняння (1) має розв’язок x∗ ∈ D та iснує оборотна похiдна
Фреше H ′(x∗). Нехай G має на множинi V = {x : ∥x − x∗∥ < 3r∗} ⊆ D
подiленi рiзницi першого та другого порядку i у V виконуються умови
Лiпшиця

∥H ′(x∗)−1(F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2l∗∥x− y∥, (3)
∥H ′(x∗)−1(G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ p∗(∥x− u∥+ ∥y − v∥), (4)

∥H ′(x∗)−1(G(u;x; y)−G(v;x; y))∥ ≤ q∗∥u− v∥, (5)

де r∗ =
2

3(l∗ + p∗) +
√

9(l∗ + p∗)2 + 32q∗
.

Тодi для всiх x−1, x0 ∈ U = {x : ∥x− x∗∥ < r∗} iтерацiйний процес (2)
коректно визначений, генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0 належить
до U , збiгається до x∗ i задовольняє нерiвнiсть

∥xn+1 − x∗∥ ≤

≤ (l∗ + p∗)∥xn − x∗∥+ q∗∥xn − xn−1∥2

1− 2(l∗ + p∗)∥xn − x∗∥ − q∗∥xn − xn−1∥2
∥xn − x∗∥, n ≥ 0.

(6)

Доведення. Зауважимо, що коли x, y ∈ U , то

∥2x− y − x∗∥ = ∥2x− y − x∗ + x∗ − x∗∥ ≤ 2∥x− x∗∥+ ∥y − x∗∥ < 3r∗.

Тобто, 2x− y ∈ V . Тому подiленi рiзницi першого та другого порядку опе-
ратора G визначенi на множинi V .

Врахуємо, що для всiх n ≥ 0

∥I −H ′(x∗)−1An∥ = ∥H(x∗)−1(F ′(x∗)− F ′(xn) +G(x∗;x∗)−G(xn;xn)+

+G(xn;xn)−G(xn;xn−1) +G(xn;xn−1)−G(2xn − xn−1;xn−1))∥ ≤
≤ ∥H ′(x∗)−1(F ′(x∗)− F ′(xn))∥+ ∥H ′(x∗)−1(G(x∗;x∗)−G(xn;xn))∥+
+∥H ′(x∗)−1(G(xn;xn−1;xn)−G(2xn − xn−1;xn−1;xn))(xn − xn−1)∥ ≤

≤ 2l∗∥xn − x∗∥+ 2p∗∥xn − x∗∥+ q∗∥xn − xn−1∥2.
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З визначення r∗ випливає, що

(l∗ + p∗)r∗ + 4q∗r
2
∗ = 1− 2(l∗ + p∗)r∗ − 4q∗r

2
∗ < 1. (7)

За теоремою Банаха маємо, що An є оборотним i
∥(I − (I −H ′(x∗)−1An))

−1∥ = ∥A−1
n H ′(x∗)∥ ≤

≤ (1− 2(l∗ + p∗)∥xn − x∗∥ − q∗∥xn − xn−1∥2)−1.
(8)

Далi можна записати
∥xn+1 − x∗∥ = ∥xn − x∗ −A−1

n (H(xn)−H(x∗))∥ ≤
≤ ∥A−1

n H ′(x∗)∥∥H ′(x∗)−1(H(xn)−H(x∗)−An(xn − x∗))∥ ≤

≤ ∥A−1
n H ′(x∗)∥∥H ′(x∗)−1

1∫
0

(F ′(x∗ + t(xn − x∗))− F ′(xn))dt∥∥xn − x∗∥+

+∥A−1
n H ′(x∗)∥∥H ′(x∗)−1(G(xn;x

∗)−G(2xn − xn−1;xn−1))∥∥xn − x∗∥.
(9)

Враховуючи умови (3)–(5), отримаємо∥∥∥H ′(x∗)−1

1∫
0

(
F ′(x∗ + t(xn − x∗))− F ′(xn)

)
dt
∥∥∥ ≤ l∗∥xn − x∗∥,

∥H ′(x∗)−1(G(xn;x
∗)−G(2xn − xn−1;xn−1))∥ ≤

≤ ∥H ′(x∗)−1(G(xn;x
∗)−G(xn;xn))∥+ ∥H ′(x∗)−1(G(xn;xn)−

−G(xn;xn−1) +G(xn;xn−1)−G(2xn − xn−1;xn−1))∥ ≤
≤ p∗∥xn − x∗∥+ q∗∥xn − xn−1∥2.

Iз (8) i (9) отримаємо оцiнку (6). Тодi з (6) i (7) маємо

∥xn+1 − x∗∥ < ∥xn − x∗∥ < . . . < ∥x0 − x∗∥ < r∗.

Отже, iтерацiйний процес (2) є коректно визначеним, генерована ним по-
слiдовнiсть {xn}n≥0 належить до U i збiгається до x∗. З останньої нерiвностi
та оцiнки (6) одержимо lim

n→0
∥xn − x∗∥ = 0. �

Наслiдок 1. Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (2) квадратичний.

Доведення. З оцiнки (6) видно, що швидкiсть збiжностi методу (2) не вища
за квадратичну, тобто, iснують C > 0 i достатньо велике натуральнеN такi,
що для n ≥ N

∥xn − x∗∥ ≥ C∥xn−1 − x∗∥2. (10)
Враховуючи нерiвнiсть

∥xn − xn−1∥2 ≤ (∥xn − x∗∥+ ∥xn−1 − x∗∥)2 ≤ 4∥xn−1 − x∗∥2

i (10), отримаємо

∥xn − xn−1∥2 ≤
4

C
∥xn − x∗∥ = C1∥xn − x∗∥.

Проте з останньої нерiвностi та (6) випливає, що послiдовнiсть {xn}n≥0

має не нижче, нiж квадратичний порядок збiжностi до x∗. Отже, порядок
збiжностi iтерацiйного процесу (2) є квадратичний. �
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2. Напiвлокальна збiжнiсть комбiнованого методу (2)

Теорема 2. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi визначено на вiдкри-
тiй опуклiй множинi D банахового простору X зi значеннями в банахо-
вому просторi Y . Нехай G(·; ·) i G(·; ·; ·) — подiленi рiзницi першого та
другого порядку оператора G на множинi V0 = {x : ∥x − x0∥ ≤ 3r0} ⊂ D.
Припустимо, що лiнiйний оператор A0 = F ′(x0) + G(2x0 − x−1;x−1), де
x−1, x0 ∈ U0 = {x : ∥x − x0∥ ≤ r0}, є оборотний i в V0 виконуються
наступнi умови Лiпшиця

∥A−1
0 (F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2l0∥x− y∥, (11)

∥A−1
0 (G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ p0(∥x− u∥+ ∥y − v∥), (12)

∥A−1
0 (G(x; y; z)−G(u; y; z))∥ ≤ q0∥x− u∥. (13)

Нехай a, c, r0 — невiд’ємнi числа, такi що

∥x0 − x−1∥ ≤ a, ∥A−1
0 (F (x0) +G(x0))∥ ≤ c, c < a, (14)

r0 ≥ c/(1− γ), r0 <
1− 2q0a

2 − (l0 + p0)c

2(l0 + p0)
,

γ =
(l0 + p0)c+ q0a

2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)r0
, 0 ≤ γ < 1.

Тодi послiдовнiсть {tn}n≥−1, визначена як

t−1 = r0 + a, t0 = r0, t1 = r0 − c,

tn+1 − tn+2 =
(l0 + p0)(tn − tn+1) + q0(tn−1 − tn)

2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)(t0 − tn+1)
(tn − tn+1), n ≥ 0, (15)

є спадна, невiд’ємна i збiгається до t∗, r0 − c/(1− γ) ≤ t∗ < t−1; iтерацiй-
ний процес (2) є добре визначеним i генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0

збiгається до розв’язку x∗ рiвняння (1). Крiм того, справедливi наступнi
оцiнки

∥xn − x∗∥ ≤ tn − t∗, n ≥ −1 (16)
i для n ≥ 1

∥xn − x∗∥ ≤ (l0 + p0)(tn−1 − tn) + q0(tn−2 − tn−1)
2

1− q0a2 − (l0 + p0)[(t0 − tn) + (t0 − t∗)]
(tn−1 − tn). (17)

Доведення. Методом математичної iндукцiї покажемо, що для всiх k ≥ 0
виконується

tk+1 − tk+2 ≤ γ(tk − tk+1), (18)

tk+1 ≥ tk+2 ≥ r0 −
c

1− γ
≥ 0. (19)

Поклавши у (15) n = 0, ми отримаємо

t1 − t2 =
(l0 + p0)(t0 − t1) + q0(t−1 − t0)

2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)(t0 − t1)
(t0 − t1) ≤

≤ (l0 + p0)c+ q0a
2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)r0
(t0 − t1) = γ(t0 − t1),
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t0 ≥ t1, t1 ≥ t2 ≥ t1−γ(t0−t1) = r0−(1+γ)c = r0−
(1− γ2)c

1− γ
≥ r0−

c

1− γ
≥ 0.

Тобто, нерiвностi (18) i (19) справедливi для k = 0. Припустимо, що (18) i
(19) виконуються для k = 1, . . . , n− 1. Тодi для k = n отримаємо

tn+1 − tn+2 =
(l0 + p0)(tn − tn+1) + q0(tn−1 − tn)

2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)(t0 − tn+1)
(tn − tn+1) ≤

≤ (l0 + p0)(t0 − t1) + q0(t−1 − t0)
2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)t0
(tn − tn+1) = γ(tn − tn+1)

i

tn+1 ≥ tn+2 ≥ tn+1 − γ(tn − tn+1) ≥ r0 −
1− γn+2

1− γ
c ≥ r0 −

c

1− γ
≥ 0.

Отже, ми довели, що {tn}n≥−1 — спадна, невiд’ємна послiдовнiсть i збi-
гається до t∗ ≥ 0.

Методом математичної iндукцiї доведемо, що iтерацiйний процес (2) є
коректно визначеним i для всiх n ≥ −1 виконується нерiвнiсть

∥xn − xn+1∥ ≤ tn − tn+1, n ≥ −1. (20)

Враховуючи (14) i те, що t−1 − t0 = a, t0 − t1 = c, ми отримаємо, що
x1 ∈ U0 i (20) виконується для n = −1, 0.

Позначимо An = F ′(xn) + G(2xn − xn−1;xn−1). Використовуючи умови
Лiпшиця (11)–(13), матимемо

∥I −A−1
0 An+1∥ = ∥A−1

0 (A0 −An+1)∥ ≤ ∥A−1
0 (F ′(x0)− F ′(xn+1))∥+

+∥A−1
0 (G(2x0 − x−1;x−1)−G(x0;x−1) +G(x0;x−1)−G(x0;x0)+

+G(x0;x0)−G(xn+1;x0) +G(xn+1;x0)−G(xn+1;xn)+

+G(xn+1;xn)−G(2xn+1 − xn;xn))∥ = ∥A−1
0 (F ′(x0)− F ′(xn+1))∥+

+∥A−1
0 (G(x0;x0)−G(xn+1;x0) +G(xn+1;x0)−G(xn+1;xn) +G(xn+1;xn)−

−G(2xn+1 − xn;xn) + (G(2x0 − x−1;x−1;x0)−G(x0;x−1;x0))(x0 − x−1))∥ ≤
≤ 2l0∥x0 − xn+1∥+ p0(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − xn+1∥+ ∥xn − xn+1∥) + q0a

2 ≤
≤ 2(l0 + p0)(t0 − tn+1) + q0a

2 < 1.

За теоремою Банаха про обернений оператор одержимо, що An+1 є обо-
ротним i

∥A−1
n+1A0∥ ≤

≤ (1− q0a
2 − 2l0∥x0 − xn+1∥− p0(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − xn+1∥+ ∥xn− xn+1∥))−1.

Доведемо, що iтерацiйний процес (2) є добре визначеним для k = n+ 1.
Враховуючи означення подiленої рiзницi i умови (11)–(13), отримаємо

∥A−1
0 (F (xn+1) +G(xn+1))∥ =

= ∥A−1
0 (F (xn+1) +G(xn+1)− F (xn)−G(xn)−An(xn − xn+1))∥ ≤

≤
∥∥∥A−1

0

( 1∫
0

{F ′(xn + t(xn+1 − xn))− F ′(xn)}dt
)∥∥∥∥xn − xn+1∥+
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+|A−1
0 (G(xn+1;xn)−G(xn;xn) +G(xn;xn)−G(xn;xn−1)+

+G(xn;xn−1)−G(2xn − xn−1;xn−1))∥∥xn − xn+1∥ ≤
≤ ((l0 + p0)∥xn − xn+1∥+ q0∥xn−1 − xn∥2)∥xn − xn+1∥.

Звiдси, врахувавши умову (20), маємо

∥xn+1 − xn+2∥ = ∥A−1
n+1(F (xn+1) +G(xn+1))∥ ≤

≤ ∥A−1
n+1A0∥∥A−1

0 (F (xn+1) +G(xn+1))∥ ≤

≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2 + q0∥xn−1 − xn∥2∥xn − xn+1∥
1− q0a2 − 2l0∥x0 − xn+1∥ − p0(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − xn+1∥+ ∥xn − xn+1∥)

≤

≤ (l0 + p0)(tn − tn+1) + q0(tn−1 − tn)
2

1− q0a2 − 2(l0 + p0)(t0 − tn+1)
(tn − tn+1) = tn+1 − tn+2.

Отже, iтерацiйний процес (2) є добре визначеним для всiх n. Звiдси ви-
пливає, що

∥xn − xk∥ ≤ tn − tk, −1 ≤ n ≤ k, (21)
тобто, послiдовнiсть {xn}n≥−1 є фундаментальною i збiжною у просторi X.
З (21) при k → ∞ випливає нерiвнiсть (16).

Покажемо, що x∗ є коренем рiвняння (1). Справдi,

∥A−1
0 H(xn+1)∥ ≤ (l0 + p0)∥xn − xn+1∥2 + q0∥xn−1 − xn∥2∥xn − xn+1∥ → 0

при n→ ∞. Отже, H(x∗) = 0.
Доведемо, що виконується оцiнка (17). Врахувавши умови (11)–(13), отри-

маємо ∥∥∥I −A−1
0

( 1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)∥∥∥ ≤

≤ (l0 + p0)(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x∗∥) + q0a
2 ≤

≤ (l0 + p0)[(t0 − tn) + (t0 − t∗)] + q0a
2 < 1.

За теоремою Банаха
1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗) є оборотним i

∥∥∥( 1∫
0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

A0

∥∥∥ ≤

≤ (1− q0a
2 − (l0 + p0)(∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x∗∥))−1.

Використовуючи спiввiдношення

∥xn − x∗∥ =
∥∥∥( 1∫

0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

(H(xn)−H(x∗))
∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥( 1∫

0

F ′(x∗ + t(xn − x∗))dt+G(xn;x
∗)
)−1

A0

∥∥∥∥A−1
0 H(xn)∥,

отримаємо оцiнку (17). �
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Теорема 3. Нехай F (x∗) +G(x∗) = 0. Припустимо, що:
1) F є диференцiйовним за Фреше оператором, G має подiленi рiзницi

першого порядку в D;
2) лiнiйний оператор A0 = F ′(x0) + G(2x0 − x−1;x−1), де x−1, x0 ∈ U0,

є оборотним i в D виконуються умови Лiпшиця (11) i (12);

3) r0 з теореми 2 задовольняє умову r0 <
1− 2p0a

2(l0 + p0)
.

Тодi рiвняння (1) має єдиний розв’язок x∗ в кулi U0. Якщо iснує r1 > r0,
таке що U1 = {x : ∥x − x0∥ ≤ r1} ⊂ D i 2p0a + (l0 + p0)(r0 + r1) < 1, то
рiвняння (1) має єдиний розв’язок x∗ в кулi U1.

Доведення. Доведення єдиностi проведемо вiд супротивного. Припустимо,
що iснує розв’язок y∗ ∈ D, y∗ ̸= x∗. Розглянемо оператор

A =

1∫
0

F ′(x∗ + t(y∗ − x∗))dt+G(y∗;x∗).

Врахувавши умови Лiпшиця (11) i (12), одержимо

∥A−1
0 (A0 −A)∥ ≤ 2p0a+ (l0 + p0)(∥x0 − y∗∥+ ∥x0 − x∗∥).

Якщо y∗ ∈ U0, то

∥A−1
0 (A0 −A)∥ ≤ 2p0a+ 2(l0 + p0)r0 < 1.

Якщо y∗ ∈ U1, то

∥A−1
0 (A0 −A)∥ ≤ 2p0a+ (l0 + p0)(r0 + r1) < 1.

За теоремою Банаха маємо, що в обох випадках оператор A−1 iснує.
Оскiльки A є оборотним, то з тотожностi

A(y∗ − x∗) = H(y∗)−H(x∗)

випливає, що y∗ = x∗. �

4. Наслiдки

Частковим випадком рiвняння (1) є F (x) = 0. У цьому разi з (2)
отримаємо метод Ньютона. Якщо ж G(x) = 0, то отримаємо метод
Курчатова.

Враховуючи, що в умовi (3) L = 2l∗, то з теореми 1 отримуємо

радiус r∗ =
1

3l∗
=

2

3L
, що збiгається з результатом з працi [7].

У статтях [9, 10] нами вивчено локальну та напiвлокальну збiжнiсть
методу Курчатова. Результати, отриманi у цiй працi, узгоджуються
iз результатами з [9, 10].
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