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Abstract. The article contains the description of the developed
framework for working with affine transformed images. The first part
includes algorithms for estimation the coefficients of affine transfor-
mation between images (works both for black-and-white and gray
scale images), and the algorithm for estimation the polynomial trans-
formation (works for grey-scale images). The second part includes the
tool for making any image recognition algorithm affine-invariant and
the approach for obtaining a broad class of affine invariant measures
of images. The third part contains the robust modification of the
described algorithms, that makes them stable to outliers. Results
of implementation and testing are also listed. Developed algorithms
could be effectively used in pattern recognition and machine learning.
Keywords: image affine transformation, affine invariant measures
of images, recognition of transformed images, robust affine invariant
features, comparison of images with outliers.

Резюме. Стаття мiстить опис розробленого фреймворку для ро-
боти з афiнно-трансформованими зображеннями. У роботi за-
пропоновано алгоритми для знаходження афiнного перетворен-
ня мiж зображеннями (що працюють як з чорно-бiлими, так i
сiрими зображеннями), та пiдхiд для отримання широкого кла-
су афiнно-iнварiантних ознак зображень. Також розглянуто ро-
бастну модифiкацiю алгоритмiв. У роботi наведено результати
iмплементацiї та тестування. Розробленi алгоритми можуть бу-
ти ефективно використанi у розпiзнаваннi образiв та машинному
навчаннi.
Ключовi слова: афiннi перетворення зображень, афiнно-iнварi-
антнi ознаки зображення, розпiзнавання трансформованих зо-
бражень, робастнi афiнно-iнварiантнi ознаки, порiвняння афiнно-
трасформованих зображень з викидами.
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1. Загальний пiдхiд та огляд iснуючих методiв

Нехай F — деяке зображення. Розглянемо задачу розпiзнавання об’єкта,
зображеного на F (припускаємо, що на F зображено тiльки один об’єкт).
Припустимо також, що тип зображеного об’єкту не змiнюється при пово-
ротах, переносах, розтягненнях тощо — будь-яких невироджених афiнних
перетвореннях. В такому випадку необхiдно, щоб результат розпiзнавання
був iнварiантним до афiнних перетворень.

Наразi iснує декiлька пiдходiв для розпiзнавання трансформованих зо-
бражень. Опишемо основнi з них.

1) У навчальну вибiрку додатково включають також трансформованi
навчальнi елементи вiдповiдно до необхiдних iнварiантiв (повороти, пере-
носи тощо) [1, c. 261]. Такий пiдхiд неефективний, оскiльки вимагає значної
кiлькостi додаткових навчальних елементiв.

2) До функцiї похибки додається регуляризуючий доданок, що штрафує
змiни у виводi моделi за умови трансформацiї вводу. Такий пiдхiд приво-
дить до алгоритму, вiдомого як «tangent propagation» [1, c. 263]. Недолiком
алгоритму є те що вiн працює лише для малих збурень зображення (на-
приклад, поворот на малий кут).

3) Iнварiантнiсть до трансформацiй вбудовано у попередню обробку зо-
бражень, для яких обчислюються статистики, iнварiантнi до, наприклад,
афiнних перетворень [1, c. 261].

4) Фiнальна опцiя – вбудувати iнварiантнi властивостi в структуру мо-
делi, що здiйснює розпiзнавання (наприклад, згортковi нейроннi мережi
[1, c. 267] чи вибiр специфiчної функцiї ядра в методi релевантних векто-
рiв [1, c. 345]).

У данiй статтi розглянуто два загальних пiдходи для досягнення цiєї ме-
ти. Перший пiдхiд полягає в наступному. Припустимо, що ми маємо зобра-
ження G, для якого вiдомо клас зображеного об’єкта (наприклад, еталонне
зображення вiдомої лiтери). Тодi серед всiх афiнних перетворень A(F ) зо-
браження F необхiдно вибрати таке, щоб A(F ) та G були максимально
подiбними, i вже пiсля цього застосовувати будь-якi алгоритми порiвнян-
ня A(F ) та G. Такий комбiнований алгоритм розпiзнавання буде афiнно-
iнварiантним. Детально алгоритм описано в роздiлi 2.

Другий пiдхiд — застосувати до F таке афiнне перетворення AF , щоб
результат AF (F ) був афiнно-iнварiантним, тобто, для довiльного афiнного
перетворення B(F ) виконувалось AB(F )(B(F )) = AF (F ). Алгоритм описа-
но в роздiлi 3.

2. Алгоритм моментiв та кута

Вiдтепер розглядатимемо зображення F та G (заданi як iнтенсивностi сi-
рого в кожному пiкселi) як функцiї щiльностi неперервних двовимiрних ви-
падкових величин. Для зведення функцiї iнтенсивностi, заданої дискретно
в пiкселях з координатами (xi, yj), до неперервної функцiї f (x, y), заданої
всюди, використаємо кусково-лiнiйну апроксимацiю.
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Нехай точка (x, y) лежить у прямокутнику xi ≤ x < xi+1, yj ≤ y < yj+1,
вершини якого лежать у вузлах рiвномiрної сiтки пiкселiв з кроками
hx = xi+1−xi та hy = yj+1−yj . Позначимо значення функцiї у вузлах сiтки
так: f11 = f(xi, yj), f12 = f(xi, yj+1), f21 = f(xi+1, yj), f22 = f(xi+1, yj+1).
Значення функцiї в точцi (x, y) визначимо таким чином:

f (x, y) = (f2 − f1)
x− xi
hx

+ f1,

де f1 = (f12 − f11)
y−yj
hy

+ f11, f2 = (f22 − f21)
y−yj
hy

+ f21. Останнiй крок —
нормалiзацiя отриманого двовимiрного розподiлу.

Позначимо компоненти двовимiрних випадкових векторiв F та G як
(XF , YF ) та (XG, YG) вiдповiдно.

Розглянемо довiльне афiнне перетворення випадкового вектора F :

Z =MF +m,

де

M =

(
a b
d e

)
, m =

(
c
f

)
.

Покомпонентний запис:(
XZ

YZ

)
=

(
a b
d e

)(
XF

YF

)
+

(
c
f

)
.

Необхiдно апроксимувати коефiцiєнти афiнного перетворення таким чи-
ном, щоб розподiли випадкових векторiв Z та G були максимально подi-
бними.

Прирiвняємо математичнi сподiвання Z та G:

E(XZ) = E (aXF + bYF + c) = aE(XF ) + bE(YF ) + c = E(XG),

E(YZ) = E (dXF + eYF + f) = dE(XF ) + eE(YF ) + f = E(YG).

Отримаємо систему з двох лiнiйних рiвнянь:{
aµXF

+ bµYF + c = µXG
,

dµXF
+ eµYF + f = µYG .

Позначимо Z = Z −E(Z) та запишемо вираз для рiвностi коварiацiйних
матриць:

ΣZ = E
(
ZZ

T
)
= E

(
MFF

T
MT

)
=ME

(
FF

T
)
MT = ΣG.

Отримаємо таку систему рiвнянь:(
a b
d e

)(
σ2XF

ρF
ρF σ2YF

)(
a d
b e

)
=

(
σ2XG

ρG
ρG σ2YG

)
.

Дану систему рiвнянь можна спростити, якщо звести зображення F та
G до таких, що мають одиничну коварiацiйну матрицю. Це можна зробити
за допомогою лiнiйного перетворення. Припустимо, що зображення V має
коварiацiйну матрицю (

σ2X ρ
ρ σ2Y

)
.
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Розглянемо зображення W , задане як W = AV V , де

AV =

( σY√
σ2
Xσ

2
Y −ρ2

− ρ

σY
√
σ2
Xσ

2
Y −ρ2

0 1
σY

)
.

Тодi зображення W має одиничну коварiацiйну матрицю.
Отже, на першому кроцi алгоритму зображення F та G зводяться до

F1 = AFF та G1 = AGG з одиничними коварiацiйними матрицями. Тепер
потрiбно знайти афiнне перетворення, яке зводить зображення F1 до G1.
Система рiвнянь для коварiацiйних матриць перепишеться так: a2 + b2 = 1,

ad+ be = 0,
d2 + e2 = 1.

Є двi множини розв’язкiв цiєї системи:(
a b
d e

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,

(
a b
d e

)
=

(
cosφ − sinφ
− sinφ − cosφ

)
,

де φ ∈ [0, 2π]. Перший розв’язок вiдповiдає повороту (на кут φ проти ча-
сової стрiлки), другий розв’язок — композицiї повороту та симетричного
вiдображення вiдносно осi Ox.

Для апроксимацiї кута повороту φ розглянемо значення середнього кута
зображень F1 та G1 вiдносно центра, який визначається так:

E (αV ) = arg

(
E

(
V − E (V )

∥V − E (V )∥

))
,

де V — деяке зображення, arg(r) — аргумент вектора r.
Поворот зображення навколо центра на кут ∆α змiнює середнiй кут

зображення на ∆α. Розглянемо першу множину розв’язкiв (тiльки поворот
без симетричного вiдображення). В цьому випадку для апроксимацiї кута
φ потрiбно знайти рiзницю середнiх кутiв E (αG1) та E (αF1):

φ = E (αG1)− E (αF1) .

Тодi перетворення мiж зображеннями F1 та G1 таке:

R (φ) =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Матриця перетворення мiж початковими зображеннями F та G:

M = A−1
G R (φ)AF .

Вектор зсуву:
m = µG −MµF .

Отже, афiнне перетворення мiж початковими зображеннями F та G має
такий вигляд:

A

(
x
y

)
=M

(
x
y

)
+m.

Для другого випадку (поворот та симетричне вiдображення) маємо:

− (E (αF1) + φ) = E (αG1) ,
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φ = − (E (αF1) + E (αG1)) .

Матриця повороту та симетричного вiдображення:

R1 (φ) =

(
cosφ − sinφ
− sinφ − cosφ

)
.

Загальне перетворення мiж F та G:

A

(
x
y

)
=M

(
x
y

)
+m,

де M = A−1
G R1 (φ)AF , m = µG −MµF .

Отже, для апроксимацiї афiнного перетворення потрiбно спочатку ство-
рити два новi зображення F1 та G1 та знайти їх середнi кути.

Опишемо пiдхiд, що дозволяє не створювати зображень F1 та G1, а зна-
йти їх середнi кути, використовуючи початковi зображення F та G. Для
цього введемо до розгляду модифiкацiю середнього кута, яка є еквiварiан-
тною до лiнiйних перетворень зображення.

Середнiй кут деякого зображення V був заданий як аргумент вектора

v (V ) = E

(
V − E (V )

∥V − E (V )∥

)
= E

 V − E (V )√
(V − E (V ))T (V − E (V ))

 .

Вектор v(V ) в загальному випадку не є еквiварiантним до лiнiйних пере-
творень зображення V : v (AZ) ̸= Av (Z).

Розглянемо таку модифiкацiю вектора v(Z):

v (V ) = E

 V − E (V )√
(V − E (V ))TΣ−1

V (V − E (V ))

 ,

де ΣV — коварiацiйна матриця зображення V . Такий вектор середнього
кута є лiнiйно еквiварiантним. Дiйсно,

v(AV ) = E

 AV −AE (V )√
(AV −AE (V ))T (A−1)TΣ−1

V A−1 (AV −AE (V ))

 =

= E

 A (V − E (V ))√
(V − E (V ))TΣ−1 (V − E (V ))

 =

= AE

 V − E (V )√
(V − E (V ))TΣ−1 (V − E (V ))

 = Av(V ).

Покажемо тепер, як визначити тип внутрiшнього перетворення (пово-
рот чи композицiя повороту та вiдображення). Припустимо, ми обчислили
вектор середнього кута v(F ). Наша мета — визначити,чи потрiбно викону-
вати симетричне вiдображення вiдносно вектора середнього кута. Позна-
чимо через Pr⊥v(F ) (q) проекцiю вектора q на вiсь, перпендекулярну до v(F ).
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Розглянемо вектор:

w (F ) = E

(
Pr⊥v(F ) (Z)

Pr⊥v(F ) (Z)

)
.

Вектор w(F ) перпендикулярний до v(F ), його напрямок (за часовою чи
проти часової стрiлки вiдносно v(F )) визначається тим, яка половина зо-
браження важча вiдносно лiнiї, що проходить через центр мас E(F ) та
паралельна вектору v(F ). Щоб визначити, чи потрiбно робити симетричне
вiдображення F вiдносно даної лiнiї, потрiбно обчислити також w(G) та
порiвняти орiєнтацiї (знаки z-компонент векторних добуткiв v(F ) × w(F )
та v(G)× w(G)).

Отже, алгоритм зводиться до такої послiдовностi крокiв: обчислити ма-
тематичне сподiвання та коварiацiйнi матрицi зображень F та G, викори-
стовуючи їх, обчислити матрицi AF та AG. За новою формулою обчислити
v(F ) та v(G), пiсля чого обчислити кути argAF v(F ) та argAGv(G). Знайти
w(F ) та w(G) та визначити орiєнтацiї двох зображень, пiсля чого в зале-
жностi вiд орiєнтацiй використати формули одного з двох випадкiв для
афiнного перетворення.

Зауваження 1. Алгоритм не працює для зображень, у яких середнiй кут
не визначено (вектор середнього кута v(F ) = 0), або вектор перпендикуляр-
ного середнього кута w(F ) = 0 (детальнiше про цi випадки у наступному
роздiлi).

Зауваження 2. Якщо зображення має декiлька градацiй сiрого, то iснує
простiший алгоритм для знаходження афiнного перетворення мiж зобра-
женнями. Iнтервал можливих iнтенсивностей сiрого (частiше це [0, 255])
розбивається на n пiдiнтервалiв. Для кожного пiдiнтервалу Ik формується
зображення Fk, iнтенсивнiсть пiкселiв якого дорiвнює 0, крiм тих пiксе-
лiв, iнтенсивнiсть яких потрапила в iнтервал Ik (для них iнтенсивнiсть
дорiвнює початковiй). Так отримуються шари зображення F . Аналогiчно
будуються шари зображення G. При афiнному перетвореннi кожен шар
Fk переходить у вiдповiдний шар Gk. Для кожного з шарiв знаходиться
центр i записується лiнiйна система рiвнянь, що пов’язує центри шарiв з
невiдомими коефiцiєнтами афiнного перетворення. Система розв’язується
методом найменших квадратiв з використанням регуляризацiї. Цей метод
поширюється i на випадок полiномiальних перетворень — отримана систе-
ма рiвнянь, що пов’язує центри, також буде лiнiйною вiдносно невiдомих
коефiцiєнтiв перетворення. Отже, якщо є два зображення F i G, i вiдо-
мо, що одне зображення є точним полiномiальним перетворенням (i вiдома
степiнь) iншого, тодi даним методом можна знайти коефiцiєнти цього пе-
ретворення.

Зауваження 3. Алгоритм моментiв i кута має перевагу в тому, що вiн
працює i для чорно-бiлих зображень (без вiдтiнкiв сiрого, що фактично
репрезентують множини).
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3. Генерацiя афiнно-iнварiантних ознак зображення

Покажемо, як застосувати пiдхiд, описаний в роздiлi 2, для генерацiї
широкого класу афiнно-iнварiантних ознак зображень. Описаний алгоритм
може бути застосовано для зведення будь-якого алгоритму розпiзнавання
до класу афiнно-iнварiантних.

Розглянемо бiнарне вiдношення B(F,G) на класi всiх двовимiрних зобра-
жень (двовимiрних розподiлiв) визначене так: B(F,G) = 1 тодi i тiльки то-

дi, коли iснує невироджене афiнне перетворення таке що G
d
=AF +b, тобто,

зображення F може бути зведене до зображення G афiнним перетворен-
ням. Це вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi. Воно розбиває множи-
ну зображень на класи еквiвалетностi. Всерединi кожного класу будь-якi
зображення можуть бути зведенi один до одного афiнними перетворення-
ми. Наше мета — з кожного класу еквiвалентностi вибрати представника
та створити алгоритм, що перетворює вхiдне зображення на представника
класу еквiвалентностi, використовуючи афiнне перетворення.

Розглянемо зображення F , що задовольняють таким властивостям (далi
називатимемо їх властивостями репрезентативного зображення, а зображе-
ння називатимемо репрезентативними ):

1) µF =

(
0
0

)
;

2) ΣF =

(
1 0
0 1

)
;

3) argE
(

F√
FTF

)
= 0;

4) signE
(
FY
|FY |

)
= 1.

Отже, це зображення з цетром в точцi (0, 0), одиничною коварiацiйною
матрицею, середнiм кутом 0 (це означає, що середнiй вектор кута колiнеар-
ний (1, 0)) та верхньою частиною зображення, важчою нiж нижня частина
зображення (вiдносно осi Ox).

Розглянемо також класи еквiвалентностi з такими властивостями (за-
уважимо, що цi властивостi виконуються або не виконуються одночасно
для всiх елементiв класу), назвемо їх властивостями невиродженого класу:

1) Визначено середнiй кут (це означає що вектор середнього кута зо-
браження ненульовий).

2) Визначено перпендикулярний середнiй кут (отже, вектор w (F ) =

E

(
Pr⊥v(F )(Z)

Pr⊥v(F )(Z)

)
не є нульовим, де v (F ) — вектор середнього кута).

Неважко перевiрити (використовуючи частину 2 — алгоритм моментiв
та кута), що кожен клас еквiвалентностi, який задовольняє властивостi
невиродженого класу, мiстить єдиний елемент, що задовольняє властиво-
стi репрезентативного зображення. Щоб показати, що такий елемент iснує,
достатньо в системi рiвнянь (в алгоритмi роздiлу 2) прирiвняти всi значен-
ня моментiв до описаних у властивостях репрезентативного зображення, та
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знайти явний вигляд перетворення, що зводить дане зображення до репре-
зентативного (нижче це буде зроблено). Щоб показати, що такий елемент
єдиний для кожного класу, необхiдно припустити, що таких елементiв два,
записати афiнне перетворення мiж ними, записати систему рiвнянь для
моментiв та показати, що єдиний її розв’язок — одиничне перетворення.

Знайдемо явний вигляд перетворення, що трансформує вхiдне зобра-
ження у репрезентативне. Припустимо, ми маємо вхiдне зображення F
(нагадаємо, що всi зображення в данiй статтi трактуються як двовимiр-

нi випадковi вектори) iз середнiм µF =

(
µx
µy

)
, коварiацiйною матри-

цею, заданою як ΣF =

(
σ2x ρ
ρ σ2y

)
, та таким вектором середнього кута:

vF = E

(
F−µF√

(F−µF )TΣ−1
F (F−µF )

)
. Ще одна необхiдна величина — це орiєнта-

цiя вектора w (F ) = E

(
Pr⊥v(F )(Z)

Pr⊥v(F )(Z)

)
вiдносно v(F ), що задається так:

s (F ) = −sign (wxvy − wyvx) .

Величину w(F ) може бути обраховано в такий спосiб: для кожної точки
зображення (xi, yj) з iнтенсивнiстю Fij обраховується величина

cij = (xi − µx) vy − (yj − µy) vx.

У випадку cij > 0 ми додаємо Fij до змiнної lowersum, якщо cij < 0, ми
додаємо Fij до змiнної uppersum (у випадку cij = 0 не виконуємо жодних
дiй). Пiсля всiх обчислень, якщо

uppersum > lowersum,

тодi присвоюємо s(F ) = 1, якщо

uppersum < lowersum,

тодi присвоюємо s(F ) = −1. У випадку рiвностi

uppersum = lowersum

алгоритм не може бути застосовано далi, тобто, клас еквiвалентностi, до
якого належить вхiдне зображення, не задовольняє властивiсть 2 невиро-
дженого класу .

Розглянемо матрицю

AF =

( σY√
σ2
Xσ

2
Y −ρ2

− ρ

σY
√
σ2
Xσ

2
Y −ρ2

0 1
σY

)
.

Отримаємо, що зображення AF (F − µF ) має математичне сподiвання (0, 0)
та одиничну коварiацiйну матрицю. Оскiльки |AF | = 1√

σ2
Xσ

2
Y −ρ2

> 0, то таке

перетворення не змiнює орiєнтацiї зображення. Пiсля цього перетворення
новий вектор середнього кута (тут ми використовуємо лiнiйно еквiварiан-
тний вектор середнього кута, описаний вище) дорiвнює AF vF . Пiсля цього
ми обертаємо зображення (зауважимо, що оскiльки коварiацiйна матриця
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одинична та математичне сподiвання (0, 0), то обертання навколо (0, 0) та
симетричнi вiдображення не змiнюють математичне сподiвання та коварi-
ацiйну матрицю) на кут − arg (AF vF ) (проти часової стрiлки), використо-
вуючи матрицю повороту:

R (− arg (AF vF )) =

 (AF vF )x√
(AF vF )T (AF vF )

(AF vF )y√
(AF vF )T (AF vF )

− (AF vF )y√
(AF vF )T (AF vF )

(AF vF )x√
(AF vF )T (AF vF )

 .

Використовуючи рiвнiсть ATFAF = Σ−1, отримуємо спрощений вигляд ма-
трицi повороту:

R (− arg (AF vF )) =
1√

vTFΣ
−1vF

(
(AF vF )x (AF vF )y
−(AF vF )y (AF vF )x

)
.

Отже, пiсля повороту отримуємо зображення:

Q = R (− arg (AF vF ))AF (F − µF ) ,

яке має центр мас в початку координат, одиничну коварiацiйну матрицю
та нульовий середнiй кут.

Останнiй крок — виконати симетричне вiдображення зображення нав-
коло осi Ox у випадку s(F ) = −1. Результуюче перетворення має такий
вигляд:

Q =
1√

vTFΣ
−1vF

(
1 0
0 s (F )

)(
(AF vF )x (AF vF )y
−(AF vF )y (AF vF )x

)
AF (F − µF ) .

Отже, щоб отримати результуюче зображення, не потрiбно будувати про-
мiжних зображень, потрiбно лише обрахувати середнє, коварiацiйну матри-
цю, лiнiйно еквiварiантний вектор середнього кута та орiєнтацiю зображе-
ння, i перемножити 3 матрицi.

Отже, даний алгоритм перетворює вхiдне зображення до форми, яка є
афiнно-iнварiантною до невироджених афiнних перетворень вхiдного зо-
браження. Таким чином, щоб зробити будь-який алгоритм розпiзнавання
зображень афiнно-iнварiантним, необхiдно до вхiдного зображення засто-
сувати описаний алгоритм, i отримане зображення використати як вхiдне
для алгоритму.

Ще одне застосування алгоритму — генерацiя широкого класу афiнно-
iнварiантних ознак. Щоб згенерувати афiнно-iнварiантну ознаку, потрiбно
застосувати будь-який функцiонал Q до результату роботи алгоритму.

Результати тестування алгоритму афiнно-iнварiантних ознак зображен-
ня наведено у таблицi 1.

Описаний вище алгоритм працює лише у випадку, коли клас еквiвален-
тностi зображення задовольняє описанi вище умови невиродженостi — не-
нульовий середнiй кут та рiзна вага половин зображення вiдносно лiнiї сере-
днього кута. У випадку, коли середнiй кут нульовий, можна застосовувати
рiзнi модифiкацiї — наприклад, обраховувати середнiй кут лише для части-
ни розподiлу, що знаходиться всерединi елiпсу (Z −m)TΣ−1 (Z −m) ≤ 1.
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Аналогiчнi модифiкацiї iснують i для випадку рiвної ваги половин зо-
браження. Але наведений алгоритм принципово не працює у випадку, коли
зображення симетричне вiдносно певної точки чи лiнiї.

Таблиця 1. Результати застосування алгоритму афiнно-iнварiантних
ознак зображення

Вхiдне зображення Вихiдне зображення
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4.Робастний алгоритм афiнно-iнварiантних ознак
Недолiк описаних вище алгоритiв — нестiйкiсть до викидiв та аномаль-

них спостережень. Причина нестiйкостi — у використаннi математичного
сподiвання, коварiацiйної матрицi та середнього кута, якi є нестiйкими до
викидiв. Замiнимо кожен з цих операторiв на стiйкий так, щоб загальна
схема алгоритму залишилася без змiн.

Використаємо багатовимiрну медiану замiсть математичного сподiвання.
Для алгоритму потрiбна медiана, яка є еквiварiантною афiнним перетво-
ренням, тобто, для якої виконується рiвнiсть M(AZ + b) = AM(Z) + b.

Розглянемо таку медiану [2, c. 2] багатовимiрної випадкової величини Z:

M (Z) = argmin
µ
E

(√
(Z − µ)TΣ−1 (Z − µ)

)
,

де Σ — коварiацiйна матриця. Така медiана є афiнно-еквiварiантною. Дiй-
сно,

M (Az + b) = argmin
µ
E

(√
(AZ + b− µ)T (AΣAT )−1 (AZ + b− µ)

)
=

= argmin
µ
E

(√
(Z +A−1 (b− µ))TΣ−1 (Z +A−1 (b− µ))

)
=

= A argmin
µ
E

(√
(Z − µ)T (Z − µ)

)
+ b = AM (Z) + b.

Обчислення такої медiани може бути зведене до обчислення ℓ1-медiани.
Оскiльки Σ−1 — симетрична та додатньо визначена, то має мiсце таке пред-
ставлення: Σ−1 = ATA. Тодi

E

(√
(Z − µ)TΣ−1 (Z − µ)

)
= E

(√
(Z − µ)TATA (Z − µ)

)
=

= E

(√
(AZ −Aµ)T (AZ −Aµ)

)
.

Позначаючи Q = AZ, отримаємо:

M (Z) = E

(√
(Z − µ)TΣ−1 (Z − µ)

)
= A−1M1 (Q) ,

де M1 — ℓ1-медiана. Отже, для обчислення афiнно-еквiварiантної медiани
необхiдно:

1) Обчислити матрицю A таку, що ATA = Σ−1;
2) Перетворити зображення, використовуючи матрицю A: Q = AZ;
3) Обчислити ℓ1-медiану зображення Q;
4) Домножити результат на A−1 злiва.

Для обчислення ℓ1-медiани використовується iтеративна схема Вейсфель-
да [3, 4, 6, 5]:

mk+1 =

N∑
i=1

M∑
j=1

wij (xi, yj)

∥mk − (xi, yj)∥
·

(
m∑
i=1

wij
∥mk − (xi, yj)∥

)−1

.
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Тут (xi, yj) — координати пiкселiв, wij — iнтенсивнiсть пiкселя (xi, yj), N ,
M — розмiрнiсть зображення. Щоб уникнути дiлення на числа, близькi
до нуля, знаменник ∥mk − xi∥ замiнюється на max (∥mk − xi∥ , ε). Iтерацiї
припиняємо, якщо ∥mk −mk−1∥ < ε. Останнiй отриманий вектор mk при-
ймаємо за значення медiани. Надалi медiану M(F ) позначатимемо також
mF .

Покажемо тепер, як отримати робастну версiю коварiацiйної матрицi,
що змiнюється пiд впливом афiнних перетворень випадкової величини в
такий самий спосiб, як i звичайна коварiацiйна матриця. Це означає, що
афiнне перетворення випадкової величини Z → AZ + µ змiнює матрицю
так: ΣZ → AΣZA

T .
Нехай маємо зображення F , для якого знайдено афiнно-еквiварiантну

медiану mF =
(
mFx ,mFy

)
. Побудуємо такий тривимiрний випадковий ве-

ктор:

CF =

 (Fx −mFx)
2

(Fx −mF x)
(
Fy −mFy

)(
Fy −mFy

)2
 =

 Fx
2

Fx Fy

Fy
2


i знайдемо 3-вимiрну афiнно-еквiварiантну медiану цього вектора:

M (CF ) =

 mFxx

mFxy

mFyy

 .

Вектор M(CF ) будемо асоцiювати з матрицею

MCF
=

(
mFxx mFxy

mFxy mFyy

)
.

Дана матриця є аналогом звичайної коварiацiйної матрицi. Покажемо, що
матриця MCF

змiнюється пiд впливом афiнних перетворень таким же чи-
ном, як i коварiацiйна матриця. Припустимо, що випадковий вектор F змi-
нено на F1 = AF + µ:(

F1x

F1y

)
=

(
aFx + bFy + µx
dFx + eFy + µy

)
.

Оскiльки медiана є афiнно-еквiварiантною, то

M (F1) = AM (F ) + µ,

(
mF1x

mF1y

)
= A

(
mFx

mFy

)
+ µ =

(
amFx + bmFy + µx
dmFx + emFy + µy

)
.
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Тодi отримаємо:

C (F1) =

 F1x
2

F1x F1y

F1y
2

 =

 (F1x −mF1x
)2

(F1x −mF1x)
(
F1y −mF1y

)(
F1y −mF1y

)2
 =

=


(
aFx + bFy

)2(
aFx + bFy

) (
dFx + eFy

)(
dFx + eFy

)2
 =

=

 a2Fx
2
+ 2abFxFy + b2Fy

2

adFx
2
+ (ae+ bd)FxFy + beFy

2

d2Fx
2
+ 2deFx Fy + e2Fy

2

 =

=

 a2 2ab b2

ad ae+ bd be
d2 2de e2


 Fx

2

Fx Fy

Fy
2

 .

Отже, вектор C(F1) змiнюється лiнiйно пiд впливом афiнного переворе-
ння AF + µ. Оскiльки медiана M(C(F1)) є афiнно-еквiварiантною, то вона
змiнюється так:

M (C (F1)) =

 a2 2ab b2

ad ae+ bd be
d2 2de e2

M (C (F )) .

Тодi матриця MCF1
, що асоцiюється з вектором M(C(F1)), дорiвнює та-

кому виразу:(
a b
d e

)(
mFxx mFxy

mFxy mFyy

)(
a d
b e

)
= AMCF

AT .

Отже, матриця MCF
змiнюється пiд впливом афiнних перетворень ви-

падкового вектора так, як i звичайна коварiацiйна матриця.
Покажемо, як змiнити обчислення середнього кута. По-перше, середнiй

кут обчислюється вiдносно медiани M(F ), а не центра мас зображення
E(F ). По-друге, у формулi середнього кута коварiацiйну матрицю Σ замi-
нимо на обчислену робастну коварiацiйну матрицю MCF

. Тобто, робастний
вектор середнього кута обчислюється за формулою:

vrobust(F ) = E

 (F −M(F ))√
(F −M(F ))TM−1

CF
(F −M(F ))

 .

Ще одна можлива модифiкацiя алгоритму — використання обчисленої
робастної коварiацiйної матрицi MCF

для переобчислення медiани зобра-
ження:

M(F )recomputed = argmin
µ
E

(√
(F − µ)TM−1

CF
(F − µ)

)
.
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Використовуючи переобчислену медiану, ми можемо переобчислити ро-
бастну коварiацiйну матрицю. Пiд час кожної такої iтерацiї обчислюються
медiани та робастнi коварiацiйнi матрицi, якi є стiйкiшими до викидiв. Те-
стування показало, що пiсля двох iтерацiй значення медiан та матриць вже
практично не змiнюються.

Алгоритм афiнно-iнварiантних ознак задавав у кожному класi еквiва-
лентностi одне зображення, яке визначалось набором властивостей (нульо-
ве середнє, одинична коварiацiйна матриця тощо). Описаний робастний
алгоритм також задає такi еталоннi зображення (з аналогiчними власти-
востями — нульова медiана, одинична робастна коварiацiйна матриця то-
що), але тепер малi змiни вхiдного зображення (аномальнi спостереження,
викиди) не спричиняють значних змiн у вихiдних зображеннях (еталонних
зображеннях класiв).

У таблицi 2 наведено результати тестування робастного алгоритму афiнно-
iнварiантних ознак зображень.

Таблиця 2. Результати тестування робастного алгоритму
афiнно-iнварiантних ознак зображення

Вхiдне зображення Робастний алгоритм Звичайний алгоритм
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Висновки
Розроблений алгоритм афiнно iнварiантних ознак перетворює зображе-

ння до форми, яка не залежить вiд афiнних перетворень вхiдного зобра-
ження. Це дозволяє, по-перше, генерувати афiнно iнварiантнi ознаки зо-
бражень. По-друге, цей пiдхiд можна застосувати для зведення алгоритмiв
розпiзнавання зображень до класу афiнно-iнварiантних. Розроблена також
робастна версiя даних алгоритмiв, яка є стiйкою до викидiв та аномальних
спостережень на вхiдних зображеннях, але вимагає бiльше обчислень.
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