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Abstract. The abstract scheme for calculating the Alber generali-
zed projection on a closed convex subset of a uniformly convex and
uniformly smooth Banach space is investigated. The strong conver-
gence theorem for hybrid method of outer approximations with ge-
neralized projection for a countable family of relatively quasi–nonex-
pansive operators is proved. In the analysis were not used concepts
related with the weak topology (demiclosedness, Kadets–Klee pro-
perty).
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Резюме. В статье изучена абстрактная схема вычисления обоб-
щенной проекции Альбера на замкнутое выпуклое подмноже-
ство равномерно выпуклого и равномерно гладкого банахова про-
странства. Доказана теорема сильной сходимости гибридного ме-
тода внешних аппроксимаций c обобщенной проекцией для сче-
тного семейства относительно квазинерастягивающих операто-
ров.
Ключевые слова: обобщенная проекция Альбера, относитель-
но квазинерастягивающий оператор, общая неподвижная точка,
метод внешних аппроксимаций, сильная сходимость.

1. Введение

Построение и исследование итерационных методов метрической теории
неподвижных точек — интересная, имеющая много приложений и актив-
но развивающаяся область прикладного нелинейного анализа [1, 2, 3, 4,
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5, 6, 7, 8, 9]. Многие задачи исследования операций, математической эко-
номики и математической физики могут быть записаны в форме вопро-
са о поиске неподвижной точки некоторых отображений и эта форма по-
зволяет создавать и исследовать алгоритмы численного решения задач
[10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18].

В статье мы рассмотрим абстрактную схему вычисления обобщенной
проекции Альбера [19] на замкнутое выпуклое подмножество равномер-
но выпуклого и равномерно гладкого банахова пространства. Используя
эту схему, мы получим теорему сильной сходимости гибридного метода c
обобщенной проекцией для счетного семейства относительно квазинера-
стягивающих операторов. Предварительное сообщение было опубликовано
в [9]. Отметим, что наш анализ совсем не использует понятий, связанных
со слабой топологией (демизамкнутость, свойство Кадеца-Кли). Все не-
обходимые сведения по геометрии банаховых пространств и нелинейному
анализу изложены в книгах [2, 20, 21] и статье [19].

2. Основные понятия и вспомогательные факты
В данной работе E обозначает действительное банахово пространство с

нормой ∥ · ∥, E∗ — сопряженное к E пространство, ⟨x∗, x⟩ — значение фун-
кционала x∗ ∈ E∗ на элементе x ∈ E. Норму в E∗ также будем обозначать
∥ · ∥. Сильную сходимость в E будем обозначать символом →. Многозна-
чный оператор J : E → 2E

∗ , действующий следующим образом

Jx =
{
x∗ ∈ E∗ : ⟨x∗, x⟩ = ∥x∥2 = ∥x∗∥2

}
,

называют дуальным оператором [20]. Известно, что:
i) если пространство E гладкое, то оператор J — однозначный;
ii) если пространство E рефлексивное, то оператор J — сюръективый;
iii) если пространство E строго выпуклое, то оператор J — инъектив-

ный и строго монотонный;
iv) если пространство E равномерно гладкое, то оператор J — равно-

мерно непрерывный на ограниченных подмножествах E.
Далее будем предполагать, что банахово пространство E — равномерно

выпуклое и равномерно гладкое. Рассмотрим функционал

ϕ(x, y) = ∥x∥2 − 2 ⟨Jy, x⟩+ ∥y∥2

для x, y ∈ E (если пространство E гильбертово, то ϕ(x, y) = ∥x− y∥2). Из
определения ϕ следует

(∥x∥ − ∥y∥)2 ≤ ϕ(x, y) ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2

для x, y ∈ E. Кроме того, для x, y, z ∈ E имеет место тождество

ϕ(x, y) = ϕ(x, z)− ϕ(z, y) + 2⟨Jz − Jy, x− z⟩.

Полезным инструментом является

Лемма 1 ([19]). Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое
банахово пространство, (xn), (yn) — ограниченные последовательности
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элементов E. Тогда

xn − yn → 0 ⇔ Jxn − Jyn → 0 ⇔ ϕ(xn, yn) → 0.

Пусть C ⊆ E — замкнутое выпуклое множество, x ∈ E. Известно [19],
что существует единственная точка z ∈ C, такая, что

ϕ(z, x) = min
y∈C

ϕ(y, x).

Эту точку z обозначают ΠCx, а соответствующий оператор ΠC называ-
ют обобщенной проекцией E на C (обобщенной проекцией Альбера) [19].
Заметим, что если E — гильбертово пространство, то ΠC совпадает с ме-
трической проекцией на C.

Лемма 2 ([19]). Пусть C — замкнутое выпуклое подмножество равно-
мерно выпуклого и равномерно гладкого банахова пространства E, x ∈ E,
z ∈ C. Тогда

z = ΠCx ⇔ ⟨Jz − Jx, y − z⟩ ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Замечание 1. Неравество из (1) равносильно следующему

ϕ(y,ΠCx) + ϕ(ΠCx, x) ≤ ϕ(y, x) ∀x ∈ E ∀y ∈ C.

3. Вычисление обобщенной проекции Альбера
Предположим, что C — замкнутое выпуклое подмножество равномер-

но выпуклого и равномерно гладкого банахова пространства E, x0 ∈ E.
Рассмотрим задачу вычисления обобщенной проекции Альбера ΠCx0, т. е.,
единственного решения задачи минимизации

ϕ(y, x0) → min, y ∈ C. (2)

Замечание 2. В качестве C мы будем рассматривать множества неподви-
жных точек операторов T : E → E определенного вида.

Для произвольной пары элементов x, y ∈ E определим множество

H(x, y) = {z ∈ E : ϕ(z, y) ≤ ϕ(z, x)} =

=
{
z ∈ E : 2⟨Jx− Jy, z⟩ ≤ ∥x∥2 − ∥y∥2

}
. (3)

МножествоH(x, y) является замкнутым полупространством (совпадающим
с E в случае x = y). Рассмотрим следующий абстрактный итерационный
алгоритм.

Алгоритм 1. Для точки x0 ∈ E строим последовательность (xn) по схеме:
берем x1 ∈ E, полагаем C1 = E, для xn ∈ E указываем yn ∈ E и выполняем
операции {

Cn+1 = Cn ∩H(xn, yn),
xn+1 = ΠCn+1x0.

Замечание 3. Алгоритм 1 — абстрактная форма так называемых «гибри-
дных методов» аппроксимации неподвижных точек [4, 5, 6, 7, 22, 23, 24, 25].
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Прежде всего заметим, что в случае возможности построения последо-
вательности (xn) имеем цепочку вложений

E = C1 ⊇ C2 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ ... .

Откуда следует неравенство

ϕ(xn, x0) = min
y∈Cn

ϕ(y, x0) ≤ min
y∈Cn+1

ϕ(y, x0) = ϕ(xn+1, x0).

Следовательно, существует limn→∞ ϕ(xn, x0) = L ∈ [0,+∞) ∪ {+∞}. Если
последовательность (xn) имеет ограниченную подпоследовательность, то
L < +∞.

Если m < n, то xn ∈ Cn ⊆ Cm+1 = Cm ∩H(xm, ym). Откуда следует, что

ϕ(xn, ym) ≤ ϕ(xn, xm). (4)

Применив для xm = ΠCmx0 и xn ∈ Cm лемму 2, получим полезное нера-
венство

⟨Jxm − Jx0, xn − xm⟩ ≥ 0. (5)
Имеет место

Лемма 3. Пусть (xn) — порожденная алгоритмом 1 последовательность.
Предположим, что для произвольной подпоследовательности (xnk

) имеем

xnk
→ x,

xnk
− ynk

→ 0

}
⇒ x ∈ C. (6)

Тогда произвольная ограниченная подпоследовательность последователь-
ности (xn) сходится к точке из C.

Доказательство. Пусть (xnk
) — ограниченная подпоследовательность по-

следовательности (xn). Для k > l имеем

ϕ(xnk
, xnl

) = ϕ(xnk
, x0)− ϕ(xnl

, x0) + 2⟨Jx0 − Jxnl
, xnk

− xnl
⟩.

Учитывая (5), получаем

ϕ(xnk
, xnl

) ≤ ϕ(xnk
, x0)− ϕ(xnl

, x0) → 0 при k > l → ∞.

Из леммы 1 следует ∥xnk
− xnl

∥ → 0, т. е., подпоследовательность (xnk
)

фундаментальна. Таким образом, существует элемент x ∈ E такой, что
xnk

→ x. Имеем

xnk
− ynk

= (xnk
− xnk+1

)︸ ︷︷ ︸
→0

+(xnk+1
− ynk

) → 0,

поскольку из (4) и леммы 1 следует

ϕ(xnk+1
, ynk

) ≤ ϕ(xnk+1
, xnk

) → 0 ⇒ xnk+1
− ynk

→ 0.

Включение x ∈ C следует из (6). �
Теорема 1. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое ба-
нахово пространство, C ⊆ E — замкнутое выпуклое множество. Пусть
(xn) — порожденная алгоритмом 1 последовательность. Предположим,
что C ⊆ Cn для всех n ∈ N и для произвольной подпоследовательности
(xnk

) выполняется (6). Тогда справедливы утверждения:
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(i) если C ̸= ∅, то xn → ΠCx0;
(ii) если C = ∅, то ∥xn∥ → +∞.

Доказательство. Докажем (i). Для всех n ∈ N имеем

ϕ(xn, x0) = min
y∈Cn

ϕ(y, x0) ≤ min
y∈C

ϕ(y, x0) < +∞. (7)

Следовательно, supn ∥xn∥ < +∞. По лемме 3 имеем xn → x ∈ C. Переходя
к пределу в (7), получаем ϕ(x, x0) ≤ miny∈C ϕ(y, x0), т.е. x = ΠCx0.

Докажем (ii). Предположим, что lim infn→∞ ∥xn∥ < +∞. Тогда (xn) со-
держит ограниченную подпоследовательность, которая, согласно лемме 3,
должна сходиться к точке из C. Последнее невозможно вследствие того,
что C = ∅. Таким образом, ∥xn∥ → +∞. �

4. Аппроксимация общей неподвижной точки

Множество неподвижных точек оператора T : E → E обозначим
F (T ) = {x ∈ E : x = Tx}.

Определение 1 ([6]). Оператор T : E → E называют относительно ква-
зинерастягивающим, если

(1) F (T ) ̸= ∅;
(2) ϕ(x, Ty) ≤ ϕ(x, y) ∀x ∈ F (T ) ∀y ∈ E.

Замечание 4. Если пространство E гильбертово, то определение 1 зада-
ет понятие фейеровского (квазинерастягивающего) оператора. Приведем
пример одного из самых популярных в оптимизации квазинерастягиваю-
щих операторов. Пусть g : H → R — выпуклая дифференцируемая по Гато
функция. Если множество D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0} не пусто, то оператор

Tx =

{
x− g(x)

∥∇g(x)∥2∇g (x) , если x /∈ D,

x, если x ∈ D,

где ∇g (x) ∈ H — производная g в точке x ∈ H, является квазинерастяги-
вающим с F (T ) = D [1].

Определение 2 ([6]). Семейство операторов {Tn : E → E} удовлетворяет
(∗)-условию, если

(1) F =
∩∞
n=1 F (Tn) ̸= ∅;

(2) для любой последовательности (xn) имеем

xn → x,
xn − Tnxn → 0

}
⇒ x ∈ F .

Замечание 5. Если Tn ≡ T и оператор T замкнут, то семейство {Tn}
удовлетворяет (∗)-условию.

Замечание 6. Для семейства относительно квазинерастягивающих опера-
торов, удовлетворяющего (∗)-условию, множество F выпукло и замкнуто.
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Детализуем абстрактный алгоритм 1 для решения задачи:

найти ΠFx0, x0 ∈ E,

где F =
∩∞
n=1 F (Tn), {Tn : E → E} — счетное семейство относительно ква-

зинерастягивающих операторов.

Алгоритм 2. Для точки x0 ∈ E строим последовательность (xn) по схеме x1 ∈ E, C1 = E,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tnxn),
xn+1 = ΠCn+1x0.

Замечание 7. Для нерастягивающих операторов, действующих в гиль-
бертовом пространстве, алгоритм 2 предложен и изучен в [4].

Простым следствием теоремы 1 является

Теорема 2. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое ба-
нахово пространство, {Tn : E → E} — счетное семейство относительно
квазинерастягивающих операторов, удовлетворяющие (∗)-условию. Тогда
порожденная алгоритмом 2 последовательность (xn) сильно сходится к
точке ΠFx0.

Доказательство. Предположим, что Cn ̸= ∅ и F ⊆ Cn. Имеем

ϕ(z, Tnxn) ≤ ϕ(z, xn) ∀z ∈ F ⊆ F (Tn).

Следовательно, F ⊆ H(xn, Tnxn). Таким образом, F ⊆ Cn+1. Получили
цепочку вложений

E = C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ ... ⊇ F ̸= ∅
и корректность определения последовательности (xn). Из теоремы 1 сле-
дует сильная сходимость (xn) к точке ΠFx0. �
Замечание 8. Теорема 3 справедлива и для варианта алгоритма 1 с

yn = J−1 (λnJxn + (1− λn)JTnxn) , 0 ≤ λn ≤ λ < 1.

Рассмотрим еще один вариант метода внешних аппроксимаций для ап-
проксимации ближайшей по Альберу к x0 ∈ E общей неподвижной точки
не более чем счетного семейства операторов {Tn}n∈I , I ⊆ N:

найти Π∩n∈IF (Tn)x0, x0 ∈ E.

Алгоритм 3. Cтроим последовательность (xn) по схеме x1 ∈ E, C1 = E,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tp(n)xn),
xn+1 = ΠCn+1x0,

где p : N → I.

Будем предполагать, что отображение p : N → I сюръективно и «доста-
точно часто» принимает каждое свое значение. А именно, для произволь-
ного индекса i ∈ I множество p−1(i) = {k ∈ N : p(k) = i} бесконечно.
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Замечание 9. Eсли I = {1, 2, ..., N}, то можно положить p(n) = (n − 1)
mod N + 1 (циклическая стратегия).

Теорема 3. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое ба-
нахово пространство, {Tn : E → E}n∈I — не более чем счетное семей-
ство замкнутых относительно квазинерастягивающих операторов, при-
чем

∩
n∈I F (Tn) ̸= ∅. Тогда порожденная алгоритмом 3 последователь-

ность (xn) сильно сходится к точке Π∩n∈IF (Tn)x0.

Доказательство. Необходимо лишь доказать утверждение:

xn → x,
xn − Tp(n)xn → 0

}
⇒ x ∈

∩
i∈I

F (Ti).

Возьмем произвольный индекс i ∈ I. Существует возрастающая последо-
вательность (nk) такая, что p(nk) = i. Имеем

xnk
→ x, xnk

− Tp(nk)xnk
= xnk

− Tixnk
→ 0.

Замкнутость оператора Ti влечет x ∈ F (Ti). В силу произвольности i ∈ I
получаем, что x ∈

∩
i∈I F (Ti). �

5. Заключительные замечания

В [26] Wu и Huang ввели новое понятие «обобщенного f -проекционного
оператора» в банаховом пространстве. Их конструкция является обобще-
нием проекции Альбера и проксимального оператора Моро.

Для замкнутого выпуклого множества C ⊆ E и выпуклого полунепре-
рывного снизу функционала f : E → R рассмотрим функционал

G(x, y) = f(x) + ϕ(x, y) = f(x) + ∥x∥2 − 2 ⟨Jy, x⟩+ ∥y∥2

и задачу минимизации:

найти z ∈ C : G(z, x) = min
y∈C

G(y, x), x ∈ E.

ОператорΠf
Cx = argminy∈CG(y, x) называют обобщенным f -проекционным

оператором [26]. Он корректно определен в равномерно выпуклом и рав-
номерно гладком банаховом пространстве.

Рассмотрим

Алгоритм 4. Для точки x0 ∈ E строим последовательность (xn) по схеме
x1 ∈ E, C1 = E,
Cn+1 = Cn ∩H(xn, Tnxn),

xn+1 = Πf
Cn+1

x0.

Имеет место

Теорема 4. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое ба-
нахово пространство, {Tn : E → E} — счетное семейство относитель-
но квазинерастягивающих операторов, удовлетворяющие (∗)-условию, f :
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E → R — выпуклый полунепрерывный снизу функционал. Тогда порожден-
ная алгоритмом 4 последовательность (xn) сильно сходится к
точке Πf

Fx0.

Принципиальным моментом рассмотренных методов является вычисле-
ние проекции фиксированной точки на все более сложный многогранник.
Для преодоления этой проблемы необходимы методы, способные по изве-
стной проекции точки на многогранник быстро получить проекцию точки
на новый многогранник с одним добавленным ограничением.
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