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Abstract. Correctness of boundary problems in the plane for elli-
ptic equations is well analyzed by analitic function theory of complex
variable.

There appear principal difficulties in similar problems when the
number of independent variables is more than two. An attractive and
suitable method of singular integral equations is less strong because
of lock of any complete theory of multidimensional singular integral
equations.

For the General elliptic-parabolic equations of the second order
formulation of the first boundary value problem (or Dirichlet problem)
was first carried out by G. Fichera .

Further study of this problem is given in the monographs by
V. N. Vragov and O. A. Oleinik, E. V. Radkevich.

In this article use method the author studies a mixed problem
for a class of multi-dimensional elliptical-parabolic equations in a
cylindrical domain.

It has been shown that a homogeneous problem has an infinite set
of non-trivial solutions, but a heterogeneous problem has the unique
solution.

Keywords: ill-posedness, mixed problem, equation, solutions.

Резюме. Корректность краевых задач на плоскости для элли-
птических уравнений методом теории аналитических функций
комплексного переменого хорошо изучены.

При исследовании аналогичных вопросов, когда число незави-
симых переменных больше двух, возникают трудности принци-
пиального характера. Весьма привлекательный и удобный метод
сингулярных интегральных уравнений теряют свою силу из-за
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отсутствия сколько-нибудь полной теории многомерных синуляр-
ных интегральных уравнений.

Для общих эллиптико-параболических уравнений второго по-
рядка постановку первой краевой задачи (или задачи Дирихле)
впервые осуществил Г. Фикера. Дальнейшее изучение этой зада-
чи приведены в монографиях В. Н. Врагова и О. А. Олейник,
Е. В. Радкевича.

В данной статье используя метод предложенных в работах
автора изучается смешанная задача для одного класса много-
мерных эллиптико-параболических уравнений в цилиндрической
области.

Показано, что однородная задача имеет бесчисленное множе-
ство нетривиальных решений, а неоднородная задача — разре-
шима неоднозначно.

Ключевые слова: некорректность, смешанная задача, урав-
нение, решения.

1. Введение.
Для общих эллиптико-параболических уравнений второго порядка поста-
новку первой краевой задачи (или задачи Дирихле) впервые осуществил
Г. Фикера [1]. Дальнейшее изучение этой задачи рассмотрено в [2, 3].

В данной статье изучается смешанная задача для одного класса много-
мерных эллиптико-параболических уравнений в цилиндрической области.
В работе используется метод предложенный в [4–6].

2. Постановка задачи и результат.
Пусть Ωαβ — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 то-

чек (x1, ..., xm, t), ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоско-
стями t = α > 0 и t = β < 0, где |x| — длина вектора x = (x1, ..., xm).

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ , а через Γα, Γβ — части
поверхности Γ, лежащие в полупространствах t > 0 и t < 0; σα — верхнее,
σβ — нижнее основание области Ωαβ.

Пусть далее S — общая часть границ областей Ωα , Ωβ , представляющая
множество {t = 0, 0 < |x| < 1} в Em.

В области Ωαβ рассмотрим эллиптико-параболические уравнения

0 =


∆xu+ utt +

m∑
i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u, t > 0,

∆xu− ut +
m∑
i=1

di(x, t)uxi + e(x, t)u, t < 0,
(1)

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m ≥ 2.
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, ..., xm, t

к сферическим r, θ1, ..., θm−1, t, r≥0, 0≤θ1<2π, 0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, ...,m− 1,
θ = (θ1, ..., θm−1).

В качестве многомерной смешанной задачи рассмотрим следующую за-
дачу.
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Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при t ̸= 0 из
класса C(Ωαβ) ∩ C2(Ωα ∪ Ωβ), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
σα

= φ(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), u
∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ). (2)

Пусть
{
Y k
n,m(θ)

}
— система линейно независимых сферических функций

порядка n, 1 ≤ k ≤ kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), W l
2(S),

l = 0, 1, ... — пространства Соболева.
Имеет место [7]
Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l

2(S). Если l ≥ m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

fkn(r)Y
k
n,m(θ), (3)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка
p ≤ l −m+ 1, сходятся абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того, чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно,

чтобы коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

|f10 (r)| ≤ c1,
∞∑
n=1

kn∑
k=1

n2l|fkn(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const.

Через ãkin(r, t), a
k
in(r, t), b̃

k
n(r, t), c̃kn(r, t), d̃kin(r, t),d

k
in(r, t), ẽ

k
n(r, t), ρkn, φ̄kn(r),

ψk1n(t), ψ
k
2n(t) обозначим коэффициенты ряда (3) соответственно функций

ai(r, θ, t)ρ(θ), ai
xi
r ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, d(r, θ, t)ρ, di

xi
r ρ, e(r, θ, t)ρ, ρ(θ),

i = 1, ...,m, φ(r, θ), ψ1(t, θ), ψ2(t, θ), причем ρ(θ) ∈ C∞(H), H — едини-
чная сфера в Em.

Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t)∈W l
2(Ωα), di(r, θ, t), e(r, θ, t)∈ W l

2(Ωβ)⊂
C(Ω̄β), l ≥ m+ 1, i = 1, ...,m.

Тогда справедлива
Теорема 1. Однородная задача, соответствующая задаче 1 имеет бесчи-

сленное множество нетривиальных решений.
Теорема 2. Если φ(r, θ) ∈W p

2 (S), ψ1(t, θ) ∈W p
2 (Γα), ψ2(t, θ) ∈W p

2 (Γβ),

p > 3m
2 , то задача 1 разрешима неоднозначно.

Отметим, что эти теоремы для многомерного модельного эллиптико-
параболического уравнения получены в [8].

3. Доказательства теорем.

В сферических координатах уравнение (1) в области Ωα имеет вид

L1u ≡ urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu+ utt +

m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi+

+ b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0, (4)
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δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
, g1 = 1,

gj = (sin θ1... sin θj−1)
2, j > 1.

Известно [7], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел
λn = n(n + m − 2), n = 0, 1, ... , каждому из которых соответствует kn
ортонормированных собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи 1 в области Ωα будем искать в виде

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y
k
n,m(θ), (5)

где ūkn(r, t) — функции, подлежащие определению.
Подставив (5) в (4), умножив затем полученное выражение на ρ(θ) ̸= 0,

и проинтегрировав по единичной сфере H для ūkn получим [9]

ρ10ū
1
0rr + ρ10ū

1
0tt +

(
m− 1

r
ρ10 +

m∑
i=1

a1i0

)
ū10r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0+

+

∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
ρknū

k
nrr + ρknū

k
ntt+

(
m− 1

r
ρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūknr + b̃knū

k
nt+

+

[
c̃kn − λn

ρkn
r2

+
m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkn

}
= 0.

(6)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10ū
1
0rr + ρ10ū

1
0tt +

m− 1

r
ρ10ū

1
0r = 0, (7)

ρk1ū
k
1rr + ρk1ū

k
1tt +

m− 1

r
ρk1ū

k
1r −

λ1
r2
ρk1ū

k
1 =

= − 1

k1

(
m∑
i=1

a1i0ū
1
0r + b̃10ū

1
0t + c̃10ū

1
0

)
, n = 1, k = 1, k1,

(8)

ρknū
k
nrr + ρknū

k
ntt +

m− 1

r
ρknū

k
nr −

λn
r2
ρknū

k
n =

= − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

akin−1 ū
k
n−1r + b̃kn−1ū

k
n−1t + [c̃kn−1+

+
m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)]ū
k
n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ... .

(9)

Суммируя уравнение (8) от 1 до k1, а уравнение (9) — от 1 до kn, затем
сложив полученные выражения с (7), приходим к уравнению (6).
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Отсюда следует, что если
{
ūkn
}
, k = 1, kn, n = 0, 1, .... — решение системы

(7)–(9), то оно является и решением уравнения (6).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (7)–(9) можно пред-

ставить в виде

ūknrr + ūkntt +
m− 1

r
ūknr +

λn
r2
ūkn = f̄kn(r, t), (10)

где f̄kn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при
этом f̄10 (r, t) ≡ 0.

Далее, из краевого условия (2) в силу (5) будем иметь

ūkn(r, α) = φkn(r), ūkn(1, t) = ψk1n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (11)

В (10), (11) произведя замену ῡkn(r, t) = ūkn(r, t)− ψk1n(t) получим

ῡknrr +
m− 1

r
ῡknr + ῡkntt +

λn
r2
ῡkn = fkn(r, t), (12)

ῡkn(r, α) = φkn(r), ῡkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (13)

fkn(r, t) = f̄kn(r, t)− ψk1ntt +
λn
r2
ψk1n, φ

k
n(r) = φ̄kn(r)− ψk1n(α). (14)

υkn(r, α) = φ̃kn(r), υkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (15)

λn =
[(m− 1)(3−m)− 4λn]

4
,

f̃kn(r, t) = r
(m−1)

2 fkn(r, t), φ̃
k
n(r) = r

(m−1)
2 φkn(r),

Решение задачи (14), (15) ищем в виде

υkn(r, t) = υk1n(r, t) + υk2n(r, t), (16)

где υk1n(r, t) — решение задачи

L1υ
k
1n = f̃kn(r, t), (17)

υk1n(r, α) = 0, υk1n(1, t) = 0, (18)

а υk2n(r, t) — решение задачи

L1υ
k
2n = 0, (19)

υk2n(r, α) = φ̃kn(r), υ
k
1n(1, t) = 0. (20)

Решение вышеуказанных задач, рассмотрим в виде

υkn(r, t) =

∞∑
s=1

Rs(r)Ts(t), (21)

при этом пусть

f̃kn(r, t) =

∞∑
s=1

akns(t)Rs(r), φ̃
k
n(r) =

∞∑
s=1

bknsRs(r). (22)
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Подставляя (21) в (17), (18), с учетом (22), получим

Rsrr +
λn
r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (23)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| <∞, (24)

Tstt − µTs(t) = akns(t), 0 < t < α, (25)

Ts(α) = 0. (26)

Ограниченным решением задачи (23), (24) является [10]

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), (27)

где ν = n+(m−2)
2 , µs,n — нули функций Бесселя первого рода Jν(z), µ = µ2s,n.

Общее решение уравнения (25) представимо в виде

Ts,n(t) = c1s chµs,nt+ c2s shµs,nt+
chµs,nt

µs,n

t∫
0

akns(ξ) shµs,nξdξ−

− shµs,nt

µs,n

t∫
0

akns(ξ) chµs,nξdξ,

где c1s, c2s — произвольные постоянные. Удовлетворив условию (26) будем
иметь

Ts,n(t) = c2s[shµs,nt− (thµs,nα) chµs,nt] +
chµs,nt

µs,n

 t∫
0

akns(ξ) shµs,nξdξ−

−
α∫

0

akns(ξ) shµs,nξdξ

+
(thµs,nα) chµs,nt

µs,n

α∫
0

akns(ξ) chµs,nξdξ−

− shµs,nt

µs,n

t∫
0

akns(ξ) chµs,nξdξ. (28)

Подставляя (27) в (22) получим

r−
1
2 f̃kn(r, t) =

∞∑
s=1

akns(t)Jν(µs,nr), r
− 1

2 φ̃kn(r) =

∞∑
s=1

bknsJν(µs,nr), 0 < r < 1.

(29)
Ряды (28) — разложение в ряды Фурье-Бесселя [11], если

akns(t) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξf̃kn(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ,

bkns = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξφ̃kn(ξ)Jν(µs,nξ)dξ,

(30)

µs,n, s = 1, 2, ... — положительные нули функций Бесселя Jν(z), располо-
женные в порядке возрастания их величины.
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Из (27), (28) получим решение задачи (17), (18) в виде

υk1n(r, t) =

∞∑
s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (31)

где akns(t) определяется из(30).
Далее, подставляя (21) в (19), (20), с учетом (22), будем иметь

Tstt − µ2s,nTs(t) = 0, 0 < t < α, (32)

Ts(α) = bkns. (33)

Общее решение уравнения (32) имеет вид

Ts,n(t) = c′1s chµs,nt+ c′2s shµs,nt,

удовлетворив которого условию (33) получим

Ts,n(t) = c′2s[shµs,nt(thµs,nα) chµs,nt] +
bkns chµs,nt

chµs,nα
. (34)

Из (27), (34) найдем решение задачи (19), (20)

υk2n(r, t) =

∞∑
s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (35)

где bkns находится из (30).
Следовательно, сначала решив задачу (7), (11) (n = 0), а затем (8), (11)

(n = 1) и т. д. найдем последовательно все υkn(r, t) из (16), где υk1n(r, t),
υk2n(r, t) определяются из (31), (35), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .

Итак, в области Ωα имеет место∫
H

ρ(θ)L1udH = 0. (36)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причемR(r) ∈ V0, V0 — плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H) — плотна в L2(H), T (t) ∈ V1, V1 — плотна в L2((0, α)).

Тогда f(r, θ, t) ∈ V, V = = V0 ⊗H ⊗ V1 — плотна в L2(Ωα) [12].
Отсюда и из (36), следует, что∫

Ωα

f(r, θ, t)L1udΩα = 0

и
L1u = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωα.

Далее, из (5), (16), (28), (31), (34), (35) при t→ +0 имеем

u(r, θ, 0) = τ(r, θ) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

τkn(r)Y
k
n,m(θ),

13
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τkn(r) = ψk1n(0) +

∞∑
s=1

r
(2−m)

2

−c2sthµs,nα+
thµs,nα

µs,n

α∫
0

akns(ξ) chµs,nξdξ−

− c′2sthµs,nα+
bkns

chµs,nα

]
J
ν+

(m−2)
2

(µs,nr). (37)

Таким образом, мы пришли в области Ωβ к первой краевой задаче для
уравнения

L2u ≡ urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu− ut +

m∑
i=1

di(r, θ, t)uxi + e(r, θ, t)u = 0, (38)

с условиями
u
∣∣
S
= τ(r, θ), u

∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ). (39)

Решение задачи (38), (39) будем искать в виде (5).
Подставляя (5) в (38) будем иметь

ρ10ū
1
0rr − ρ10ū

1
0t +

(
m− 1

r
ρ10 +

m∑
i=1

d1i0

)
ū10r + ẽ10ū

1
0+

+
∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
ρknū

k
nrr − ρknū

k
nt++

(
m− 1

r
ρkn +

m∑
i=1

dkin

)
ūknr+

+

[
ẽkn − λn

ρkn
r2

+

m∑
i=1

(d̃kin−1 − ndkn)

]
ūkn

}
= 0. (40)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10ū
1
0rr − ρ10ū

1
0t +

(m− 1)

r
ρ10ū

1
0r = 0, (41)

ρk1ū
k
1rr − ρk1ū

k
1t +

(m− 1)

r
ρk1ū

k
1r −

λ1
r2
ρk1ū

k
1 = − 1

k1

(
m∑
i=1

d1i0ū
1
0r + ẽ10ū

1
0

)
,

n = 1, k = 1, k1,
(42)

ρknū
k
nrr − ρknū

k
nt +

(m− 1)

r
ρknū

k
nr −

λn
r2
ρknū

k
n = − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

dkin−1ū
k
n−1r+

+[ẽkn−1 +
m∑
i=1

(d̃kin−2 − (n− 1)dkin−1)]ū
k
n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ... . (43)

Суммируя уравнение (42) от 1 до k1, а уравнение (43) — от 1 до kn, затем
сложив полученные выражения с (41), приходим к уравнению (40).

Отсюда следует, что если
{
ūkn
}
, k = 1, kn, n = 0, 1, ... — решение системы

(41)–(43), то оно является решением уравнения (40).
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Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (41)–(43) можно пред-
ставить в виде

ūknrr − ūknt +
m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn = ḡkn(r, t), (44)

где ḡkn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом
ḡ10(r, t) ≡ 0.

Краевое условие (39)запишется в виде

ukn(r, 0) = τkn(r), u
k
n(1, t) = ψk2n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (45)

В (44), (45) произведя замену ω̄kn(r, t) = ūkn(r, t)− ψk2n(t), получим

ω̄knrr +
m− 1

r
ω̄knr −

λn
r2
ωkn − ω̄knt = gkn(r, t), (46)

ω̄kn(r, 0) = τ̄kn(r), ω̄
k
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (47)

gkn(r, t) = ḡkn(r, t) + ψk2nt +
λn
r2
ψk2n, τ̄

k
n(r) = τkn(r)− ψk2n(0).

Произведя замену ω̄kn(r, t) = r
1−m

2 ωkn(r, t) задачу (46), (47) приведем к
следующей задаче

L2ω
k
n ≡ ωknrr − ωknt +

λ̄n
r2
ωkng̃

k
n(r, t), (48)

ωkn(r, 0) = τ̃kn(r), ω
k
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (49)

g̃kn(r, t) = r
(m−1)

2 gkn(r, t), τ̃
k
n(r) = r

(m−1)
2 τkn(r).

Решение задачи (48), (49) ищем в виде

ωkn(r, t) = ωk1n(r, t) + ωk2n(r, t), (50)

где ωk1n(r, t) — решение задачи

L2ω
k
1n = g̃kn(r, t), (51)

ωk1n(r, 0) = 0, υk1n(1, t) = 0, (52)

а ωk2n(r, t) — решение задачи

L2ω
k
2n = 0, (53)

ωk2n(r, 0) = τ̃kn(r), ω
k
2n(1, t) = 0. (54)

Решение вышеуказанных задач, рассмотрим в виде

ωkn(r, t) =

∞∑
s=1

Rs(r)Vs(t), (21′)

при этом пусть

g̃kn(r, t) =

∞∑
s=1

dkns(t)Rs(r), τ̃
k
n(r) =

∞∑
s=1

eknsRs(r). (55)

Подставляя (21′) в (51), (52), с учетом (55), получим задачу (23), (24)
решение которой имеет вид (27) и уравнение

Vst + µ2s,nVs = −ds,n(t), (56)

15
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с условием
Vs(0) = 0. (57)

Решением задачи (56), (57)является [10]

Vs,n(t) = −
t∫

0

dkns(ξ) exp[−µ2s,n(t− ξ)]dξ. (58)

Подставляя (26) в (43) получим

dkns(t) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξg̃kn(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ,

ekns = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξτ̃kn(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, 0 < r < 1.

(59)

Таким образом, из (21′), (27), (58) следует, что решением задачи (51),
(52) является функция

ωk1n(r, t) = −
∞∑
s=1

√
r{

t∫
0

dkns(ξ) exp[−µ2s,n(t− ξ)]dξ}Jν(µs,nr), (60)

где dkns(t) определяется из (59).
Далее, подставляя (21′) в (53), (54) будем иметь уравнение

Vst + µ2s,nVs = 0,

с условием
Vs(0) = ekns,

решением которого является

Vs,n(t) = ekns exp(−µ2s,nt). (61)

Из (21′), (27), (60) получим

ωk2n(r, t) =
∞∑
s=1

√
reknsJν(µs,nr) exp(−µ2s,nt), (62)

где ekns находится из (59).
Следовательно, сначала решив задачу (41), (45) (n = 0), а затем (42),

(45) (n = 1) и т.д. найдем последовательно все ωkn(r, t) из (50), где ωk1n(r, t),
ωk2n(r, t) определяются из (60),(62), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .

Итак, в области Ωβ имеет место∫
H

ρ(θ)L2udH = 0. (63)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причемR(r) ∈ V0, V0 — плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H) — плотна в L2(H), T (t) ∈ V1, V1 — плотна в L2((β, 0)). Тогда
f(r, θ, t) ∈ V, V = V0 ⊗H ⊗ V1 — плотна в L2(Ωβ).
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Отсюда и из (63), следует, что∫
Ωβ

f(r, θ, t)L2udΩβ = 0

и
L2u = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωβ.

Таким образом, решением задачи 1 в областях Ωα и Ωβ являются фун-
кции

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

{[ψk1n(t) + r
(1−m)

2 [υk1n(r, t) + υk2n(r, t)]}Y k
n,m(θ), t > 0,

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

{[ψk2n(t) + r
(1−m)

2 [ωk1n(r, t) + ωk2n(r, t)]}Y k
n,m(θ), t < 0,

(64)
где υk1n(r, t), υk2n(r, t), определяются из (31), (35), а ωk1n(r, t), ωk2n(r, t) — из
(60), (62).

Из (31), (35), (60), (62), (64) следует, что однородная задача, соответ-
ствующая задаче 1 имеет нетривиальные решения вида

u(r, θ, t) =
∞∑
n=1

kn∑
k=1

n−pr
(1−m)

2 {υk1n(r, t)+

+
∞∑
s=1

√
rc′2s[shµs,nt− (thµs,nα) chµs,nt]Jn+ (m−2)

2

(µs,nr)},

Y k
n,m(θ), t > 0,

u(r, θ, t) =
∞∑
n=1

kn∑
k=1

n−pr
(1−m)

2 [ωk1n(r, t)−

−
∞∑
s=1

√
r(c2s + c′2s)(thµs,nα)(exp(−µ2s,nt))Jn+ (m−2)

2

(µs,nr)],

Y k
n,m(θ), t < 0.

(65)

Учитывая формулу [11] 2J ′
ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z), оценки ([13, 7])

Jν(z) =
√

2
πz cos

(
z − π

2 ν −
π
4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν ≥ 0,

|kn| ≤ c1n
m−2,

∣∣∣∣ ∂q∂θqj Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣ ≤ c2n
m
2
−1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ... ,

а также леммы, ограничения на заданные функций φ(r, θ), ψ1(t, θ), ψ2(t, θ),
аналогично [8], можно показать, что полученные решения (64), (65) при-

надлежат искомому классу C(Ω̄αβ) ∩ C2(Ωα ∪ Ωβ), если p >
3m

2
.
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