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Abstract. We consider a parabolic system that describes heat and
mass transmission in a two-layer domain with the condition of a
«proper lumped source». A new formulation of the problem, where
the initial parabolic equation is converted to a first-order set of partial
differential equations with generalized functions in their coefficients,
is investigated. A priori estimates, existence and uniqueness theorems
for the operator are proved.
Keywords: parabolic system, two-layer domain, a priori estimates,
generalized solution.

Резюме. В статье рассмотрено параболическое уравнение, опи-
сывающее процесс тепломассопереноса в двухслойной среде с ус-
ловиями сопряжения типа «сосредоточенный собственный источ-
ник». Предлагается новая постановка такой задачи, в рамках ко-
торой исходное параболическое уравнение меняется на систему
дифференциальных уравнений первого порядка с обобщенными
функциями в коэффициентах. Для такого оператора доказаны
априорные оценки, а также установлены теоремы существования
и единственности обобщённого решения.
Ключевые слова: параболическое уравнение, двухслойная сре-
да, априорные оценки, обобщённое решение.
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Вступление

При рассмотрении различных актуальных прикладных задач возникает
задача моделирования процессов тепло- и массопереноса, протекающих в
средах, содержащих тонкие прослойки инородных включений. Примерами
таких включений могут быть трещины, плёнки, газовые зазоры, каналы
с теплоотводящим носителем, окислы, слои краски и пр. При построении
математических моделей подобных процессов прослойку инородных вклю-
чений в силу малой толщины исключают из области протекания процесса,
а на границах разрыва ставят граничные условия (условия сопряжения),
учитывающие свойства и характеристики прослойки и описывающие рас-
сматриваемый процесс переноса сквозь область пространства, соответству-
ющую прослойке [1,2]. Таким образом, приходят к гранично-краевой зада-
че в области с разрезами, обычно не являющейся односвязной. Подобный
подход сопряжён с существенным усложнением методов численного моде-
лирования таких систем. Иной подход к моделированию этих процессов
состоит в том, что прослойку возвращают в область протекания процесса,
а эффект инородных включений учитывают в коэффициентах, принадле-
жащих некоторому пространству обобщённых функций конечного поряд-
ка [2]. Это позволяет свести задачу к операторному уравнению в односвяз-
ной пространственно-временной области [3–5]. Эффективным методом ис-
следования подобных уравнений является метод априорных оценок в нега-
тивных нормах [6–9]. Данная работа посвящена построению обобщённой
постановки задачи тепломассопереноса в двухслойной среде с условиями
сопряжения типа « сосредоточенный собственный источник». Получена си-
стема априорных оценок, на базе которых были установлены теоремы су-
ществования и единственности сильного и слабого решения в обобщённом
смысле.

1. Классическая и обобщённая постановки задачи

Пусть состояние системы описывается функцией u(t, ξ1, . . . , ξn), опреде-
лённой в пространственно-временной области Q = (0;T ) × Ω, где
Ω = Ω1 ∪ γ ∪ Ω2 ⊂ Rn — ограниченная пространственная область, состоя-
щая из двух односвязных областей Ω1 i Ω2 (Ω1 ∩ Ω2 = ∅) с регулярными
границами ∂Ω1 и ∂Ω2, а также тонкого включения γ = (Ω̄1 ∩ Ω̄2) \ ∂Ω.
Обозначим соответствующие цилиндрические области следующим обра-
зом: Q1 = (0;T )× Ω1, Q2 = (0;T )× Ω2, Qγ = (0;T )× γ.

Рассмотрим параболическое уравнение

ut −
n∑

i,j=1

(kijuξj )ξi + qu = −f, (t, ξ) ∈ Q1 ∪Q2, (1)

описывающее процесс тепломассопереноса с условиями сопряжения типа
«сосредоточенный собственный источник» на гиперповерхности Qγ

[Kgrad(u),n)]γ = αu|γ , [u]γ = 0, (t, ξ) ∈ Qγ , (2)
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где K = (kij)
n
i,j=1, а [f ]γ = lim

Ω1∋ξ→ξ0
f(ξ) − lim

Ω2∋ξ→ξ0
f(ξ), ξ0 ∈ γ — скачок

значения функции на поверхности γ, n — вектор нормали к γ, внешний
для Ω2. На коэффициенты уравнения наложим следующие ограничения

q(ξ), kij(ξ) ∈ C1(Ω̄), α(ξ) ∈ C1(γ̄),

α(ξ) > a > 0, q(ξ) > b > 0,

n∑
i,j=1

kijξiξj > c

n∑
i=1

ξ2i , c > 0.

Будем исследовать такую начально-краевую задачу: найти функцию u(t, ξ),
удовлетворяющую уравнениям (1), (2) и следующим начальным и краевым
условиям

u|t=0 = 0, u|ξ∈∂Ω = 0. (3)

Введём следующее обозначение для вектора потока: ω = −Kgrad(u). В
области Q1 ∪Q2 равенство понимается в классическом смысле, а на гипер-
поверхности Qγ — в смысле равенства пределов

lim
Ωi∋ξ→ξ0∈γ

ω(t, ξ) = lim
Ωi∋ξ→ξ0∈γ

(−Kgrad(u(t, ξ))) , i = 1, 2.

Подобное определение имеет смысл для функций u, принадлежащих про-
странству

C1(Q̄1, Q̄2) =
{
u = (u1, u2) | u1 ∈ C1(Q̄1), u2 ∈ C1(Q̄2)

}
.

Теперь уравнения (1), (2) можно переписать в виде

ut + div(ω) + qu = −f, (4)
[(ω,n)] = −αu|γ , [u]γ = 0. (5)

Введём обобщённый оператор дивергенции

d̃iv = div(ω) + [(ω,n)]γδ(γ) = div(ω)− αu|γδ(γ), (6)

где gδ(γ)(v) =
∫
γ g(t, ξ)v(t, ξ)dγ для всех непрерывных в Q̄ функций v.

Здесь g — произвольная непрерывная на Q̄γ функция.
Отметим, что полученный оператор d̃iv является расширением класси-

ческого оператора дивергенции с (C1(Q̄))n на (C1(Q̄1, Q̄2))
n, т.е.

d̃iv : (C1(Q̄1, Q̄2))
n → (C(Q̄))∗.

Нетрудно убедиться, что для обобщённой дивергенции имеет место ана-
лог формулы интегрирования по частям∫

Ω

d̃iv(ω)vdΩ =

∫
∂Ω

(ωv,nΩ)d(∂Ω)−
∫

Ω1∪Ω2

(ω, grad(v))dΩ, (7)

где v ∈ C(Ω̄) ∩ C1(Ω̄1, Ω̄2).
Отметим, что интеграл в левой части следует понимать как результат

применения функционала d̃iv(ω) к функции v. В дальнейшем это обозна-
чение будет сохранять такой же смысл.
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Рассмотрим следующую систему уравнений:{
ut + d̃iv(ω) + qu+ αuδ(γ) = −f,
ω = −Kgrad(u),

(8)

где (t, ξ) ∈ Q, u ∈ C(Q̄) ∩ C1(Q̄1, Q̄2), ω ∈ (C1(Q̄1, Q̄2))
n.

Эту систему уравнений можно представить в операторной форме Lx = F ,
где x = (u, ω), а оператор L задаётся символической матрицей

L =

(
∂
∂t + q + αδ(γ) d̃iv

Kgrad E

)
, F =

(
−f
0

)
. (9)

Систему (8) с начально-краевыми условиями (3) назовём моделью Дем-
ченко задачи (1)-(3).

2. Основные функциональные пространства

Обозначим пространство гладких функций, удовлетворяющих начально-
краевым условиям (3), как

C1
гр = {u ∈ C(Q̄) ∩ C1(Q̄1, Q̄2) | u|t=0, u|ξ∈∂Ω = 0}.

Введём в рассмотрение линейное множество D ⊂ C1гр × (C1(Q̄1, Q̄2))
n,

которому принадлежат пары (u, ω), удовлетворяющие условиям сопряже-
ния (5).

Для условия сопряжения

[(Kη,n)]γ = αv|γ (10)

и начально-краевых условий

v|t=T = 0, v|ξ∈∂Ω = 0 (11)

рассмотрим также линейное множество D∗ ⊂ C1
гр* × (C1(Q̄1, Q̄2))

n, кото-

рому принадлежат пары (v, η), удовлетворяющие (10). Здесь

C1
гр* = {v ∈ C(Q̄) ∩ C1(Q̄1, Q̄2) | v|t=T , v|ξ∈∂Ω = 0}.

Рассмотрим следующую норму на множествах D и D∗

∥x∥2+ = ∥u∥2W 1
2
+ ∥ω∥2Ln

2 (Q1∪Q2)
, ∥u∥2W 1

2
=

∫
Q

u2t +

n∑
i=1

u2ξidQ. (12)

Пусть W 1
2 и W 1

2∗ — пополнение множеств C1гр и C1
гр* по норме ∥ · ∥W 1

2
,

а X и Y — пополнение множеств D и D∗ по норме ∥ · ∥+ соответственно.
Через W−1

2 и W−1
2∗ обозначим негативные относительно L2(Q) простран-

ства для W 1
2 и W 1

2∗ соответственно.
В силу теоремы о следах существует непрерывный оператор взятия сле-

да T : W 1
2 → L2(Qγ). Поэтому для произвольного x ∈ X имеет смысл

след [(ω,n)]γ , являющийся элементом пространства L2(Qγ). Аналогичное
утверждение имеет место и в пространстве Y .
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Далее будем считать, что оператор L действует из пространства X в
пространство Y ∗. В качестве его области определения пока возьмём мно-
жество D. Кроме этого, введём в рассмотрение сопряжённый оператор L∗,
действующий из пространства Y в X∗. Этот оператор задаётся следующей
символической матрицей

L∗ =

(
− ∂
∂t + q + αδ(γ) −d̃ivK′

−grad E

)
.

Сопряжённым оператор L∗ является в том смысле, что для всех элемен-
тов x ∈ D ⊂ X, y ∈ D∗ ⊂ Y выполняется равенство

⟨Lx, y⟩Y ∗,Y = ⟨x,L∗y⟩X,X∗ .

Задачу нахождения такого x ∈ X, что Lx = F ∈ Y ∗, назовём обобщённой
постановкой задачи (1)–(3). Аналогично операторное уравнение L∗y = G,
где G ∈ X∗, назовём обобщённой постановкой сопряжённой задачи.

3. Априорные оценки

Установим систему априорных оценок для операторов L и L∗, необхо-
димую для доказательства существования и единственности решения за-
дачи (1)–(3). Используя неравенство Коши-Буняковского, а также ограни-
чения на коэффициенты уравнения (1), несложно установить следующую
лемму.

Лемма 1. Существует такая положительная константа c, что для
всех x = (u, ω) ∈ D справедливо неравенство ∥Lx∥Y ∗ 6 c∥x∥X .

Лемма позволяет расширить по непрерывности оператор L на всё про-
странство X. Расширенный оператор обозначим L̄. Неравенство леммы
остаётся справедливым и для него.

Аналогичная лемма имеет место и для сопряжённого оператора, который
также можно расширить на всех пространство Y .

Лемма 2. Существует такая положительная константа c, что для
всех y = (v, η) ∈ Y справедливо неравенство ∥L̄∗y∥X∗ 6 c∥y∥Y .

Покажем существование оценок снизу.

Лемма 3. Существует такая положительная константа c, что для
всех x = (u, ω) ∈ X справедливо неравенство c∥u∥L2(Q) 6 ∥L̄x∥Y ∗.

Доказательство. Рассмотрим значения функционала L̄x ∈ Y ∗ на элемен-
те y = (v, η) ∈ Y , где

v = −
t∫

T

e−τu(τ, ξ) dτ, η = grad(v).
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Оценим билинейную форму

⟨L̄x, y⟩Y ∗,Y = (ut + qu, v)L2(Q) +

∫
Q
d̃iv(ω)vdQ+

+(αu, v)L2(Qγ) +

2∑
k=1

n∑
i,j=1

(kijuξj , η
i
k)L2(Qk) +

2∑
k=1

n∑
i=1

(ωik, η
i
k)L2(Qk). (13)

Оценим первое слагаемое, используя формулу интегрирования по ча-
стям, а также условия (11) и тот факт, что u = −etvt

(ut + qu, v)L2(Q) = (ut, v)L2(Q) − (qetvt, v)L2(Q) = −(u, vt)L2(Q)−

−1

2

∫
Q
(qetv2)t − qetv2dQ =

∫
Q
e−tu2dQ+

+
1

2

∫
Ω
qv2|t=0dΩ+

1

2

∫
Q
qetv2dQ > c∥u∥2L2(Q).

Рассмотрим второе слагаемое из правой части (13). Воспользуемся ана-
логом формулы (7).

T∫
0

∫
Ω

d̃iv(ω)v dΩdt =

T∫
0

∫
∂Ω

(ωv,nΩ) d(∂Ω)dt−
T∫
0

∫
Ω1∪Ω2

(ω, grad(v)) dΩdt.

За счёт условий (11) интеграл по (0;T )×∂Ω равен нулю. Второй интеграл
преобразуем с помощью равенства η = grad(v).

−
∫

Q1∪Q2

(ω, grad(v))dQ = −
∫

Q1∪Q2

(ω, η)dQ = −
2∑

k=1

n∑
i=1

(ωik, η
i
k)L2(Qk).

Поэтому второе и пятое слагаемые в правой части (13) в сумме дают ноль.
Третье слагаемое в (13) интегрируем по частям по временной перемен-

ной, учитывая, что u = −etvt и условие (11)

(αu, v)L2(Qγ) = −
∫
Qγ

αetvtvdQγ =
1

2

∫
γ

αv2|t=0dγ +
1

2

∫
Qγ

αetv2dQγ > 0.

Осталось рассмотреть четвёртое слагаемое из (13). Его преобразуем ана-
логично предыдущему, воспользовавшись ограничением на коэффициен-
ты kij . Получаем

2∑
k=1

n∑
i,j=1

(kijuξj , η
i
k)L2(Qk) = −

n∑
i,j=1

∫
Q

etkijvtξjvξidQ =

=
1

2

n∑
i,j=1

(∫
Ω

kijvξjvξi |t=0dΩ+

∫
Q

kije
tvξjvξidQ

)
> c

n∑
i=1

∫
Q

v2ξidQ.
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Таким образом, выполняется неравенство

⟨L̄x, y⟩Y ∗,Y > c∥u∥2L2(Q) + c

n∑
i=1

∥vξi∥
2
L2(Q).

Покажем, что

∥y∥2Y 6 c∥u∥2L2(Q) + c

n∑
i=1

∥vξi∥
2
L2(Q).

Действительно, поскольку η = grad(v), то

∥y∥2Y = ∥vt∥2L2(Q) +
n∑
i=1

∥vξi∥
2
L2(Q) + ∥η∥2Ln

2 (Q) = ∥e−tu∥2L2(Q)+

+2

n∑
i=1

∥vξi∥
2
L2(Q) 6 c∥u∥2L2(Q) + c

n∑
i=1

∥vξi∥
2
L2(Q).

Воспользовавшись неравенством Шварца, получаем

∥L̄x∥Y ∗∥y∥Y > ⟨L̄x, y⟩Y ∗,Y > c∥u∥L2(Q)∥y∥Y .

Сокращаем на ∥y∥Y и приходим к утверждению леммы. �

Аналогичным образом доказывается соответствующее утверждение для
сопряжённого оператора.

Лемма 4. Существует такая положительная константа c, что для
всех y = (v, η) ∈ Y справедливо неравенство c∥v∥L2(Q) 6 ∥L̄∗y∥X∗ .

Отметим, что оценки снизу имеют неклассический вид, а именно, вме-
сто нормы элементов x или y в левой части фигурирует лишь полунорма.
Таким образом, полученных априорных оценок может быть недостаточно
для доказательства единственности решения уравнения L̄x = F . Проблему
можно устранить за счёт инъективности оператора L̄.

Лемма 5. Операторы L̄ и L̄∗ инъективны.

Доказательство. Рассмотрим уравнение L̄x = 0. Допустим, оно имеет
нетривиальное решение x = (u, ω). Используя неравенство леммы 3, по-
лучаем, что u = 0. С учетом этого имеем

⟨L̄x, y⟩Y ∗,Y =
2∑

k=1

n∑
i=1

(
(ωik)ξi , v

)
L2(Qk)

+ ([(ω,n)]γ , v)L2(Qγ)+

+
2∑

k=1

n∑
i=1

(ωik, η
i
k)L2(Qk) =

2∑
k=1

n∑
i=1

(
ωik,−vξi + ηik

)
L2(Qk)

+ ([(ω,n)]γ , v)L2(Qγ).

Нетрудно убедиться, что для произвольного малого ε > 0 существует
такой y = (0, ω̃) ∈ Y , что ∥ω−ω̃∥Ln

2 (Q) < ε. Подставляя этот y в предыдущее
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равенство, получаем

0 = ⟨0, y⟩Y ∗,Y = ⟨L̄x, y⟩Y ∗,Y =

2∑
k=1

n∑
i=1

(
ωik, ω̃

i
k

)
L2(Qk)

= (ω, ω̃)Ln
2 (Q) =

= ∥ω∥2Ln
2 (Q) + (ω, ω̃ − ω)Ln

2 (Q) > ∥ω∥2Ln
2 (Q) − ε∥ω∥Ln

2 (Q).

Откуда следует, что ω = 0. �

3. Теоремы существования и единственности

Теорема 1. Для произвольной правой части F = (f, 0) ∈ Y ∗, такой что
f ∈ L2(Q), существует единственный x ∈ X, что L̄x = F в Y ∗.

Доказательство. Для произвольного y ∈ Y с учётом неравенства Шварца
и системы априорных оценок верно

|⟨F, y⟩Y ∗,Y | = |(f, v)L2(Q)| 6 ∥f∥L2(Q)∥v∥L2(Q) 6 c∥L̄∗y∥X∗ .

За счёт инъективности оператора L̄∗ выражение ⟨F, y⟩Y ∗,Y можно рас-
сматривать как линейный непрерывный функционал от µ = L̄∗y в X∗.
По теореме Хана-Банаха расширяем его по непрерывности на всё про-
странство X∗. Тогда по теореме Рисса существует элемент x ∈ X, такой
что ⟨L̄∗y, x⟩X∗,X = ⟨F, y⟩Y ∗,Y для всех y ∈ Y . Отсюда получаем равен-
ство ⟨L̄x, y⟩Y ∗,Y = ⟨F, y⟩Y ∗,Y для всех y ∈ Y , т.е. L̄x = F в Y ∗. Единствен-
ность решения следует из инъективности оператора L̄. �

Таким образом, для произвольной правой части f ∈ L2(Q) существует
единственное обобщённое решение u ∈W 1

2 системы (1)–(3).

Определение 1. Функцию u ∈ L2(Q) назовём слабым решением систе-
мы (1)–(3), если существует такая последовательность xk = (uk, ωk) ∈ X,
что

∥u− uk∥L2(Q) → 0, ∥F − L̄xk∥Y ∗ → 0, k → ∞.

Из доказанных априорных оценок легко видеть, что если x = (u, ω) удо-
влетворяет уравнению L̄x = F , тогда u будет слабым решением (1)–(3).

С учётом плотности множества L2(Q) в W−1
2∗ несложно установить тео-

рему.

Теорема 2. Для произвольной правой части F = (f, 0) ∈ Y ∗, где f ∈W−1
2∗ ,

существует единственное слабое решение u ∈ L2(Q) системы (1)–(3).

Аналогичные теоремы нетрудно установить и для сопряжённого уравне-
ния.
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