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Abstract. This work is devoted to the analysis of results of reali-
zation of numerical DS-algorithm [1] on multiprocessor systems, and
highlighting new opportunities that this algorithm opens, compared
to other methods. The analysis conducted by the example of initial
value problem for the system of Navier-Stokes. The scheme of the
proposed approach, tested and the analysis results.
Keywords: system of Navier-Stokes equations, parallel computing.

Резюме. Дану роботу присвячено аналiзу результатiв реалiза-
цiї чисельного ДС-алгоритму [1] на багатопроцесорних системах
та висвiтленню нових можливостей, якi цей алгоритм вiдкриває,
в порiвняннi з iншими методами. Аналiз проведено на прикла-
дi початково-крайової задачi для системи рiвнянь Нав’є-Стокса.
Розроблено схему реалiзацiї пiдходу, проведено тестування i зро-
блено аналiз результатiв.
Ключовi слова: системи рiвнянь Нав’є-Стокса, паралельнi об-
числення.

Вступ

Розробка чисельних методiв для паралельних комп’ютерних комплексiв
iнтенсивно розпочалася ще в 70-х роках минулого сторiччя. Достатньо пов-
ний огляд робiт того часу зроблено в [2]. У [3, 4] запропоновано новi методи
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розпаралелювання при побудовi розв’язкiв сiткових рiвнянь, в [5] розгля-
нуто можливiсть використовувати метод скiнченних елементiв при розв’я-
зуваннi стацiонарної системи рiвнянь Нав’є-Стокса на обчислювальному
комплексi CRAY-90. Паралельну стратегiю, запропоновану в [6], викори-
стовували спiльно з декомпозицiєю областi для побудови полiв потокiв.

Досвiд використання обчислювальних алгоритмiв показує, що досить ча-
сто навiть високоефективнi на послiдовних обчислювальних системах чи-
сельнi методи виявляються мало або зовсiм не ефективними на багатопро-
цесорних [2]. У роботi [1] запропоновано ДС-алгоритм для розв’язування
початково-крайових задач для систем Нав’є-Стокса, який добре зарекомен-
дував себе при одно поточному обчисленнi. У данiй роботi розроблено мето-
дику реалiзацiї цього алгоритму на багатопроцесорних системах. Основну
концепцiю i дослiдження алгоритму висвiтлено у роботах [1, 7]. Метою цiєї
роботи є метод реалiзацiї i аналiз практичної ефективностi використання
даного ДС-алгоритму на багатопроцесорних комплексах.

Як вiдомо [2, 8], основною характеристикою ефективностi паралельних
процесiв Ep =

Sp

p є його прискорення по вiдношенню до однопроцесорного

режиму Sp =
Tseq
Tp par

, де Tseq — час виконання алгоритму на послiдовному
комп’ютерi, Tp par — час виконання на p паралельних. Це, зокрема, досяга-
ється рiвномiрнiстю i ступенем завантаженостi процесорiв та мiнiмiзацiєю
частоти комунiкацiйних обмiнiв. Ефективнiсть алгоритму також визнача-
ють чотири внутрiшнi концепцiї:

1. можливiсть розпаралелення системи рiвнянь на рiвнi рiвнянь,
2. розпаралелння системи за просторовими змiннiми,
3. розпаралелення системи за фiзичними процесами,
4. розпаралелення системи за допомогою розщеплення даних.

У запропонованому алгоритмi реалiзовано першу та останню концепцiї.

1. Об’єкт дослiдження
Дослiдження проводиться на прикладi математичної моделi, яка в обла-

стi G = {Ω× (0 < t < T )}, Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} вiдображає
динамiку руху в’язкої нестислої рiдини i при заданих початкових та гра-
ничних умовах описується системою рiвнянь Нав’є-Стокса

∂u

∂t
= −1

ρ

∂P

∂x
+ υ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− ∂(u)2

∂x
− ∂ (uv)

∂y
+ ψ1 (x, y, t) ; (1)

∂v

∂t
= −1

ρ

∂P

∂y
+ υ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
− ∂ (uv)

∂x
− ∂(v)2

∂y
+ ψ2 (x, y, t) ; (2)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (3)

де u, v — проекцiї вектора швидкостi, P — тиск, ρ — щiльнiсть, υ — в’яз-
кiсть. Для знаходження розв’язку цiєї задачi, тобто, значень u, v, P, у
роботах [1, 7] запропоновано адаптацiю ДС-алгоритму до цiєї системи, за-
писаної як у дивергентнiй (рiвняння(1)–(3)), так i недивергентнiй формi
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подання [7]. Крiм того, у роботi [7] обґрунтовано консервативнiсть алгори-
тму, дисипативнiсть та сумарну апроксимацiю O

(
τ2 + h2

)
. Далi для аналi-

зу можливостей розпаралелювання даного алгоритму використано рiзни-
цеву схему для недивергентного вигляду у вiдповiдностi до роботи [1].

За загальною методикою ДС-алгоритму введену на Ω сiткову область
ωτh = {xi, yj , tn : xi = ihx, yj = jhy, tn = nτ, τ > 0} роздiлено на двi допо-
мiжнi Ω(1,n)

τh й Ω
(2,n)
τh . До першої вiднесемо точки, для яких сума iндексiв

s = i+ j + n — парна, а до другої — решту. Через ∂ωτh позначимо сiткову
границю ωτh. Значення, обчисленi на непарних кроках (2n+ 1) , сприйма-
ються як допомiжнi (предиктор). Розв’язком задачi вважаємо значення,
обчисленi на парних кроках (2n+ 2) (коректор). Це реалiзує перехiд з ча-
сового шару 2nτ на шар (2n+ 2) τ . Для побудови чисельного розв’язку
задачi, як i в [1,7], вiд системи, записаної у виглядi системи (1)–(3), пере-
ходимо до системи, в якiй рiвняння (3) замiнено на рiвняння Пуассона для
тиску [9]

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
= f

(
u, v,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y

)
. (4)

Параболiчнiсть рiвнянь (1), (2) та елiптичнiсть (4) дозволяє знаходити
розв’язки P та u, v на рiзних часових кроках: P — на непарних (2n+ 1), а
u та v — на парних (2n+ 2).

2. Алгоритм розв’язування

Алгоритм побудови розв’язку складається з семи блокiв.

Блок 1. Введення даних.
Блок 2. Введення початкових та граничних даних.
Блок 3. Iтерацiйне обчислення значень тиску P на кроцi (2n+ 1),
n = 0, 1 ... .
Блок 4. Обчислення значень u та v на (2n+ 1) кроцi для сiток
Ω
(1,2n+1)
τh та Ω

(2,2n+1)
τh (предиктор).

Блок 5. Обчислення значень u та v на (2n+ 2) кроцi для Ω
(1,2n+2)
τh

та Ω
(2,2n+2)
τh (розв’язок).

Блок 6. Перевiрка умов закiнчення розрахунку.
Блок 7. Виведення отриманих даних.

В кожному з цих блокiв програмно реалiзуємо вказанi функцiї.
Блок 1. Вводимо розмiри областi a, b; кiлькiсть вузлiв сiтки по x –mx та

по y –my; кiлькiсть процесорiв p та задаємо крок сiтки hx = a
mx

, hy = b
my
, τ.

Обраховуємо розмiри масивiв M = mx×my для запису початкових значень
P , u, v.

Блок 2. Вводимо початковi u0, v0,P 0 та граничнi данi функцiй P, u, v.
Блок 3. Iтерацiйно визначаємо тиск P на кроцi (2n+ 1). Рiзницеве рiв-

няння (4) розв’язуємо, використовуючи iтерацiйний процес, запропонова-
ний в [10]. Початкове наближення функцiї P на першому кроцi (n = 0)
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задаємо довiльно, але узгоджено iз заданими граничними умовами. По-
кладаючи s номером iтерацiї, а τ1 — iтерацiйним параметром, обчислення
тиску для кожного часового кроку (2n+ 1) τ проводимо за формулами:

на границi P 2s+1
∣∣
∂ωτh

= P (x, y, (2n+ 1) τ)|∂ωτh
,

на множинi Ω(1,2s+1)
τh

P 2s+1
ij = P 2s

ij

(
1− 2τ1

(
1
h2x

+ 1
h2y

))
+ τ

h2x

(
P 2s
i+1j + P 2s

i−1j

)
+

+ τ
h2y

(
P 2s
ij+1 + P 2s

ij−1

)
− τ1φij ,

(5)

для Ω
(2,2s+1)
τh

P 2s+1
ij =

[
1/
(
1 + 2τ1

(
1
h2x

+ 1
h2y

)) ]
×

×
[
P 2s
ij + τ

h2x

(
P 2s+1
i+1j + P 2s+1

i−1j

)
+ τ

h2y

(
P 2s+1
ij+1 + P 2s+1

ij−1

)
− τ1φij

]
.

(6)

Далi обчислюємо граничнi умови P 2s+2
∣∣
∂ωτh

= P (x, y, (2n+ 2) τ)|∂ωτh

i для Ω
(1,2s+2)
τh

P 2s+2
ij = P 2s+1

ij

(
1− 2τ1

(
1
h2x

+ 1
h2y

))
+ τ

h2x

(
P 2s+1
i+1j + P 2s+1

i−1j

)
+

+ τ
h2y

(
P 2s+1
ij+1 + P 2s+1

ij−1

)
− τ1φij ,

(7)

а для Ω
(2,2s+2)
τh

P 2s+2
ij =

[
1/
(
1 + 2τ1

(
1
h2x

+ 1
h2y

)) ]
×

×
[
P 2s+1
ij + τ

h2x

(
P 2s+2
i+1j + P 2s+2

i−1j

)
++ τ

h2y

(
P 2s+2
ij+1 + P 2s+2

ij−1

)
− τ1φij

]
.

(8)

Якщо виконується умова
∥∥P 2s+2 − P 2s+1

∥∥ ≥ ε, збiльшуємо значення s
i повторюємо обчислення за формулами (5)–(8). У формулах (7), (8) φij
обчислюється за формулою

φij = 2
u2ni+1j − u2ni−1j

2hx

v2nij+1 − v2nij−1

2hy
− 2

u2nij+1 − u2nij−1

2hy

v2ni+1j − v2ni−1j

2hx
+

+ψ′
1x

2n+1
+ ψ′

2y
2n+1 ∀ s ∈ N.

Блок 4. Значення u та v на (2n + 1) кроцi у вiдповiдностi до [1] обчи-
слюємо в точках для Ω

(1,2n+1)
τh

u2n+1
ij =

a2n12 (ij)F
2n
2 (ij)− a2n22 (ij)F

2n
1 (ij)

a2n21 (ij) a
2n
12 (ij)− a2n11 (ij) a

2n
22 (ij)

, (9)

v2n+1
ij =

a2n21 (ij)F
2n
1 (ij)− a2n11 (ij)F

2n
2 (ij)

a2n21 (ij) a
2n
12 (ij)− a2n11 (ij) a

2n
22 (ij)

, (10)

де

a2n11 (ij) =

(
1 +

τ

2hx

(
u2ni+1j − u2ni−1j

))
, a2n12 (ij) =

τ

2hy

(
u2nij+1 − u2nij−1

)
,

a2n21 (ij) =
τ

2hx

(
v2ni+1j − v2ni−1j

)
, a2n22 (ij) = 1 +

τ

2hy

(
v2nij+1 − v2nij−1

)
,
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F 2n
1 (ij) = u2nij + τ

(
Lu2nij − 1

ρ

P 2n+1
i+1j − P 2n+1

i−1j

2hx

)
,

F 2n
2 (ij) = v2nij + τ

(
Lv2nij − 1

ρ

P 2n+1
ij+1 − P 2n+1

ij−1

2hy

)

при Lu2nij = ν2n+1
ij

(
u2ni−1j−u2nij +u2ni+1j

h2x
+

u2nij−1−u2nij +u2nij+1

h2y

)
.

А в точках Ω
(2,2n+1)
τh

u2n+1
ij =

b2n+1
12 (ij)Φ2n+1

2 (ij)− b2n+1
22 (ij)Φ2n+1

1 (ij)

b2n+1
21 (ij) b2n+1

12 (ij)− b2n+1
11 (ij) b2n+1

22 (ij)
, (11)

v2n+1
ij =

b2n+1
21 (ij)Φ2n+1

1 (ij)− b2n+1
11 (ij)Φ2n+1

2 (ij)

b2n+1
21 (ij) b2n+1

12 (ij)− b2n+1
11 (ij) b2n+1

22 (ij)
, (12)

де b2n+1
11 = 1 + τ

2hx

(
u2n+1
i+1j − u2n+1

i−1j

)
+ 2τυ2n+1

ij

(
1
h2x

+ 1
h2y

)
,

b2n+1
12 = τ

2hy

(
u2n+1
ij+1 − u2n+1

ij−1

)
, b2n+1

21 = τ
2hx

(
v2n+1
i+1j − v2n+1

i−1j

)
,

b2n+1
22 = 1 + τ

2hy

(
v2n+1
ij+1 − v2n+1

ij−1

)
+ 2τυ2n+1

ij

(
1
h2x

+ 1
h2y

)
,

Φ2n+1
1 = u2nij + τυ2n+1

ij

(
u2n+1
i−1j +u2n+1

i+1j

h2x
+

u2n+1
ij−1 +u2n+1

ij+1

h2y

)
− τ

ρ

P 2n+1
i+1j −P 2n+1

i−1j

2hx
,

Φ2n+1
2 = v2nij + τυ2n+1

ij

(
v2n+1
i−1j +v2n+1

i+1j

h2x
+

v2n+1
ij−1 +v2n+1

ij+1

h2y

)
− τ

ρ

P 2n+1
ij+1 −P 2n+1

ij−1

2hy
.

Блок 5. Обчислюємо значення u та v на (2n+ 2) кроцi для Ω
(1,2n+2)
τh

u2n+2
ij = u2n+1

ij

(
1− τ

2hx

(
u2n+1
i+1j − u2n+1

i−1j

)
− 2τν2n+1

ij

(
1
h2x

+ 1
h2y

))
+

+u2n+1
ij−1

(
τv2n+1

ij

2hy
+

τν2n+1
ij

h2y

)
+ u2n+1

ij+1

(
− τv2n+1

ij

2hy
+

τν2n+1
ij

h2y

)
+

+
τν2n+1

ij

h2x

(
u2n+1
i−1j + u2n+1

i+1j

)
− τ

ρ

P 2n+1
i+1j −P 2n+1

i−1j

2hx
,

(13)

v2n+2
ij = v2n+1

ij

(
1− τ

2hy

(
v2n+1
ij+1 − v2n+1

ij−1

)
− 2τν2n+1

ij

(
1
h2x

+ 1
h2y

))
+

+v2n+1
i−1j

(
τu2n+1

ij

2hx
+

τν2n+1
ij

h2x

)
+ v2n+1

i+1j

(
− τu2n+1

ij

2hx
+

τν2n+1
ij

h2x

)
+

+
τν2n+1

ij

h2y

(
v2n+1
ij−1 + v2n+1

ij+1

)
− τ

ρ

P 2n+1
ij+1 −P 2n+1

ij−1

2hy
,

(14)

а для Ω
(2,2n+2)
τh

u2n+2
ij =

[
1/

(
1 +

2τν2n+1
ij

h2x
+

2τν2n+1
ij

h2y

) ] [
u2n+1
ij

(
1− τ

2hx

(
u2n+2
i+1j − u2n+2

i−1j

))
−

− τν2n+1
ij

2hy

(
u2n+2
ij+1 − u2n+2

ij−1

)
+

τν2n+1
ij

h2x

(
u2n+2
i−1j + u2n+2

i+1j

)
+

+
τν2n+1

ij

2h2y

(
u2n+2
ij−1 + u2n+2

ij+1

)
− τ

ρ

P 2n+1
i+1j −P 2n+1

i−1j

2hx

]
,

(15)
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v2n+2
ij =

[
1/

(
1 +

2τν2n+1
ij

h2x
+

2τν2n+1
ij

h2y

) ] [
v2n+1
ij

(
1− τ

2hy

(
v2n+2
ij+1 − v2n+2

ij−1

))
−

− τu2n+1
ij

2hx

(
v2n+2
i+1j − v2n+2
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ij
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ij
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ρ

P 2n+1
ij+1 −P 2n+1

ij−1

2hy

]
.

(16)
Блок 6 перевiряє умови припинення процесу.
Блок 7 у розрахунках не приймає участi.

3. Реалiзацiя алгоритму на багатопроцесорних комплексах

В апаратнiй реалiзацiї використовуємо MIMD-архiтектуру системи. Така
структура забезпечує передачу багатьох потокiв команд та багатьох пото-
кiв даних так, що кожен процесор працює пiд керiвництвом своїх власних
програм, обробляючи свої масиви даних. У нашому випадку блок 1 та блок
2 алгоритму є пiдготовчими для блокiв 3–5. Потоки початкових або вже
знайдених на попередньому кроцi значень функцiй тиску P та проекцiй
вектора швидкостi u та v обробляються командами за формулами (5)–(8)
та (9)–(16) вiдповiдно до блокiв 3–5, причому кожна з функцiй обчислює-
ться незалежно одна вiд одної. Це дає можливiсть використовувати першу
з концепцiй розпаралелювання системи на рiвнi рiвнянь. Поглибити про-
цес розпаралелення вдається, використовуючи при обчисленнi кожного з
блокiв окремi групи з p процесорiв. При обчисленнi функцiї тиску P увесь
масив даних, який складається з mx стовпчикiв, кожен з яких має my еле-
ментiв, розбиваємо на окремi потоки так, що перший мiстить стовпчики
вiд 1 до (m1 + 1), другий — вiд m1 до (m2 + 1), а останнiй — вiд mp−1

до mx. Вказана в блоцi 3 послiдовнiсть обчислень дозволяє кожному з p
процесорiв виконувати свою роботу незалежно вiд iнших. Аналогiчно ре-
алiзовано процеси розпаралелювання блокiв 4 та 5. Вiдзначимо, що при
даному пiдходi запропонований алгоритм не потребує зшивання розв’язкiв
на границях потокiв даних. Потрiбно лише додатково обмiнюватись мiж су-
сiднiми процесорами приграничними стовпчиками. Це мiнiмiзує кiлькiсть
комунiкацiйних зв’язкiв. Оскiльки затрати на розрахунок одного елемента
стовпчика для кожного процесора рiвнi, то бажано, щоб кiлькiсть елемен-
тiв у в кожному з масивiв, що припадає на один процесор, була однакова.
Тобто, щоб mk −mk−1 = k = const ∀ k = 1, p та kp = mx.

4. Тестування алгоритму

При тестуваннi алгоритму покладаємо

ψ1 (x, y, t) = 0, ψ2 (x, y, t) = αe2−2te2αy, ρ = 1.

Тодi точний розв’язок задачi (1), (2), (4) має вигляд:

u∗ (x, y, t) = −e1−teαy sin (αx) ,
v∗ (x, y, t) = e1−teαy cos (αx) ,

P ∗ (x, y, t) = ρ
α

(
e1−teαy cos (αx) + e1+α + 1

)
.
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Приймемо α = π/8, a = b = 1/8 , t > 0, ε — точнiсть, τ1 — параметр
iтерацiйного процесу.

Порiвняння одержаних результатiв з точними значеннями розв’язку по-
казали, що при ε = 10−3, τ1 = 10−3 на 1600 часових кроках максимальна аб-
солютна похибка (u, v, P ) = (0.000405, 0.000437, 0.01), а максимальна вiд-
носна похибка (%) становить вiдповiдно (u, v, P ) = (0.0069, 0.00496, 0.0254).
Доцiльно вiдмiтити високу практичну швидкiсть збiжностi iтерацiйного
алгоритму [10]. У процесi обчислення встановлено, що на кожному кроцi,
починаючи з другого, алгоритм збiгається з заданою точнiстю ε = 10−3 пе-
реважно за одну iтерацiю (2 кроки ДС-алгоритму). Проведено два варiан-
ти тестування. У першому розрахунок проводимо для чотирьох областей,
починаючи вiд квадратної зi стороною a до прямокутної зi збiльшенням
горизонтальної сторони вiд двох до восьми раз на одно-, дво-, чотири- та
восьмипроцесорних системах. Областю обчислення кожного з процесорiв
є вертикальнi сiтковi смуги. При збiльшеннi областi кроки сiтки не змi-
нюємо, а збiльшуємо кiлькiсть точок розбиття по x. Затрачений час на
розв’язування кожної з цих задач наведено в таблицi 1.

Таблиця 1. Результати обчислення часу розрахункiв

Кiлькiсть
процесо-
рiв\Сiтка

40× 40 80× 40 160× 40 320× 40

1 1.18 1.68 3.5 7.38
2 0.907569 1.1665 2.00183 3.91243
4 0.698148 0.682298 1.05686 1.90533
8 0.667001 0.509744 0.740436 1.27268

У другому варiантi змiни областi залишаються такими ж, але кожно-
му процесору видiляється горизонтальна смуга постiйної ширини, але зi
змiнною довжиною. Результати обчислення часу розрахункiв наведено у
таблицi 2.

Таблиця 2. Результати обчислення часу розрахункiв

Кiлькiсть
процесо-
рiв\Сiтка

40× 40 80× 40 160× 40 320× 40

1 1.18 1.68 3.5 7.38
2 1.00045 1.07261 1.99539 3.74008
4 0.829162 0.739025 1.26495 2.3099
8 1.06393 1.70293 1.0464 1.51764

Порiвняння результатiв з таблицi 1 та таблицi 2 показує, що збiльшення
числа елементiв обмiну суттєво збiльшує час розрахунку. Використовуючи
данi таблицi, визначимо прискорення Sp =

Tseq
Tp par

та ефективнiсть паралель-

них алгоритмiв Ep =
Sp

p у кожному з цих випадкiв.
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Таблиця 3. Прискорення для першого варiанту

Sp\Сiтка 40× 40 80× 40 160× 40 320× 40
p=2 1.30 1.44 1.75 1.89
p=4 1.69 2.46 3.31 3.87
p=8 1.77 3.29 4.73 5.80

Таблиця 4. Ефективнiсть для першого варiанту

Ep\Сiтка 40× 40 80× 40 160× 40 320× 40
p=2 0.65 0.72 0.86 0.95
p=4 0.42 0.62 0.83 0.97
p=8 0.22 0.41 0.59 0.73

Таблиця 5. Прискорення для другого варiанту

Sp\Сiтка 40× 40 80× 40 160× 40 320× 40
p=2 1.18 1.57 1.75 1.97
p=4 1.42 2.27 2.77 3.19
p=8 1.11 0.99 3.34 4.86

Таблиця 6. Ефективнiсть для другого варiанту

Ep\Сiтка 40× 40 80× 40 160× 40 320× 40
p=2 0.59 0.79 0.88 0.99
p=4 0.36 0.57 0.69 0.80
p=8 0.14 0.12 0.42 0.61

Як видно з таблиць, прискорення та ефективнiсть алгоритму суттєво
залежить вiд вiдношення часу чисто обчислювальних процесiв системи до
часу комунiкацiйних процесiв.

Висновки
Для розв’язування початково-крайових задач динамiки нестислої в’язкої

рiдини у роботi запропоновано методику розповсюдження ДС-алгоритму
на розв’язування систем рiвнянь Нав’є-Стокса з використанням обчислю-
вальних комплексiв з паралельною архiтектурою MIMD на платформi про-
грамування MPI. Проведенi обчислення показали високу ефективнiсть за-
пропонованого пiдходу, а саме, його швидкодiю та точнiсть, i пiдтверди-
ли зробленi ранiше теоретичнi висновки. Так при розв’язуваннi системи
рiвнянь Нав’є-Стокса на сiтковiй областi порядку 12 × 103 вузлiв час, ви-
трачений на розв’язування задачi, при збiльшеннi числа процесорiв вiд
двох до восьми спадає вiд 3.91 до 1.27 секунди у першому варiантi, тоб-
то, прискорення зростає, але ефективнiсть (навантаження на один проце-
сор) спадає. Середнє значення прискорення на восьмипроцесорнiй системi
становить 5.35, а ефективнiсть вiдповiдно 0.67. При цьому максимальна
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абсолютна похибка на всьому часовому вiдрiзку не перевищує вiдповiдно
(u, v, P ) = (0.000405, 0.000437, 0.01).
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