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Abstract. We consider a modification of DS-algorithm for constructi-
ng numerical solution of parabolic equations without mixed second
order derivatives. Investigated the existence of a single solution system
of difference equations. Established that the approximation error has
the second order. The advantage of the algorithm to the implicit di-
fferences scheme is that at each time step is not required to solve
large systems of algebraic equations.
Keywords: parabolic equation, DS-algorithm, approximation error,
the existence of solution.

Резюме. У роботi запропоновано модифiкацiю ДС - алгоритму
для побудови чисельного розв’язку систем параболiчних рiвнянь
другого порядку без мiшаних похiдних. Дослiджено iснування
єдиного розв’язку системи рiзницевих рiвнянь. Встановлено, що
похибка апроксимацiї має другий порядок. Перевагою алгоритму
перед неявними рiзницевими схемами є те, що на кожному часо-
вому кроцi не потрiбно розв’язувати великi системи алгебраїчних
рiвнянь.
Ключовi слова: параболiчнi рiвняння, ДС-алгоритм, похибка
апроксимацiї.

Вступ

Використання методiв математичного моделювання в нових областях на-
уки i технологiй ставить задачу розробки ефективних методiв дослiдження
нових моделей. Зокрема, виникають новi постановки задач в галузi нелiнiй-
ної оптики [1], бiоiнформатики [2], перенесення теплового випромiнювання
та енергiї [3] тощо, якi приводять до систем рiвнянь конвекцiї дифузiї. Не-
зважаючи на великий вклад, внесений провiдними вченими-математиками
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О.А. Самарським [4], Г.I.Марчуком [5], М.М. Яненком [6] та їх учнями, про-
блеми побудови розв’язкiв таких задач ще iснують. У данiй роботi запропо-
новано модифiкацiю ДС-алгоритму [7] для побудови розв’язку початково-
крайових задач переносу. Цей алгоритм, як i всi неявнi, безумовно стiйкий.
Але при його використаннi не виникає потреби на кожному часовому кро-
цi розв’язувати систему алгебраїчних рiвнянь високого порядку, рiвного
кiлькостi усiх вузлових точок областi.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI ТА МЕТОД ДОСЛIДЖЕННЯ
В областi Ω = Ωhτ × [0, T ] при заданих початкових та крайових умовах

розглянемо систему рiвнянь переносу
∂u

∂t
= L(1)(u, v),

∂v

∂t
= L(2)(u, v),

(1)

де

L(1)(u, v) = −k11
∂u

∂x
− k12

∂u

∂y
− k13

∂v

∂x
− k14

∂v

∂y
+ α11∆u+ α12∆v,

L(2)(u, v) = −k21
∂u

∂x
− k22

∂u

∂y
− k23

∂v

∂x
− k24

∂v

∂y
+ α21∆u+ α22∆v

та knij = k(xi, yj , tn).
На областi Ω = Ωhτ × [0, T ] вводиться рiвномiрна сiтка

Ωhτ =
{
(xi, yj , tn) , i = 0, Nx, j = 0, Ny, n = 0, Nt

}
,

яка розбивається на пiдмножини Ω1 = {(xi, yj , tn) | (i+ j + n)mod 2 = 0} та
Ω2 = {(xi, yj , tn) | (i+ j + n)mod 2 = 1}. Розв’язок задачi спочатку знаходи-
мо в точках сiтки Ω1

2n+1 за явними рiзницевими схемами ДС-алгоритму:{
u2n+1 = u2n + τL

(1)
h (u2n, v2n),

v2n+1 = v2n + τL
(2)
h (u2n, v2n),

де L(1)
h та L(2)

h — 5-точковi рiзницевi оператори, що апроксимують L(1) та
L(2) вiдповiдно

L
(1)
h (u2n, v2n) = −k11

u2ni+1j − u2ni−1j

2hx
− k12

u2nij+1 − u2nij−1

2hy
− k13

v2ni+1j − v2ni−1j

2hx
−

−k14
v2nij+1 − v2nij−1

2hy
+ α11

(
u2ni+1j − 2u2nij + u2ni−1j

h2x
+
u2nij+1 − 2u2nij + u2nij−1

h2y

)
+

+α12

(
v2ni+1j − 2v2nij + v2ni−1j

h2x
+
v2nij+1 − 2v2nij + v2nij−1

h2y

)
,

L
(2)
h (u2n, v2n) = −k21

u2ni+1j − u2ni−1j

2hx
− k22

u2nij+1 − u2nij−1

2hy
− k23

v2ni+1j − v2ni−1j

2hx
−
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−k24
v2nij+1 − v2nij−1

2hy
+ α21

(
u2ni+1j − 2u2nij + u2ni−1j

h2x
+
u2nij+1 − 2u2nij + u2nij−1

h2y

)
+

+α22

(
v2ni+1j − 2v2nij + v2ni−1j

h2x
+
v2nij+1 − 2v2nij + v2nij−1

h2y

)
.

Потiм в точках множини Ω2
2n+1 решта значень u2n+1, v2n+1 знаходяться за

допомогою неявних рiзницевих схем ДС-алгоритму:{
u2n+1 = u2n + τL

(1)
h (u2n+1, v2n+1),

v2n+1 = v2n + τL
(2)
h (u2n+1, v2n+1).

(2)

Тут i далi коефiцiєнти kij , αij є вiдомими функцiями координат x та y,
взятi в момент часу t2n+1.

Проблема неявних схем полягає в тому, що на кожному часовому кро-
цi доводиться розв’язувати великi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
У даному випадку цього робити не потрiбно, оскiльки в чотирьох точках
5-точкового шаблону рiзницевого оператора значення уже знайдено на по-
передньому кроцi на множинi Ω1

2n+1.
Позначимо
A = 1

τ + 2α11

(
1
h2x

+ 1
h2y

)
, B = 2α12

(
1
h2x

+ 1
h2y

)
,

Cij = u2nij · 1τ−k11
u2n+1
i+1j −u2n+1

i−1j

2hx
−k12

u2n+1
ij+1 −u2n+1

ij−1

2hy
−k13

v2ni+1j−v2ni−1j

2hx
−k14

v2nij+1−v2nij−1

2hy
+

+α11

(
u2ni+1j+u

2n
i−1j

h2x
+

u2nij+1+u
2n
ij−1

h2y

)
+ α12

(
v2ni+1j+v

2n
i−1j

h2x
+

v2nij+1+v
2n
ij−1

h2y

)
,

D = 2α21

(
1
h2x

+ 1
h2y

)
, E = 1

τ + 2α22

(
1
h2x

+ 1
h2y

)
,

Fj = v2nij · 1τ−k21
u2n+1
i+1j −u2n+1

i−1j

2hx
−k22

u2n+1
ij+1 −u2n+1

ij−1

2hy
−k23

v2ni+1j−v2ni−1j

2hx
−k24

v2nij+1−v2nij−1

2hy
+

+α21

(
u2ni+1j+u

2n
i−1j

h2x
+

u2nij+1+u
2n
ij−1

h2y

)
+ α22

(
v2ni+1j+v

2n
i−1j

h2x
+

v2nij+1+v
2n
ij−1

h2y

)
.

Тодi систему (2) можна подати у виглядi{
Au2n+1

ij +Bv2n+1
ij = Cij ,

Du2n+1
ij + Ev2n+1

ij = Fij .
(3)

Отже, система диференцiальних рiвнянь (1), записана в околi точки
(x, y, t) на сiтковiй множинi за допомогою нашого алгоритму, в околi кожної
точки областi Ωhτ трансформується в систему двох лiнiйних рiвнянь (3) з
двома невiдомими. Тобто, замiсть розв’язування системи з 2(Nx−1)(Ny−1)
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з 2(Nx−1)(Ny−1) невiдомими, що притаман-
но для неявних схем, ми знаходимо розв’язок фактично у явному виглядi

u2n+1
ij =

∣∣∣∣∣Cij B
Fij E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣A B
D E

∣∣∣∣∣
та v2n+1

ij =

∣∣∣∣∣A Cij
D Fij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣A B
D E

∣∣∣∣∣
.
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Теорема 1. Система (3) має єдиний розв’язок за умови detA ≥ 0, де

A =

(
α11 α12

α21 α22

)
.

Доведення. Пiдрахуємо значення визначника знаменника системи

AE −BD =

(
1

τ
+ 2α11

(
1

h2x
+

1

h2y

))(
1

τ
+ 2α22

(
1

h2x
+

1

h2y

))
−

−2α12

(
1

h2x
+

1

h2y

)
· 2α21

(
1

h2x
+

1

h2y

)
=

1

τ2
+

1

τ
· α22

(
1

h2x
+

1

h2y

)
+

+
1

τ
· 2α11

(
1

h2x
+

1

h2y

)
+ 2α11

(
1

h2x
+

1

h2y

)
· 2α22

(
1

h2x
+

1

h2y

)
−

−2α12

(
1

h2x
+

1

h2y

)
· 2α21

(
1

h2x
+

1

h2y

)
=

1

τ2
+

2

τ

(
1

h2x
+

1

h2y

)
(α11 + α22)+

+4

(
1

h2x
+

1

h2y

)
(α11α22 − α12α21) .

Отже, достатньою умовою того, що визначник буде бiльшим за нуль, є
α11α22 − α12α21 ≥, 0 тобто, detA ≥ 0. �

Отриманi значення є промiжним розв’язком, а за розв’язок приймає-
мо значення, знайденi на парних часових кроках. Значення шуканих фун-
кцiй на парних часових кроках обчислюються за формулами, аналогiчними
формулам для непарних часових крокiв.

Теорема 2. ДС-алгоритм має похибку апроксимацiї O
(
τ2 + h2x + h2y

)
.

Доведення. Запишемо апроксимацiю першого рiвняння системи (1) у до-
вiльнiй фiксованiй точцi (xi, yj) в момент часу 2n+ 1 (явна схема):

u2n+1
ij − u2nij

τ
= −k11

u2ni+1j − u2ni−1j

2hx
− k12

u2nij+1 − u2nij−1

2hy
− k13

v2ni+1j − v2ni−1j

2hx
−

−k14
v2nij+1 − v2nij−1

2hy
+ α11

(
u2ni+1j − 2u2nij + u2ni−1j

h2x
+
u2nij+1 − 2u2nij + u2nij−1

h2y

)
+

+α12

(
v2ni+1j − 2v2nij + v2ni−1j

h2x
+
v2nij+1 − 2v2nij + v2nij−1

h2y

)
та у момент часу 2n+ 2 (неявна схема):

u2n+2
ij − u2n+1

ij

τ
= −k11

u2n+2
i+1j − u2n+2

i−1j

2hx
−k12

u2n+2
ij+1 − u2n+2

ij−1

2hy
−k13

v2n+2
i+1j − v2n+2

i−1j

2hx
−

−k14
v2n+2
ij+1 −v

2n+2
ij−1

2hy
+α11

(
u2n+2
i+1j −2u2n+2

ij +u2n+2
i−1j

h2x
+
u2n+2
ij+1 −2u2n+2

ij + u2n+2
ij−1

h2y

)
+
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+α12

(
v2n+2
i+1j − 2v2n+2

ij + v2n+2
i−1j

h2x
+
v2n+2
ij+1 − 2v2n+2

ij + v2n+2
ij−1

h2y

)
.

Додамо цi два рiвняння та зведемо подiбнi доданки

u2n+1
ij − u2nij

τ
+
u2n+2
ij − u2n+1

ij

τ
= −k11

(
u2ni+1j − u2ni−1j

2hx
+
u2n+2
i+1j − u2n+2

i−1j

2hx

)
−

−k12

(
u2nij+1−u2nij−1

2hy
+
u2n+2
ij+1 −u

2n+2
ij−1

2hy

)
−k13

(
v2ni+1j−v2ni−1j

2hx
+
v2n+2
i+1j −v

2n+2
i−1j

2hx

)
−

−k14

(
v2nij+1 − v2nij−1

2hy
+
v2n+2
ij+1 − v2n+2

ij−1

2hy

)
+

+α11

(
u2ni+1j − 2u2nij + u2ni−1j

h2x
+
u2nij+1 − 2u2nij + u2nij−1

h2y
+

+
u2n+2
i+1j − 2u2n+2

ij + u2n+2
i−1j

h2x
+
u2n+2
ij+1 − 2u2n+2

ij + u2n+2
ij−1

h2y

)
+

α12

(
v2ni+1j − 2v2nij + v2ni−1j

h2x
+
v2nij+1 − 2v2nij + v2nij−1

h2y
+

+
v2n+2
i+1j − 2v2n+2

ij + v2n+2
i−1j

h2x
+
v2n+2
ij+1 − 2v2n+2

ij + v2n+2
ij−1

h2y

)
.

Розкладемо кожну сiткову функцiю в околi точки (xi, yj , tn) у ряд Тей-
лора, наприклад, ui±1 = ui ± hu′i +

h2

2 u
′′
i ± h3

3! u
′′′
i + O(h4), де h — крок за

вiдповiдною змiнною. Пiдставивши цi розвинення в останнє рiвняння i ско-
риставшись тим, що для гладких функцiй F

(
u2n + u2n+2

)
= 2F

(
u2n+1

)
+

+O
(
τ2
)
, отримаємо залишковий член похибки апроксимацiї у виглядi(

τ2

3
u′′′t

)2n+1

+2k11

(
h2x
3
u′′′x

)2n+1

+2k12

(
h2y
3
u′′′y

)2n+1

+2k13

(
h2x
3
v′′′x

)2n+1

+

+2k14

(
h2y
3
v′′′y

)2n+1

+O(τ3) +O(h3x) +O(h3y).

В силу довiльностi точки (xi, yj , tn) стверджуємо, що похибка апроксимацiї
розв’язку нашої задачi буде O

(
τ2 + h2x + h2y

)
. Аналогiчнi результати одер-

жуємо для другого рiвняння системи. �
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Висновки
У роботi запропоновано модифiкацiю ДС-алгоритму для побудови чи-

сельного розв’язку систем параболiчних рiвнянь другого порядку без мi-
шаних похiдних. Дослiджено iснування єдиного розв’язку системи рiзнице-
вих рiвнянь. Встановлено, що похибка апроксимацiї має другий порядок.
Перевагою алгоритму перед неявними рiзницевими схемами є те, що на
кожному часовому кроцi не потрiбно розв’язувати великi системи алгебра-
їчних рiвнянь. Це свiдчить про ефективнiсть даного алгоритму.
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