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Abstract. In the paper an efficient method of numerical simulation
of water transport using of two-step simmetrizable difference algori-
thm (DS-algorithm) in combination with the Newton method for
the non-linear equations is described. Results of simulation of three-
dimensional water transport from several buried point sources which
are described by means of a Dirac delta function are shown. The
offered method allows to solve problems of identification of optimal
coordinates and capacities of sources for ensuring the given level of
humidification of a soil.
Keywords: finite Difference Scheme, numerical Simulation, water
transport, Richards-Klute equation.

Резюме. У статтi описано ефективний метод чисельного моде-
лювання вологоперенесення з використанням двокрокового симе-
тризованого рiзницевого алгоритму (ДС-алгоритму) в поєднаннi
з методом Ньютона для нелiнiйних рiвнянь. Продемонстровано
результати моделювання тривимiрного вологоперенесення з де-
кiлькох заглиблених точкових джерел, що описуються за допо-
могою дельта-функцiї Дiрака. Запропонований метод дозволяє
розв’язувати задачi iдентифiкацiї оптимальних координат i поту-
жностей джерел для забезпечення заданого рiвня зволоженостi
ґрунту.
Ключовi слова: cкiнченно-рiзницева схема, чисельне моделю-
вання, вологоперенесення, рiвняння Рiчардса-Клюта
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1. Вступ
Мiкрозрошення — сучасна технологiя поливу ґрунту, для якої характер-

ним є невеликий об’єм води та зони зволоження порiвняно iз традицiйними
методами iррiгацiї. Зокрема, до мiкрозрошення належать крапельне зроше-
ння, мiкродощування i дрiбнодисперсне зрошення. Найбiльш ефективним
та перспективним вважається крапельне зрошення, коли воду у невеликих
об’ємах повiльно подають через крапельницi на локальнi дiлянки ґрунту,
що забезпечує економний та контрольований режим поливу.

Для побудови оптимальної системи мiкрозрошення необхiдно компле-
ксно розв’язати ряд гiдравлiчних (для оптимального вибору дiаметрiв труб
магiстральної та поливної систем) та гiдродинамiчних задач (для прогно-
зування розподiлу води залежно вiд потужностi крапельниць та вiдстанi
мiж ними, а також властивостей ґрунту). Однiєю з важливих складових
цiєї задачi є прогнозування розподiлу води в ґрунтi на основi математи-
чного моделювання вологоперенесення. Воно вимагає урахування багатьох
чинникiв, зокрема, вологопроникненостi ґрунту, евапотранспiрацiї, режи-
му поливу, вiдстанi мiж джерелами води тощо. Вологоперенесення в ґрунтi
при крапельному зрошеннi має яскраво виражений багатовимiрний хара-
ктер i, в iдеалi, вимагає розв’язання тривимiрної початково-крайової задачi
для моделювання розподiлу води та iдентифiкацiї координат i потужностi
джерел. У вiсесиметричних випадках тривимiрну задачу можна звести до
двовимiрної задачi плосковертикального вологоперенесення iз поверхневи-
ми або внутрiшнiми джерелами.

Iснує два пiдходи до математичного моделювання вологоперенесення в
ґрунтi при крапельному зрошеннi. Перший пiдхiд — аналiтичний. При йо-
го застосуваннi зазвичай приймають ряд iдеалiзованих припущень щодо
властивостей ґрунту та характеру розподiлу, як от однорiднiсть ґрунту,
конкретна форма джерела (сферична, напiвсферична, цилiндрична), лiнiй-
нiсть рiвняння вологоперенесення тощо. Дво- та тривимiрнi задачi такого
типу задачi розв’язано у роботах R. J. Philip [1, 2, 3, 4, 5], A. W. Warrick
[6, 7, 8, 9, 10, 11], С. Н. Новосельского [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] та
багатьох iнших. Втiм, аналiтичний розв’язок задачi вологоперенесення в
ненасиченому ґрунтi можна знайти лише за iдеалiзованих припущень. З
цiєї причини широкий розмах отримав альтернативний, бiльш унiверсаль-
ний пiдхiд, який передбачає комп’ютерне моделювання вологоперенесення,
виходячи iз заданих властивостей ґрунту та поливної системи на основi
квазiлiнiйного рiвняння Рiчардса-Клюта. Першi роботи в цьому напрямку
належать A. Bresler [20, 21, 22, 23, 24]. Згодом аналогiчнi iдеї розвива-
ли C.Armstrong [25], C. W. Healy [26], Д. А. Клюшин Д. А. [27] та iншi.
Незважаючи на велику кiлькiсть публiкацiй, присвячених моделюванню
вологопереносення в грунтi при мiкрозрошеннi, двi основних задачi в цiй
областi ще очiкують свого повного розв’язку — це задача тривимiрного
моделювання та задача iдентифiкацiї оптимальних параметрiв системи мi-
крозрошення.

55



ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТРИВИМIРНОГО ...

2. Постановка задачi.

Робота є продовженням дослiджень [27] з чисельного моделювання про-
цесу вологопереносу при крапельному зрошеннi, де для математичного мо-
делювання використовувалось квазiлiнiйне рiвняння Рiчардса-Клюта [28].
Це рiвняння допускає подвiйне формулювання: якщо воно формулюється
вiдносно гiдравлiчного напору, то називається рiвнянням Рiчардса, якщо ж
вiдносно вологостi — рiвнянням Клюта. Ми пропонуємо чисельний метод,
що дозволяє ефективно розв’язувати нелiнiйне рiвняння Рiчардса в умовах
кiлькох заглиблених точкових джерел i легко поширюється на тривимiрний
випадок.

Зробимо кiлька фiзичних припущень. Вважаємо, що у водi вiдсутнi роз-
чиненi солi, процес розповсюдження вологи є iзотермiчним, скелет ґрунту
не деформується, тиск повiтря ґрунту дорiвнює атмосферному тиску, во-
лога у ґрунтi нестисла, вологоперенос вiдбувається пiд дiєю капiлярних,
гравiтацiйних сил, градiєнтiв вологостi, випаровування та сили всмоктува-
ння кореневою системою рослин.

У прямокутнiй областi G = {(x, y, z)| 0 < x < a1, 0 < y < a2, −b < z < 0}
(Рис. 1) при 0 < t < T1 розглядається нелiнiйне диференцiальне рiвняння
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Тут невiдомi W — об’ємна вологiсть, U = P + z — п’єзометричний на-
пiр, P — гiдродинамiчний потенцiал, що залежить вiд W , де P = φ (W ),
φ — вiдома функцiя, що залежить вiд типу ґрунту i може бути побудована
достатньо точно з використанням тензометричного методу (Рис. 2)[29].

Рис 1. Область G
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Рис 2. Узагальненi залежностi PS = φ(W) для рiзних типiв грунтiв
1 — супiщанi; 2 — легкосуглинковi;

3 — середньосуглинковi; 4 — важкосуглинковi

Тут K(W ) — коефiцiєнт вологопереносу, заданий формулою Аверьянова
[30]

K (W ) = K

(
W −W ∗

m−W ∗

)3.5

, (2)

де K — коефiцiєнт фiльтрацiї, W — об’ємна вологiсть ґрунту; W ∗ — зв’яза-
на вологiсть або максимальна молекулярна вологоємнiсть (ММВ) за
А. Ф. Лебедєвим, m — пористiсть ґрунту або повна вологомiсткiсть,
f(x, y, z, t) = fK(x, y, z, t)−fT (x, y, z, t) — функцiя джерел (крапельницi) та
стокiв (вiдбiр вологи коренями рослин). При використаннi точкових дже-
рел функцiя fK(x, y, z, t) є лiнiйною комбiнацiєю δ-функцiй Дiрака.

Початкова умова має вигляд

W |t=0 =W0, (3)

де W0(x, y, z) — задана функцiя.
Крайовi умови задаються так:
– на поверхнi z = 0

U = 0 (джерела заглибленi i на поверхнi вiдсутнi), або U = hk, (4)
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де hk — висота капiлярного пiдняття;
– на нижнiй межi z = −b

∂W

∂z
= 0; (5)

– на бiчних межах
∂W
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∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂W

∂x

∣∣∣∣
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= 0. (6′)

3. Аналiз моделi
Ураховуючи формулу (2), рiвняння (1) перепишемо в недивергентнiй

формi
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де K ′ (W ) = 3.5K
(
W−W ∗

m−W ∗

)2.5
1

m−W ∗ .
Функцiю PS (W ) у наведенiй математичнiй моделi вважаємо вiдомою [31]

PS (W ) = µhk

(
− ln

∣∣∣∣W −W ∗

m−W ∗

∣∣∣∣)1/n

, (7)

де µ та n — емпiричнi параметри, що пiдбираються експериментально або
за методом Ньютона. Формула (7) узгоджується з кривими, отриманими
експериментально (рис. 2). Тодi

U (W ) = µhk

(
− ln

∣∣∣∣W −W ∗

m−W ∗

∣∣∣∣)1/n

+ z ≡ φ (W, z) . (8)

3. Чисельна дискретна модель
Для чисельного розв’язання наведеної початково-крайової задачi ефе-

ктивним виявився метод скiнченних рiзниць, а саме, двокроковий симе-
тризований алгоритм (ДС-алгоритм) [32] у поєднаннi з методом Ньютона
для нелiнiйних рiвнянь.

На областi G вводиться рiвномiрна сiтка

Ωhτ = {(xi, yj , zk, tn) | xi = ihx, yj = jhy, zk = −b+ khz, tn = nτ,

i = 0,M1, j = 0,M2, k = 0,M3, n = 0, N
}
,

яка розбивається на двi пiдмножини (Рис. 3):

Ω
(1)
hτ = {(xi, yj , zk, tn) | i+ j + k + n - парне } (×)

та
Ω
(2)
hτ = {(xi, yj , zk, tn) | i+ j + k + n - непарне } (⊙).
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Рис 3. Сiтка Ωhτ .

Задамо на сiтцi початкову

W 0
ijk =W0 (ihx, jhy,−b+ khz) , i = 0,M1, j = 0,M2, k = 0,M3 (9)

та крайовi умови
λ+z W

n+1
ij0 = 0, λ−z W

n+1
ijM2

= 0, (10)

λ+xW
n+1
0jk = 0, λ−xW

n+1
M1jk

= 0, (11)

λ+yW
n+1
i0k = 0, λ−yW

n+1
iM2k

= 0. (12)

Для знаходження розв’язку Wn+1
ijk на кожному наступному (n+ 1)-му ча-

совому кроцi у внутрiшнiх вузлах використовуємо схеми з центральними
рiзницями. Спочатку знаходимо розв’язок Wn+1

ijk у вузлах (xi, yj , zk, tn+1) ∈
Ω
(1)
hτ за явною рiзницевою схемою

Wn+1
ijk =Wn

ijk + τLhτ
(
Wn
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)
, i = 1,M1 − 1, (13)

j = 1,M2 − 1, k = 1,M3 − 1,

де
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а потiм у вузлах (xi, yj , zk, tn+1) ∈ Ω
(2)
hτ — за неявною рiзницевою схемою

Wn+1
ijk =Wn

ijk + τLhτ

(
Wn+1
ijk

)
. (14)

Тут λ+, λ−, λ0 — вiдповiдно права, лiва та центральна рiзницевi апрокси-
мацiї частинних похiдних першого та другого порядку

λ+xWijk =
Wi+1jk −Wijk

hx
,

λ−xWijk =
Wijk −Wi−1jk

hx
,

λ0xWijk =
Wi+1jk −Wi−1jk

2hx
,

λ0xxWijk =
Wi+1jk − 2Wijk +Wi−1jk

h2x
.

Ураховуючи те, що значення у сусiднiх вузлах знаходяться явно за схе-
мою (13), система M1 ×M2 ×M3 нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь (9)–(14)
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з M1 × M2 × M3 невiдомими розщеплюється на M1M2M3/2 незалежних
нелiнiйних рiвнянь з одним невiдомим

Fn+1
ijk

(
Wn+1
ijk

)
= 0, (15)

де

Fn+1
ijk (w) = w −Wn
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ij , zj = −b+ j ∗ hz.

Отриманi нелiнiйнi рiвняння розв’язуються методом Ньютона

ws+1 = ws −
F (ws)
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, s = 0, 1, 2, ..., (16)
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Умовою завершення iтерацiйного процесу вважаємо |ws+1 − ws| ≤ ε, де
ε — задана точнiсть. Алгоритм локально стiйкий за початковими даними
[32]. Проведено обчислювальнi експерименти, що пiдтверджують ефектив-
нiсть запропонованого методу.
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Рис 4. Iзолiнiї розрiзу (y=0.5) розв’язку в момент часу t = 1 у випадку
3-х заглиблених джерел.

5. Висновки

Проведенi експерименти продемонстрували ефективнiсть запропоновано-
го методу чисельного моделювання вологоперенесення з використанням
двокрокового симетризованого рiзницевого алгоритму (ДС-алгоритму) в
поєднаннi з методом Ньютона для нелiнiйних рiвнянь. Результати моделю-
вання тривимiрного вологоперенесення з декiлькох заглиблених точкових
джерел, що описуються за допомогою дельта-функцiї Дiрака, не супере-
чать спостереженням. Запропонований метод дозволяє розв’язувати задачi
iдентифiкацiї оптимальних координат i потужностей джерел для забезпе-
чення заданого рiвня зволоженостi ґрунту.
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Рис 5. Розрiзи розв’язку в момент часу t = 1 у випадку 3-х заглиблених
джерел.
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