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Abstract. The problem of exclusion of variables in polynomial
regression model is examined that arises in the selection of model.
In the case of the uniform arrangement of observation points sign of
equality to zero OLS estimation of parameters of quadratic model as
a equality to zero of linear combination of values of regressand with
constant coefficients is obtained. This sign can be used for testi-
ng hypothesis of equality to zero of unknown regression parameter.
Testing of this hypothesis is carried out by using the likelihood ratio
criterion, which determines to accept the hypothesis if correspondi-
ng linear combination less some positive number. Otherwise a cri-
terion rejects a hypothesis. This number for all three parameters of
quadratic model is found; it depends on the level of meaningfulness,
with that a hypothesis will be accepted, from residual sum of squares
of rejections and from dispersion of estimation examined parameter.

Such sign is obtained for the OLS estimation of leading coeffi-
cient of polynomial regression also at the paper. The coefficient at
the value of regressand yi in linear combination is presented as a
polynomial of degree k from discrete variable i, where k - degree of
leading coefficient of polynomial regression. The coefficients of this
polynomial depend from k and from n, where n + 1 - is number
of observation points. They can be presented as a decision of the
system of linear algebraic equalizations of the special kind. Elements
of matrix of this system are sums of squares of degrees of natural
numbers, they depend from n. An algorithm that allows to express
the decision of the system of order k through the decision of two
systems of order k− 1 with identical matrices and different columns
of free terms is built. The matrix of the systems of order k − 1 is
analogical to the matrix of the system of order to k. Due to this
algorithm it is possible to present decision of the system of order k
as formulas at arbitrary n. For this purpose it is needed to write the
decisions k systems of order 1 (it is simple fractions, the numerator
of that is sum of squares of degrees of natural numbers, the denomi-
nator is number of observation points),further, it is needed to write
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the decisions k−1 systems of order 2 and so on, two systems of order
k − 1 and in conclusion decision of the desired system.

For k = 3 and k = 4 the coefficients at the value of regressand
yi, i = 0, 1, ..., n, are found in an obvious kind; they are presented as
rational fractions from to the variable of n.
Keywords: OLS estimation, regressand, polynomial regression.

Резюме. Розглядається задача виключення змiнних в полiномi-
альнiй моделi регресiї, що виникає при пiдборi моделi. У випадку
рiвномiрного розташування точок спостереження отримано озна-
ку рiвностi нулю оцiнки МНК параметрiв квадратичної моделi
у виглядi рiвностi нулю лiнiйної комбiнацiї значень вiдклику зi
сталими коефiцiєнтами. Цю ознаку можна використовувати для
перевiрки гiпотези рiвностi нулю невiдомого параметра регресiї.
У роботi також отримано таку ознаку для оцiнки МНК старшо-
го коефiцiєнту полiномiальної регресiї, побудовано алгоритм для
знаходження коефiцiєнтiв вiдповiдної лiнiйної комбiнацiї.
Ключовi слова: оцiнка МНК, вiдклик, полiномiальна регресiя.

Вступ

Класичний регресiйний аналiз засновано на тому, що вигляд моделi ре-
гресiї вiдомий з точнiстю до параметрiв, тобто, набiр незалежних змiнних
(факторiв) задано однозначно, всi iстотнi змiннi присутнi та нiяких аль-
тернативних способiв вибору факторiв немає. Насправдi тiсно пов’язаний
з вибором моделi об’єкта вибiр регресорiв — одна з найскладнiших про-
блем. В серединi минулого сторiччя поява ЕОМ значно спростила цю про-
блему.

”
...Поступово з’ясувалося, що ЕОМ допускає вiдмову вiд жорсткої

моделi дослiдження та пiдбiр пiд час обробки даних деякої
”
найкращої“

моделi...“ [1]. У даний час розроблено багато статистичних методiв вiдбiру
змiнних, такi як метод всiх можливих регресiй, метод виключення, кроко-
вий регресiйний метод, ступiнчастий регресiйний аналiз, гребенева регресiя
тощо. В однiй i тiй ж задачi їх застосування не завжди веде до отримання
тiєї ж самої моделi, хоча в багатьох випадках виходить однаковий резуль-
тат. Кожен метод має свої недолiки, свої переваги. Жоден метод не буде
добре працювати в усiх випадках. Використання цих методiв для розв’яза-
ння практичних задач можна знайти наприклад в роботах [5], [6], [7].

У деяких з цих методiв застосовується критерiй Фiшера для перевiрки
гiпотези рiвностi нулю невiдомого параметра регресiї, i на його пiдставi
приймається рiшення про видалення вiдповiдного фактора з регресiї.

1. Умови рiвностi нулю параметрiв моделi квадратичної
регресiї

Розглянемо модель квадратичної регресiї

yi = β0 + β1xi + β2x
2
i + ϵi, i = 0, 1, ..., n, (1)
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де ϵ0, ..., ϵn — незалежнi у сукупностi нормально розподiленi випадковi ве-
личини з Eϵi = 0 та Dϵi = σ2, β0, β1, β2 — невiдомi параметри моделi, якi
пiдлягають оцiнюванню.

Найпоширенiшим методом оцiнювання невiдомих параметрiв у регресiй-
ному аналiзi є метод найменших квадратiв (МНК), який полягає в мiнiмi-
зацiї суми

n∑
i=0

(yi − β0 − β1xi − β2x
2
i )

2

вiдносно β0, β1, β2.
Для знаходження оцiнок МНК β̂0, β̂1, β̂2 параметрiв β0, β1, β2 маємо на-

ступну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
∑n

i=0

(
yi − β̂0 − β̂1xi − β̂2x

2
i

)
= 0,∑n

i=0

(
yi − β̂0 − β̂1xi − β̂2x

2
i

)
xi = 0,∑n

i=0

(
yi − β̂0 − β̂1xi − β̂2x

2
i

)
x2i = 0,

(2)

з якої отримуємо

β̂2 =
1

∆

n∑
i=0

{ n∑
j=0

(x2j − x̄2)
(
x2i −

∑n
k=0 x

2
k

n

)
−

n∑
j=0

x2j (xj − x̄)(xi − x̄)
}
yi,

∆ =
n∑

j=0

(x2j − x̄2)
n∑

j=0

x2j

(
x2j −

∑n
k=0 x

2
k

n

)
−

[ n∑
j=0

x2j (xj − x̄)
]2
, (3)

x̄ =
1

n+ 1

n∑
j=0

xj ;

β̂1 =
1∑n

j=0(x
2
j − x̄2)

( n∑
i=0

yi(xi − x̄)− β̂2

n∑
j=0

x2j (xj − x̄)
)
; (4)

β̂0 = ȳ − x̄β̂1 −
β̂2

∑n
k=0 x

2
k

n+ 1
; (5)

ȳ =
1

n+ 1

n∑
j=0

yj .

Поставимо задачу визначити, дорiвнює нулю оцiнка МНК якогось пара-
метра квадратичної моделi (наприклад, β̂2) чи нi. Звичайно, можна розв’я-
зати систему (2) та знайти β̂2, одночасно з β̂1 та β̂0. Але в деяких випадках
можна знайти умову рiвностi нулю оцiнки МНК параметра β̂2, перевiрити
яку буде значно легше, нiж розв’язати систему рiвнянь.

Теорема 1. Нехай xi =
i
n , i = 0, 1, ..., n. Тодi

β̂2 = 0 ⇔ L2(y0, y1, ..., yn) =

n∑
i=0

a
(2)
i yi = 0, (6)
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β̂1 = 0 ⇔ L1(y0, y1, ..., yn) =
n∑

i=0

a
(1)
i yi = 0, (7)

β̂0 = 0 ⇔ L0(y0, y1, ..., yn) =
n∑

i=0

a
(0)
i yi = 0, (8)

де
a
(2)
i =

(
i− n

2

)2
− n(n+ 2)

12
,

a
(1)
i =

(
i− (2n+ 1)(8n− 3)

30n

)2
− (2n+ 1)(−38n3 − 58n2 + 30n− 9)

900n4
,

a
(0)
i =

(
i− 3(2n+ 1)

10n

)2
− 6n2 + 6n− 11

100n2
.

Доведення. У випадку xi = i
n , i = 0, 1, ..., n формули (3), (4), (5) пiсля

низки перетворень приймуть вигляд

β̂2 =
1

∆

n∑
i=0

(n+ 1)(n+ 2)

12n

(
x2i − xi +

n− 1

6n

)
yi,

β̂1 =
1

∆

n∑
i=0

(n+ 1)(n+ 2)

12n

(
x2i −

(2n+ 1)(8n− 3)

15n2
xi +

(2n+ 1)(n− 1)

10n2

)
yi,

β̂0 =
1

∆

n∑
i=0

(n+ 1)(n+ 2)(n− 1)

72n2

(
x2i −

6(2n+ 1)

10n
xi +

3n2 + 3n+ 2

10n2

)
yi.

Ураховуючи, що в даному випадку

∆ =
(n+ 1)2(n+ 2)2(n− 1)(n+ 3)

2160n4
,

маємо

β̂2 =
180n3

(n+ 1)(n+ 2)(n− 1)(n+ 3)

n∑
i=0

((
i− n

2

)2
− n(n+ 2)

12

)
yi, (3′)

β̂1 =
180n3

(n+ 1)(n+ 2)(n− 1)(n+ 3)
×

×
n∑

i=0

((
i− (2n+ 1)(8n− 3)

30n

)2
− (2n+ 1)(−38n3 − 58n2 + 30n− 9)

900n4

)
yi, (4

′)

β̂0 =
30n2

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

n∑
i=0

((
i− 3(2n+ 1)

10n

)2
− 6n2 + 6n− 11

100n2

)
yi. (5′)
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З формул (3′), (4′), (5′) випливають твердження (6), (7), (8).
Теорему доведено.
З теореми 1 для кокретних n отримуємо такi спiввiдношення
n = 3

β̂2 = 0 ⇔ y0 − y1 − y2 + y3 = 0;

β̂1 = 0 ⇔ 21y0 − 13y1 − 17y2 + 9y3 = 0;

β̂0 = 0 ⇔ 19y0 + 3y1 − 3y2 + y3 = 0,

n = 4
β̂2 = 0 ⇔ 2y0 − y1 − 2y2 − y3 + 2y4 = 0;

β̂1 = 0 ⇔ 54y0 − 13y1 − 40y2 − 27y3 + 26y4 = 0;

β̂0 = 0 ⇔ 31y0 + 9y1 − 3y2 − 5y3 + 3y4 = 0,

n = 5
β̂2 = 0 ⇔ 5y0 − y1 − 4y2 − 4y3 − y4 + 5y5 = 0;

β̂1 = 0 ⇔ 165y0 − y1 − 92y2 − 108y3 − 49y4 + 85y5 = 0;

β̂0 = 0 ⇔ 46y0 + 18y1 − 8y3 − 6y4 + y5 = 0

i так далi.

2. Задача перевiрки моделi на коректнiсть

Теорема 1 дає умову рiвностi нулю оцiнки МНК параметрiв квадрати-
чної моделi у виглядi рiвностi нулю лiнiйної комбiнацiї значень вiдклику
зi сталими коефiцiєнтами при конкретному n. Але на практицi така лiнiй-
на комбiнацiя майже нiколи точно дорiвнювати нулю не буде. Проте цю
теорему можна використовувати в задачах побудови моделi регресiї. Скла-
довою частиною таких задач є перевiрка гiпотези рiвностi нулю невiдомого
параметра регресiї. У випадках, коли така гiпотеза пiдтверджується з ве-
ликою ймовiрнiстю, фактор як правило виключають з регресiї, якщо нi —
залишають.

У зв’язку з цим розглянемо задачу перевiрки простої статистичної гiпо-
тези

H2 : β2 = 0.

Критерiй вiдношення правдоподiбностi перевiрки гiпотези приводить до
множини прийняття гiпотези H2 [2]

EH2 = {y ∈ Rn+1 :
S2
2,2 − S2

3

S2
3

≤ φ},

де

S2
3 =

n∑
i=0

(yi − β̂0 − β̂1xi − β̂2x
2
i )

2,

S2
2,2 =

n∑
i=0

(yi − β̂0,2 − β̂1,2xi)
2,

β̂0,2, β̂1,2 — оцiнки МНК невiдомих параметрiв моделi лiнiйної регресiї

yi = β0,2 + β1,2xi + ϵi, i = 0, 1, ..., n.
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Значення φ в лiнiйнiй регресiї вибирається так [2]. Припустимо, модель
лiнiйнiй регресiї має m невiдомих параметрiв, а гiпотеза H складається з
p лiнiйних рiвнянь. Задамося рiвнем значущостi α та знайдемо для нього
вiдповiдне значення Fα(p, n + 1 − m). Позначимо через f(t, p, n + 1 − m)
щiльнiсть розподiлу Фiшера з p та n+1−m ступенями свободи та знайдемо
таке Fα = Fα(p, n + 1 − m), що

∫∞
Fα
f(t, p, n + 1 − m)dt = α. Значення Fα

знаходять з таблиць. Покладемо

φ =
p

n+ 1−m
Fα(p, n+ 1−m).

У нашому випадку m = 3 (модель (1) має 3 невiдомi параметри) та p = 1
(гiпотеза H2 складається з одного рiвняння), тобто

φ =
1

n− 2
Fα(1, n− 2).

Позначимо через zi, i = 0, 1, 2 — i-й дiагональний елемент матрицi
(X ′X)−1.

Згiдно з [3]

S2
2,2 =

n∑
i=0

(yi − ȳ)2 −
(
∑n

i=0 yi(xi − x̄))2∑n
i=0(xi − x̄)2

,

а рiзницю S2
2,2 − S2

3 можна подати у виглядi [2]

S2
2,2 − S2

3 =
β̂22
z2
. (9)

Далi, у випадку xi = i
n , i = 0, 1, ..., n

z2 =
180n3

(n+ 1)(n+ 2)(n− 1)(n+ 3)
,

а з (3′) маємо

β̂2 = z2L2(y0, y1, ..., yn).

Отже, множина прийняття гiпотези H2 набирає вигляду

EH2 =
{
y ∈ Rn+1 : L2

2(y0, y1, ..., yn) ≤
S2
3φ

z2

}
.

S2
3 знаходимо з формули (9).

Розглянемо тепер задачу перевiрки гiпотези

H1 : β1 = 0.

Критерiй вiдношення правдоподiбностi приводить до множини прийня-
ття гiпотези H1

EH1 = {y ∈ Rn+1 :
S2
2,1 − S2

3

S2
3

≤ φ},
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де

S2
2,1 =

n∑
i=0

(yi − β̂0,1 − β̂2,1x
2
i )

2,

β̂0,1, β̂2,1− оцiнки МНК невiдомих параметрiв моделi лiнiйної регресiї

yi = β0,1 + β2,1x
2
i + ϵi, i = 0, 1, ..., n.

Пiсля низки перетворень маємо

S2
2,1 =

n∑
i=0

(yi − ȳ)2 −

(∑n
i=0 yi

(∑n
j=0 x

2
j

n+1 − x2i
))2

∑n
i=0

(∑n
j=0 x

2
j

n+1 − x2i
)2 ,

а рiзницю S2
2,1 − S2

3 можна подати у виглядi [2]

S2
2,1 − S2

3 =
β̂21
z1
.

У випадку xi = i
n , i = 0, 1, ..., n

z1 =
12n(2n+ 1)(8n− 3)

(n+ 1)(n+ 2)(n− 1)(n+ 3)
,

а з (4′) маємо
β̂1 = z1L1(y0, y1, ..., yn).

Множина прийняття гiпотези H1 набирає вигляду

EH1 =
{
y ∈ Rn+1 : L2

1(y0, y1, ..., yn) ≤
S2
3φ

z1

}
.

Насамкiнець розглянемо задачу перевiрки гiпотези

H0 : β0 = 0.

Критерiй вiдношення правдоподiбностi приводить до множини прийня-
ття гiпотези H0

EH0 = {y ∈ Rn+1 :
S2
2,0 − S2

3

S2
3

≤ φ},

де

S2
2,0 =

n∑
i=0

(yi − β̂1,0xi − β̂2,0x
2
i )

2,

β̂1,0, β̂2,0− оцiнки МНК невiдомих параметрiв моделi лiнiйної регресiї

yi = β1,0xi + β2,0x
2
i + ϵi, i = 0, 1, ..., n.

Пiсля низки перетворень маємо

S2
2,0 =

n∑
i=0

y2i −
s21(y)

∑n
i=0 x

4
i + 2s1(y)s2(y)

∑n
i=0 x

3
i + s22(y)

∑n
i=0 x

4
i∑n

i=0 x
2
i

∑n
i=0 x

4
i − (

∑n
i=0 x

3
i )

2
,

де
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s1(y) =

n∑
i=0

yixi, s2(y) =

n∑
i=0

yix
2
i .

Рiзницю S2
2,0 − S2

3 можна подати у виглядi [2]

S2
2,0 − S2

3 =
β̂20
z0

;

у випадку xi = i
n , i = 0, 1, ..., n,

z0 =
3(3n2 + 3n+ 2)

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
,

а з (5′) маємо

β̂0 = z0L0(y0, y1, ..., yn).

Множина прийняття гiпотези H0 набирає вигляду

EH0 =
{
y ∈ Rn+1 : L2

0(y0, y1, ..., yn) ≤
S2
3φ

z0

}
.

3. Умова рiвностi нулю старшого коефiцiєнту полiномiальної
регресiї

Розглянемо модель полiномiальної регресiї

yi = β0 + β1xi + ...+ βkx
k
i + ϵi, i = 0, 1, ..., n,

де β0, β1, ..., βk — невiдомi параметри моделi, якi пiдлягають оцiнюванню.
Для знаходження оцiнок МНК β̂0, β̂1, ..., β̂k параметрiв β0, β1, ..., βk маємо

наступну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
∑n

i=0

(
yi − β̂0 − β̂1xi − ...− β̂kx

k
i

)
= 0,∑n

i=0

(
yi − β̂0 − β̂1xi − ...− β̂kx

k
i

)
xi = 0,

...∑n
i=0

(
yi − β̂0 − β̂1xi − β̂kx

k
i

)
xki = 0,

з якої отримуємо

β̂k =
∆k

∆(k)
,

де

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n+ 1

∑n
j=0 xj ...

∑n
j=0 x

k−1
j

∑n
i=0 yi∑n

j=0 xi
∑n

j=0 x
2
j ...

∑n
j=0 x

k
j

∑n
i=0 yixi

... ... ... ... ...∑n
j=0 x

k
j

∑n
j=0 x

k+1
j ...

∑n
j=0 x

2k−1
j

∑n
i=0 yix

k
i

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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∆(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n+ 1

∑n
j=0 xj ...

∑n
j=0 x

k
j∑n

j=0 xj
∑n

j=0 x
2
j ...

∑n
j=0 x

k+1
j

... ... ... ...∑n
j=0 x

k
j

∑n
j=0 x

k+1
j ...

∑n
j=0 x

2k
j

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Очевидно,

β̂k = 0 ⇔ Lk(y0, y1, ..., yn) =
n∑

i=0

a
(k)
i yi = 0,

де

a
(k)
i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n+ 1

∑n
j=0 xj ...

∑n
j=0 x

k−1
j 1∑n

j=0 xj
∑n

j=0 x
2
j ...

∑n
j=0 x

k
j xi

... ... ... ... ...∑n
j=0 x

k
j

∑n
j=0 x

k+1
j ...

∑n
j=0 x

2k−1
j xki

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (10)

= δ
(
xki +

k−1∑
l=0

α
(k)
l xli

)
,

δ та α(k)
l , l = 0, 1, ..., k − 1 — визначник та розв’язок лiнiйної системи


n+ 1

∑n
j=0 xj ...

∑n
j=0 x

k−1
j∑n

j=0 xj
∑n

j=0 x
2
j ...

∑n
j=0 x

k
j

... ... ... ...∑n
j=0 x

k−1
j

∑n
j=0 x

k
j ...

∑n
j=0 x

2k−2
j




α
(k)
0

α
(k)
1
...

α
(k)
k−1

 =


∑n

j=0 x
k
j∑n

j=0 x
k+1
j

...∑n
j=0 x

2k−1
j

 . (11)

У випадку xi = i
n , i = 0, 1, ..., n та k = 2 ми отримали

α
(2)
0 = n−1

6n , α
(2)
1 = −1.

Позначимо Sl =
∑n

j=0 x
l
j , якщо xj = j

n , j = 0, 1, ..., n. Тодi систему (11)
можна переписати у виглядi


S0 S1 ... Sk−1

S1 S2 ... Sk
... ... ... ...
Sk−1 Sk ... S2k−2




α
(k)
0

α
(k)
1
...

α
(k)
k−1

 =


Sk
Sk−1

...
S2k−1

 . (12)

Помiтимо, що

α
(k)
k−1 =

S2k−1 − α
(k−1)
0 Sk − ...− α

(k−1)
k−2 S2k−2

S2k−2 − α
(k−1)
0 Sk−1 − ...− α

(k−1)
k−2 S2k−3

, (13)

де α(k−1)
l , l = 0, 1, ..., k − 1 — розв’язок системи
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n+ 1 S1 ... Sk−2

S1 S2 ... Sk−1

... ... ... ...
Sk−2 Sk−1 ... S2k−4




α
(k−1)
0

α
(k−1)
1
...

α
(k−1)
k−2

 =


Sk−1

Sk
...
S2k−3

 , (14)

Далi, першi k − 1 рiвнянь системи (12) подамо у виглядi


n+ 1 S1 ... Sk−2

S1 S2 ... Sk−1

... ... ... ...
Sk−2 Sk−1 ... S2k−4




α
(k)
0

α
(k)
1
...

α
(k)
k−2

 =


Sk − α

(k)
k−1Sk−1

Sk+1 − α
(k)
k−1Sk

...

S2k−2 − α
(k)
k−1S2k−3

 .

(15)

Позначимо α(k−1)
l,m , l = 0, 1, ..., k − 1 — розв’язок лiнiйної системи


n+ 1 S1 ... Sk−2

S1 S2 ... Sk−1

... ... ... ...
Sk−2 Sk−1 ... S2k−4




α
(k−1)
0,m

α
(k−1)
1,m

...

α
(k−1)
k−2,m

 =


Sk−1+m

Sk+m

...
S2k−3+m

 , (16)

m = 1, 2, ..., k − 1.

З (15) та (16) отримуємо

α
(k)
l = α

(k−1)
l,1 − α

(k)
k−1α

(k−1)
l , l = 0, 1, ..., k − 2.

Отже, бачимо, що розв’язок системи (13) можна виразити через розв’я-
зок системи (14).

Формули для Sl, l = 1, 2, ... знаходимо з формул сум степенiв натураль-
них чисел [4]. Маємо

S1 =
1

n

n∑
j=0

j =
n+ 1

2
,

S2 =
1

n2

n∑
j=0

j2 =
(n+ 1)(2n+ 1)

6n
,

S3 =
1

n3

n∑
j=0

j3 =
(n+ 1)2

4n
,

S4 =
1

n4

n∑
j=0

j4 =
(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30n3
,

S5 =
1

n5

n∑
j=0

j5 =
(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1)

12n3
,
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S6 =
1

n6

n∑
j=0

j6 =
(n+ 1)(2n+ 1)(3n4 + 6n3 − 3n+ 1)

42n5
.

Позначимо
ã
(k)
i = δ−1a

(k)
i , i = 0, 1, ..., n. (17)

Алгоритм отримання коефiцiентiв ã(k)i , i = 0, 1, ..., n, для заданого k.

Знайдемо спочатку α(k)
l , l = 0, 1, ..., k − 1.

1. Знаходимо

α
(1)
0 =

S1
S0
, α

(1)
0,m =

Sm+1

S0
, m = 1, 2, ..., k − 1.

2. Знаходимо

α
(2)
1 =

S3 − α
(1)
0 S2

S2 − α
(1)
0 S1

, α
(2)
1,m =

S3+m − α
(1)
0 S2+m

S2 − α
(1)
0 S1

, m = 1, 2, ..., k − 2.

Далi,
α
(2)
0 = α

(1)
0,1 − α

(2)
1 α

(1)
0 ,

α
(2)
0,m = α

(1)
0,m+1 − α

(2)
1,mα

(1)
0 , m = 1, 2, ..., k − 2.

3. Для t = 3, 4, ..., k − 1 знаходимо

α
(t)
t−1 =

S2t−1 − α
(t−1)
t−2 S2t−2 − ...− α

(t−1)
0 St

S2t−2 − α
(t−1)
t−2 S2t−3 − ...− α

(t−1)
0 St−1

,

α
(t)
t−1,m =

S2t−1+m − α
(t−1)
t−2 S2t−2+m − ...− α

(t−1)
0 St+m

S2t−2 − α
(t−1)
t−2 S2t−3 − ...− α

(t−1)
0 St−1

, m = 1, 2, ..., k − t.

Далi,
α
(t)
t−2 = α

(t−1)
t−2,1 − α

(t)
t−1α

(t−1)
t−2 ,

α
(t)
t−2,m = α

(t−1)
t−2,m+1 − α

(t)
t−1,mα

(t−1)
t−2 , m = 1, 2, ..., k − t,

...

α
(t)
0 = α

(t−1)
0,1 − α

(t)
t−1α

(t−1)
0 ,

α
(t)
0,m = α

(t−1)
0,m+1 − α

(t)
t−1,mα

(t−1)
0 , m = 1, 2, ..., k − t.

4. Знаходимо α(k)
k−1 за формулою (13).

Далi,
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α
(k)
k−2 = α

(k−1)
k−2,1 − α

(k)
k−1α

(k−1)
k−2 ,

α
(k)
k−3 = α

(k−1)
k−3,1 − α

(k)
k−1α

(k−1)
k−3 ,

...

α
(k)
0 = α

(k−1)
0,1 − α

(k)
k−1α

(k−1)
0 .

5. За допомогою формул (10) та (17) знаходимо ã(k)i , i = 0, 1, ..., n.

Знайдемо ã(k)i , i = 0, 1, ..., n для k = 3 за допомогою цього алгоритма.

α
(1)
0 =

1

2
, α

(1)
0,1 =

1

2
− n− 1

6n
, α

(1)
0,2 =

1

2
− n− 1

4n
;

α
(2)
1 = 1, α

(2)
1,1 = 1− (n− 1)(n− 2)

10n2
,

α
(2)
0 = −n− 1

6n
, α

(2)
0,1 = −(n− 1)(2n+ 1)

10n2
;

α
(3)
2 =

3

2
, α

(3)
1 = −6n2 − 3n+ 2

10n2
, α

(3)
0 =

(n− 1)(n− 2)

20n2
.

Отже, маємо

ã
(3)
i = x3i −

3

2
x2i +

6n2 − 3n+ 2

10n2
xi −

(n− 1)(n− 2)

20n2
=

= (xi −
1

2
)3 − 3n2 + 6n− 4

20n2
(xi −

1

2
), i = 0, 1, ..., n. (18)

За допомогою формули (18) отримуємо

n = 4 : β̂3 = 0 ⇔ −y0 + y1 − y3 + y4 = 0,

n = 5 : β̂3 = 0 ⇔ −5y0 + 7y1 + 4y2 − 4y3 − 7y4 + 5y5 = 0,

n = 6 : β̂3 = 0 ⇔ −y0 + y1 + y2 − y4 − y5 + y6 = 0.

Знайдемо ã
(k)
i , i = 0, 1, ..., n для k = 4 за допомогою цього алгоритма.

Додатково знаходимо

α
(1)
0,3 =

(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30n3
;

α
(2)
1,2 = 1− (n− 1)(n− 2)

5n2
, α

(2)
0,2 = −(n− 1)(6n2 + 6n− 1)

30n2
;

α
(3)
2,1 =

12n2 + 3n− 5

7n2
, α

(3)
1,1 = −32n2 − 6n− 11

35n2
,
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α
(3)
0,1 =

(n− 1)(6n2 − 9n− 6)

70n2
;

α
(4)
3 = 2, α

(4)
2 = −9n2 − 3n+ 5

7n2
, α

(4)
3 =

2n2 − 3n+ 5

7n2
,

α
(4)
0 =

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

70n3
.

Отже, маємо

ã
(4)
i = x3i − 2x3i +

9n2 − 3n+ 5

7n2
x2i −

2n2 − 3n+ 5

7n2
xi +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

70n3
=

= (xi−
1

2
)4− 1, 5n2 + 3n− 5

7n2
(xi−

1

2
)2+

3(n− 2)(n+ 2)(n+ 4)

560n3
, i = 0, 1, ..., n.

(19)
За допомогою формули (19) отримуємо

n = 5 : β̂4 = 0 ⇔ y0 − 3y1 + 2y2 + 2y3 − 3y4 + y5 = 0,

n = 6 : β̂4 = 0 ⇔ 3y0 − 7y1 + y2 + 6y3 + y4 − 7y5 + 3y6 = 0,

n = 7 : β̂4 = 0 ⇔ 7y0 − 13y1 − 3y2 +9y3 +9y4 − 3y5 − 13y6 +7y7 = 0.
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