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Abstract. The estimation problem of non-stationary parameters
is considered for linear discrete dynamic system in the case when
for parameter matrix its ‘attraction’ point is known at any moment.
Explicit and recurrent forms of representation are obtained for pa-
rameter estimate by the least squares method with variable forget-
ting factor and minimal deviation norm from

”
attraction“ points for

above-mentioned object under non-classical assumptions. The recur-
rent algorithm is proposed for corresponding weighted residual sum
of squares too.
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Резюме. Для лiнiйної дискретної динамiчної системи розгля-
дається задача оцiнювання нестацiонарних параметрiв у випадку,
коли в кожен момент для матрицi параметрiв вiдома її точка

”
тя-

жiння“. Для оцiнки параметрiв методом найменших квадратiв зi
змiнним фактором забування та мiнiмальною нормою вiдхиле-
ння вiд точок

”
тяжiння“ отримано явну та рекурентну форми
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представлення для вищезгаданого об’єкту при некласичних при-
пущеннях. Також запропоновано рекурентний алгоритм для вiд-
повiдної зваженої залишкової суми квадратiв.
Ключовi слова: оцiнювання нестацiонарних параметрiв,
оператор псевдообернення, лiнiйна дискретна динамiчна
система, метод найменших квадратiв, змiнний фактор забуван-
ня, рекурентний алгоритм, зважена залишкова сума квадратiв,
точки

”
тяжiння“.

Вступ

Дослiдження складних об’єктiв важко уявити без побудови для них якiс-
них математичних моделей. Одна з першочергових проблем, яка виникає
при цьому, полягає у знаходженнi оптимальних у деякому розумiннi оцiнок
невiдомих параметрiв обраної моделi. У залежностi вiд об’єму апрiорної
iнформацiї про наявнi невизначеностi в об’єктi можна скористатися вiдпо-
вiдним пiдходом при розв’язаннi останньої задачi [1, 2]. Один з них, який
не втрачає своєї актуальностi, базується на методi найменших квадратiв
(МНК) [3].

Використання оцiнки МНК, коли можливе порушення класичних при-
пущень, якi гарантують її єдинiсть, потребує окремої уваги. У цiй си-
туацiї складно обiйтися без використання оператора псевдообернення за
Муром-Пенроузом [4, 5]. При таких припущеннях у роботi [6] оцiнку МНК
з найменшою нормою для стацiонарних параметрiв регресiйної моделi бу-
ло дослiджено, а для цiєї оцiнки та вiдповiдної залишкової суми квадратiв
було отримано вiдповiднi рекурентнi процедури. Потiм у публiкацiях [7, 8]
останнi результати було перенесено на випадок оцiнювання нестацiонарних
параметрiв регресiйної моделi. Це стало можливим завдяки використанню
МНК зi змiнним фактором забування.

Припустимо, що додатково до останнiх припущень про можливе пору-
шення класичних припущень, якi гарантують єдинiсть оцiнки МНК, до-
ступна iнформацiя про точки “тяжiння” невiдомих параметрiв об’єкту. Тодi
логiчно замiсть оцiнки МНК з найменшою нормою використовувати оцiн-
ку МНК з найменшою нормою вiдхилення вiд вiдповiдної точки

”
тяжiння“

у кожен момент часу. Для цiєї оцiнки стацiонарних параметрiв регресiйної
моделi та вiдповiдної залишкової суми квадратiв у роботi [9] було отримано
рекурентнi алгоритми. Потiм останнi результати було перенесено на зада-
чу оцiнювання нестацiонарних параметрiв регресiйної моделi за допомогою
МНК зi змiнним фактором забування [10, 11].

Дану роботу присвячено поширенню останнiх результатiв на випадок
оцiнювання нестацiонарних параметрiв лiнiйної дискретної динамiчної сис-
теми за допомогою методу найменших квадратiв зi змiнним фактором за-
бування та найменшою нормою вiдхилення вiд вiдомих точок

”
тяжiння“ у

кожен момент часу.
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1. Постановка задачi

Розглянемо задачу оцiнювання матрицi невiдомих параметрiв A для лi-
нiйної дискретної динамiчної системи

x(k + 1) = Ax(k) + ξ(k), k ∈ N, (1)

де x(k) =
(
x1(k), x2(k), . . . , xn(k)

)T
, ξ(k) =

(
ξ1(k), ξ2(k), . . . , ξn(k)

)T
—

вектори фазового стану та похибок моделi вiдповiдно, A ∈ Mn(R), x(k) —
вiдомi, Mn(R) — множина квадратних матриць порядку n з дiйсними еле-
ментами.

Припустимо, що матриця невiдомих параметрiв A може повiльно змi-
нюватися з часом та для неї в кожен момент N задано точку

”
тяжiння“

A∗(N) =
(
a1∗(N), a2∗(N), . . . , an∗(N)

)T
, ai∗(N) ∈ Rn, i = 1, n,

N = 0, 1, 2, . . . .
Введемо позначення

Q(A,N) =

N∑
k=1

w(k,N) ∥ξ(k)∥2, (2)

де

w(k,N) =

 N−1∏
i=k

λ(i), якщо k = 1, N − 1,

1, якщо k = N,

а λ(i) — заданий фактор забування (λ(i) ∈ (0, 1], i ∈ N).
Оцiнка матрицi параметрiв A методом найменших квадратiв зi змiнним

фактором забування {λ(k)}∞k=1 у припущеннi можливого порушення кла-
сичних припущень, якi гарантують її єдинiсть, може бути не єдиною i мно-
жина усiх цих оцiнок матриць визначається як

Argmin
A
Q(A,N).

Необхiдно у кожен момент N знайти в якостi єдиної оцiнки на останнiй
множинi оцiнок оцiнку Â(N) з найменшою нормою вiдхилення вiд матрицi
A∗(N) i отримати для оцiнки Â(N) та вiдповiдної зваженої залишкової
суми квадратiв q(N) = Q(Â(N), N) рекурентнi алгоритми.

2. Отримання явної форми представлення оцiнки

Явний вигляд шуканої оцiнки Â(N) задає нижченаведене твердження.

Теорема 1. Оцiнка Â(N) методу найменших квадратiв зi змiнним фак-
тором забування та з найменшою нормою вiдхилення вiд точки “тяжiн-
ня” A∗(N) у довiльний момент часу N для лiнiйної дискретної динамiчної
системи (1) при некласичних припущеннях, що не гарантують єдинiсть
оцiнки, визначається так:

Â(N) =
[
X̃+

1,NX̃2,N+1

]T
+A∗(N)

[
En − X̃+

1,NX̃1,N

]
, N ∈ N, (3)
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де (+) — символ псевдообернення за Муром-Пенроузом, En — одинична
матриця порядку n,

X̃1+i,N+i =


w

1
2 (1, N)xT(1 + i)

w
1
2 (2, N)xT(2 + i)

...
w

1
2 (N,N)xT(N + i)

 , i = 0, 1.

Доведення. Представимо систему рiвнянь (1) у такому виглядi:

X̃T
2,N+1 = AX̃T

1,N + Ξ̃T
N , N ∈ N,

де

Ξ̃N =


w

1
2 (1, N) ξT(1)

w
1
2 (2, N) ξT(2)

...
w

1
2 (N,N) ξT(N)

 .

А оскiльки справедливо

Argmin
A
Q(A,N) = Argmin

A
∥Ξ̃N∥2,

тодi на цiй множинi оцiнок шукана оцiнка згiдно роботи [12] буде мати
вигляд

Â(N) = X̃T
2,N+1

(
X̃T

1,N

)+
+A∗(N)

[
En − X̃T

1,N

(
X̃T

1,N

)+
]
=

=
[
X̃+

1,NX̃2,N+1

]T
+A∗(N)

[
En − X̃+

1,NX̃1,N

]
, N ∈ N.

Теорему доведено. �

3. Побудова рекурентних алгоритмiв

Перейдемо до побудови рекуренту для оцiнки Â(N) матрицi невiдомих
параметрiв A об’єкта (1).

Теорема 2. Рекурентний алгоритм для оцiнки (3) матрицi параметрiв A
методом найменших квадратiв зi змiнним фактором забування та най-
меншою нормою вiдхилення вiд вiдомих точок

”
тяжiння“ A∗(N) у кожен

момент часу N для лiнiйної дискретної динамiчної системи (1) при не-
класичних припущеннях, що не гарантують єдинiсть оцiнки, має такий
вигляд:
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якщо δ(N + 1) > 0, то

Â(N + 1) = Â(N)+

+
1

δ(N + 1)

[
x(N + 2)− Â(N)x(N + 1)

]
xT (N + 1)P (N)+

+ [A∗(N + 1)−A∗(N)]×

×
[
P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)

]
,

R(N + 1) =
1

λ(N)

{
R(N)−

− 1

δ(N + 1)

[
R(N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)+

+ P (N)x(N + 1)xT(N + 1)R(N)

]
+

+
γ(N + 1)

δ2(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)

}
,

P (N + 1) = P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N),

(4)

а у протилежному випадку

Â(N + 1) = Â(N)+

+
1

γ(N + 1)

[
x(N + 2)− Â(N)x(N + 1)

]
xT (N + 1)R(N)+

+ [A∗(N + 1)−A∗(N)]P (N),

R(N + 1) =
1

λ(N)

{
R(N)−

− 1

γ(N + 1)
R(N)x(N + 1)xT(N + 1)R(N)

}
,

P (N + 1) = P (N)

(5)

з початковими умовами

Â(0) = A∗(0), R(0) = Θn, P (0) = En,

де Θn — нульова матриця порядку n, δ(N + 1) = xT(N + 1)P (N)x(N + 1),
γ(N + 1) = λ(N) + xT(N + 1)R(N)x(N + 1).

Доведення. Легко бачити, що Q(A,N) =
n∑

i=1
Qi(ai, N), де

Qi(ai, N) =

N∑
k=1

w(k,N) ξ2i (k), i = 1, n. (6)

Тодi задача знаходження оцiнки (3) для матрицi A =
(
a1, a2, . . . , an

)T

для лiнiйної дискретної динамiчної системи (1) з функцiоналом якостi (2)
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розщеплюється на n задач пошуку оцiнок âi(N) для ai методом наймен-
ших квадратiв зi змiнним фактором забування та найменшою нормою вiд-
хилення вiд вiдомих точок

”
тяжiння“ ai∗(N) у кожен момент часу N при

некласичних припущеннях, що не гарантують єдинiсть оцiнки, для систем

xi(k + 1) = xT (k)ai + ξi(k), k ∈ N, (7)

з функцiоналом якостi (6), i = 1, n.
Але для оцiнок âi(N)(i = 1, n) рекурентнi форми представлення згiд-

но [10] мають вигляд:
якщо δ(N + 1) > 0, то

âi(N + 1) = âi(N)+

+
1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)

[
xi(N + 2)− âTi (N)x(N + 1)

]
+

+

[
P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)

]
×

× [ai∗(N + 1)− ai∗(N)] ,

R(N + 1) =
1

λ(N)

{
R(N)−

− 1

δ(N + 1)

[
R(N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)+

+ P (N)x(N + 1)xT(N + 1)R(N)

]
+

+
γ(N + 1)

δ2(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)

}
,

P (N + 1) = P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N),

а у протилежному випадку

âi(N + 1) = âi(N)+

+
1

γ(N + 1)
R(N)x(N + 1)

[
xi(N + 2)− âTi (N)x(N + 1)

]
+

+ P (N) [ai∗(N + 1)− ai∗(N)] ,

R(N + 1) =
1

λ(N)

{
R(N)−

− 1

γ(N + 1)
R(N)x(N + 1)xT(N + 1)R(N)

}
,

P (N + 1) = P (N)

з початковими умовами

âi(0) = ai∗(0), R(0) = Θn, P (0) = En.

Пiсля об’єднання рекурентних спiввiдношень для оцiнок âi(N) (i = 1, n)

отримаємо такi алгоритми для рекурентного перерахунку оцiнок ÂT (N):
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якщо δ(N + 1) > 0, то

ÂT (N + 1) = ÂT (N)+

+
1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)

[
x(N + 2)− Â(N)x(N + 1)

]T
+

+

[
P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)x(N + 1)xT(N + 1)P (N)

]
×

× [A∗(N + 1)−A∗(N)]T ,

а у протилежному випадку

ÂT (N + 1) = ÂT (N)+

+
1

γ(N + 1)
R(N)x(N + 1)

[
x(N + 2)− Â(N)x(N + 1)

]T
+

+ P (N) [A∗(N + 1)−A∗(N)]T .

Пiсля транспонування останнiх спiввiдношень отримаємо потрiбний ре-
курентний алгоритм (4–5). �

Теорема 3. Рекурентний алгоритм для зваженої залишкової суми квад-
ратiв q(N) = Q(Â(N), N) для системи (1) з функцiоналом якостi (2) має
вигляд

q(N + 1) =


λ(N)q(N), якщо δ(N + 1) > 0,

λ(N)

{
q(N) +

1

γ(N + 1)
∥x(N + 2)− Â(N)x(N + 1) ∥2

}
у протилежному випадку

(8)

з початковою умовою q(0) = 0.

Доведення. Для систем (7) з функцiоналами якостi (6) введемо позначення
для вiдповiдних зважених залишкових сум квадратiв
qi(N) = Qi(âi(N), N), i = 1, n.

Але для qi(N) згiдно роботи [11] справедливе рекурентне спiввiдношення

qi(N + 1) =


λ(N)qi(N), якщо δ(N + 1) > 0,

λ(N)

{
qi(N) +

1

γ(N + 1)

[
xi(N + 2)− âTi (N)x(N + 1)

]2}
у протилежному випадку

з початковою умовою qi(0) = 0, i = 1, n.
Остаточний результат легко отримати пiсля врахування, що

q(N) =
n∑

i=1
qi(N), N = 0, 1, 2, . . . . �
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Висновки
Для оцiнки матрицi нестацiонарних параметрiв лiнiйної дискретної ди-

намiчної системи (1) методом найменших квадратiв зi змiнним фактором
забування та з найменшою нормою вiдхилення вiд заданої точки “тяжiн-
ня” у кожен момент часу при некласичних припущеннях, що не гарантують
її єдинiсть, отримано явну (3) та рекурентну (4–5) форми представлення.
Запропоновано рекурентну процедуру (8) для перерахунку вiдповiдної зва-
женої залишкової суми квадратiв.
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