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Abstract. The present article is devoted to research the two multi-
channel networks with bivariate Poisson input flow. The first model
consists of two Erlang queues and the second model consists of the
two infinite-server queues. The service time has the exponential di-
stribution. The stochastic dynamic of our model can be defined by
bivariate Markov chain. As a result, analysis of such networks is
much more difficult. Besides we assume that customers arrive to our
model according a bivariate Poisson input flow. This input process is
characterized by the fact that pairs of customers arrive simultaneously.
We study the stochastic process of the number of customers in the
systems at time. We find the stationary joint distribution of the
number of customers in the nodes. In the case of heavy traffic we
prove functional limit theorem about diffusion approximation of the
service process.
Keywords: network model, bivariate input flow, stationary distri-
bution, diffusion approximation.

Резюме. У статтi вивчаються мережевi моделi, якi складаються
з багатоканальних систем з двовимiрними пуассонiвськими вхi-
дними потоками вимог. Перша розглянута модель складається з
двох систем Ерланга, а друга — з двох систем з нескiнченною
кiлькiстю приладiв. Час обслуговування в системах є показнико-
вим. Вивчення моделей ускладнюється двовимiрнiстю вiдповiд-
них ланцюгiв Маркова, якi описують динамiку їх функцiонуван-
ня. Ми передбачуємо, що вимоги надходять до мережевої моделi
згiдно з двовимiрним потоком Пуассона, тобто вимоги з нього
можуть надходити парами одночасно. Вивчається стохастичний
процесс числа вимог у вузлах моделi. Знайдено спiльний стацiо-
нарний розподiл числа вимог у вузлах. Для перевантаженого ре-
жиму доведено функцiональну граничну теорему про дифузiйну
апроксимацiю процесу обслуговування.
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стацiонарний розподiл, дифузiйна апроксимацiя.

Вступ
Останнiм часом багатоканальнi мережевi моделi є об’єктом iнтенсивних

дослiджень. Це пов’язано з їх широким застосуванням у реальних мережах
зв’язку i мережах банкоматiв [5], [6].

Сучаснi комунiкацiйнi та комп’ютернi мережi характеризуються все
бiльш складними структурами, що вимагає створення i аналiзу вiдповiдних
математичних моделей. Багатоканальнi моделi систем обслуговування вже
давно використовуються в рiзних сферах практичної дiяльностi. У цiй стат-
тi ми розглянемо двi мережевi моделi. Перша модель складається з двох
систем Ерланга типу [M/M/m/0], а друга — з двох систем типу [M/M/∞].
Обидвi моделi мають зовнiшнiй двовимiрний пуассонiвський потiк вимог
(ν1(t), ν2(t)) з параметрами λ1 > 0, λ2 > 0, b > 0.

1. Стацiонарнi характеристики мережевої моделi з системами
Ерланга

Позначимо через m1 число обслуговуючих приладiв в першiй системi
Ерланга, вiдповiдно m2 є числом облуговуючих приладiв в другiй системi.
Вимоги з потоку ν1(t) прибувають для обслуговування на першу систему,
а вимоги з потоку ν2(t) прибувають на другу систему. Будемо передбачати,
що час обслуговування вимог з потоку ν1(t) має показниковий розподiл з
параметром µ1 > 0, а час обслуговування вимог з потоку ν2(t) має показни-
ковий розподiл з параметром µ2 > 0 вiдповiдно. Кожна вимога обслугову-
ється лише однiєю системою. Нехай X1(t) — число вимог, якi знаходяться
на обслуговуваннi в першiй системi Ерланга в момент часу t, а X2(t) —
число вимог, якi знаходяться на обслуговуваннi в другiй системi в момент
часу t. Справедлива така теорема.

Теорема 1. Процес обслуговування моделi з двох систем Ерланга (X1(t),
X2(t)) має ергодичний розподiл такого виду

lim
t→+∞

P{X1(t) = i,X2(t) = j} =

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

×

×
(m1∑
i=0

m2∑
j=0

(

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

)
)−1

,

де a1 = λ1
µ1

+ bµ2

µ1(µ1+µ2)
, a2 = λ2

µ2
+ bµ1

µ2(µ1+µ2)
, a3 = b

µ1+µ2
, i = 1, . . . ,m1,

j = 1, . . . ,m2.

Доведення. За умови зроблених нами припущень на вхiдний потiк i час
обслуговування вимог у системах двовимiрний випадковий процес (X1(t),
X2(t)) є двовимiрним ланцюгом Маркова з неперервним часом. Поведiнка
цього ланцюга Маркова на iнтервалi [t, t+ h] виглядає так: якщо в момент
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часу t процес прийняв значення X1(t) = i, X2(t) = j, тодi наш двовимiрний
процес на iнтервалi [t, t + h] може перейти в такi стани з вiдповiдними
ймовiрностями незалежно вiд значень, якi вiн приймав до цього моменту
(X1(s), X2(s)), s < t

(i, j) →



(i+ 1, j) з ймовiрнiстю λ1h+ o(h);
(i, j + 1) з ймовiрнiстю λ2h+ o(h);
(i+ 1, j + 1) з ймовiрнiстю bh+ o(h);
(i− 1, j) з ймовiрнiстю µ1ih+ o(h);
(i, j − 1) з ймовiрнiстю µ2jh+ o(h);
(i, j) з ймовiрнiстю 1− (λ1 + λ2 + b+ iµ1 + jµ2)h+ o(h),

де i = 1,m1 − 1, j = 1,m2 − 1. Аналогiчно ми можемо записати ймовiрностi
переходiв на iнтервалi [t, t + h] зi станiв (0, 0), (0, j), (i, 0), i = 1,m1 − 1,
j = 1,m2 − 1, (m1,m2).

Крiм того, будемо передбачати, що вхiдний потiк реагує на ситуацiю,
яка складається на системах Ерланга, а саме, одна з систем є повнiстю
зайнятою, змiнюючи свої iнтенсивностi так

(i,m2) →


(i+ 1,m2) з ймовiрнiстю (λ1 + b µ2

µ1+µ2
)h+ o(h);

(i− 1,m2) з ймовiрнiстю µ1ih+ o(h);
(i,m2 − 1) з ймовiрнiстю m2µ2h+ o(h);
(i,m2)з ймовiрнiстю 1− (λ1 + b µ2

µ1+µ2
+ µ1i+ µ2m2)h+ o(h)

i

(m1, j) →


(m1, j + 1) з ймовiрнiстю (λ2 + b µ1

µ1+µ2
)h+ o(h);

(m1, j − 1) з ймовiрнiстю µ2jh+ o(h);
(m1 − 1, j) з ймовiрнiстю m1µ1h+ o(h);
(m1, j)з ймовiрнiстю 1− (λ2 + b µ1

µ1+µ2
+ µ2j + µ1m1)h+ o(h).

Ймовiрностi переходiв зi станiв (0,m2), (m1, 0) мають також аналогiчний
вигляд

(0,m2) →


(1,m2) з ймовiрнiстю (λ1 + b µ2

µ1+µ2
)h+ o(h);

(0,m2 − 1) з ймовiрнiстю m2µ2h+ o(h);
(0,m2)з ймовiрнiстю 1− (λ1 + b µ2

µ1+µ2
+ µ2m2)h+ o(h)

i

(m1, 0) →


(m1, 1) з ймовiрнiстю (λ2 + b µ1

µ1+µ2
)h+ o(h);

(m1 − 1, 0) з ймовiрнiстю m1µ1h+ o(h);
(m1, 0)з ймовiрнiстю 1− (λ2 + b µ1

µ1+µ2
+ µ1m1)h+ o(h).

Використовуючи виписану вище структуру переходiв нашого процесу, ми
можемо виписати вiдповiдну систему алгебраїчних рiвнянь для стацiонар-
них ймовiрностей pij = P{X1 = i,X2 = j}. Через велику розмiрнiсть ми
не будемо її наводити в цiй статтi. Розв’язок цiєї системи рiвнянь iснує i
є єдиним на пiдставi наших припущень. Безпосередньою пiдстановкою в
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рiвняння показується, що вiн має такий вигляд

P{X1 = i,X2 = j} =

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

×

×

m1∑
i=0

m2∑
j=0

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

−1

,

де a1 = λ1
µ1

+ bµ2

µ1(µ1+µ2)
, a2 =

λ2
µ2

+ bµ1

µ2(µ1+µ2)
, a3 =

b
µ1+µ2

, i = 0,m1, j = 0,m2.

Зауважимо, що двовимiрний пуассонiвський потiк має таке представле-
ння [3]

ν1(t) = y1(t) + y3(t), ν2(t) = y2(t) + y3(t),

де y1(t) — пуассонiвський потiк з параметром λ1 > 0, y2(t) — пуассонiвський
потiк з параметром λ2 > 0 i y3(t) в свою чергу є пуассонiвським потоком з
параметром b > 0. �

2. Стацiонарний розподiл мережевої моделi типу [M/M/∞] з
двовимiрним пуассонiвським потоком вимог

Розглянемо тепер нашу мережеву модель у випадку, коли її вузли фун-
кцiонують як системи обслуговування з нескiнченною кiлькiстю приладiв.
Стацiонарний розподiл числа зайнятих приладiв для такої моделi можна
отримати шляхом граничного переходу з виразу стацiонарного розподiлу
процесу обслуговування, коли вузлами моделi є системи Ерланга

lim
m1,m2→+∞

P{X1 = i,X2 = j} =

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

×

× lim
m1,m2→+∞

m1∑
i=0

m2∑
j=0

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

−1

=

=

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

e−a1−a2−a3 ,

де a1 = λ1
µ1

+ bµ2

µ1(µ1+µ2)
, a2 =

λ2
µ2

+ bµ1

µ2(µ1+µ2)
, a3 =

b
µ1+µ2

.

3. Дифузiйна апроксимацiя багатоканальної мережевої моделi
з двовимiрним пуассонiвським потоком вимог

Cтацiонарнi ймовiрностi процесу обслуговування (X1(t), X2(t)) у мере-
жевiй моделi типу [M/M/∞] є дуже важливими. Проте, це є лише однови-
мiрний розподiл процесу обслуговування в стацiонарному режимi. Вивчен-
ня багатьох iнших характеристик, якi залежать вiд поведiнки всiєї траєкто-
рiї процесу, викликає значнi труднощi. За певних умов на iншi характери-
стики моделi можна довести, що поведiнка траєкторiй процесу обслугову-
вання буде асимптотично близькою до поведiнки траєкторiй вiдповiдного
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дифузiйного процесу. Iншими словами, якщо довести збiжнiсть процесу об-
слуговування до вiдповiдного дифузiйного процесу в рiвномiрнiй топологiї,
то дослiдження характеристик нашої моделi можна наближенно проводити
через дослiдження вiдповiдного дифузiйного процесу.

Припустимо, що наша модель перебуває в стацiонарному режимi, тобто,
початковий розподiл числа зайнятих приладiв буде дорiвнювати

P{X1(0) = i,X2(0) = j} =

min(i,j)∑
k=0

ai−k
1 aj−k

2 ak3
k!(i− k)!(j − k)!

e−a1−a2−a3 ,

де a1 =
λ1
µ1

+
bµ2

µ1(µ1 + µ2)
, a2 =

λ2
µ2

+
bµ1

µ2(µ1 + µ2)
, a3 =

b

µ1 + µ2
.

Крiм того, будемо вважати, що параметри нашої моделi залежать вiд n
(номера серiї)

µ
(n)
i =

µi
n

+ o(n−1).

Розглянемо таку послiдовнiсть випадкових процесiв

ξn(t) = (ξ1n(t), ξ
2
n(t)), n ≥ 1, t ∈ [0, T ],

ξin(t) = n−1/2(X
(n)
1 (nt)− αin), i = 1, 2,

де α1 = (λ1 + b)/µ1, α2 = (λ2 + b)/µ2.
Справедлива така теорема.

Теорема 2. Послiдовнiсть випадкових процесiв (ξ1n(t), ξ
2
n(t)) збiгається

в рiвномiрнiй топологiї до дифузiйного процесу з коефiцiєнтом переносу
a(x) = (a1(x), a2(x)) i матрицею дифузiї B, де

(a1(x), a2(x)) = (−µ1x,−µ2x)

B =

(
2(λ1 + b) b

b 2(λ2 + b)

)
.

Доведення. Розподiл послiдовностi випадкових процесiв збiгається до ди-
фузiйного процесу з вектором переносу a(x) i дифузiйною матрицею B,
якщо виконано такi умови

ξn(0) → ξ0, n→ ∞, (1)

δ(n) =

dn−1∑
k=0

E |E{∆ξnk
/Fnk

} − a(ξnk
)∆tnk

| → 0, n→ ∞, (2)

dn−1∑
k=0

E
∣∣E{(∆ξnk

, z)2/Fnk
} − (Bz, z)∆tnk

∣∣ → 0, n→ ∞, (3)

dn−1∑
k=0

P{|∆ξnk
| ≥ ε} → 0, n→ ∞, ε > 0, (4)

де ∆ξnk
= ξnk+1

− ξnk
, ξnk

= ξn(tnk
), {tnk

, k = 0, 1, . . . , dn} – розбиття iн-
тервалу [0, T ] точками 0 = tn0 < tn1 < . . . < tndn

= T, maxk ∆tnk
→ 0,

Fnk
= Fn(tnk

), {Fn(t), t ∈ [0, T ]} – послiдовнiсть зростаючих σ-алгебр.
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Перевiримо для послiдовностi (ξ1n(t), ξ2n(t)) умови збiжностi до дифузiй-
ного процесу. Нехай tnk

= k
dn
T для всiх n = 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . . , dn i

limn→∞ dn/n = 0, σ-алгебра Fn(t) утворюється випадковими величинами
{ξn(τ), τ ≤ t}.

Використовуючи метод характеристичних функцiй, для довiльного дiй-
сного вектора u = (u1, u2) отримаємо вигляд початкового розподiлу

lim
n→∞

Eei(u,ξn(0)) = e−
1
2
u2
1α1− 1

2
u2
2α2−u1u2a3 .

Отже, умова (1) виконується i граничний вектор (ξ10 , ξ
2
0) має нормальний

розподiл з вектором середнiх (0, 0) i коварiацiйною матрицею C, де

C =

(
α1 a3
a3 α2

)
.

Для перевiрки виконання умов (2), (3) i (4) ми використаємо таке пред-
ставлення процесу Xi(t), i = 1, 2

Xi(t) =

Xi(0)∑
k=1

χ
(i)
k (t) +

νi(t)∑
k=1

χ
(i)
k (t− tk).

Випадкова величина χ(i)
k (t) приймає значення 1 з ймовiрнiстю exp(−µit) i

0 з ймовiрнiстю 1− exp(−µit) для всiх k = 0, 1, 2, . . . ; i = 1, 2.
Тодi

E(∆ξink
/ξink

= xi) =

= E{n−1/2(X
(n)
i (ntnk+1

)− nαi)− xi/X
(n)
i (ntnk

) = nαi +
√
nxi} =

= n−1/2E{

√
nxi+αin∑
k=1

χ
(i)
k (∆tnk

) +

νi(n∆tnk
)∑

k=1

χi
n(tnk

− tk)− nαi −
√
nxi}.

Пiсля низки перетворень отримаємо

E{∆ξink
/ξink

= xi} = −xi(1− e−µi∆tnk ) + o(∆tnk
).

Крiм того, неважко показати, що

E|ξink
| = E

√
(ξin(tnk

))2 ≤
√
E(ξin(tnk

))2 < C.

Зрештою будемо мати

δ(n) =

dn−1∑
k=0

E|ξink
(e−µi∆tnk − 1)− ξink

µi∆tnk
− o(∆tnk

)| ≤

≤ Cdn|e−µiT/dn − 1− µiT/dn|+ dno

(
T

n

)
→ 0, n→ ∞.

Виконання умови (2) перевiрено. Аналогiчно перевiряється виконання умо-
ви (3) i (4). Збiжнiсть у рiвномiрнiй топологiї буде доведено, якщо для
послiдовностi ξn(t) = (ξ1n(t), ξ

2
n(t)) виконується умова

P{|ξn(t)− ξn(t1)| ≥ ε, |ξn(t)− ξn(t2)| ≥ ε} ≤ 1

ε2γ
[H(t2)−H(t1)]

2α (5)
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для t1 ≤ t ≤ t2 (t1, t, t2 ∈ [0, T ]), n ≥ 1, γ ≥ 0, α > 1
2 , ε > 0, де функцiя H(t)

є неспадною неперервною функцiєю на [0, T ].
Можна показати, що умова (5) виконується для послiдовностi процесiв

ξn(t), якщо γ = 2, α = 3/4 i H(t) = ct.
Теорему 2 доведено. �

Висновки
Отже, пiд час доведення теореми 1 для мережевої моделi систем Ерлан-

га [M/M/m]2 з двовимiрним пуассонiвським потоком вимог ми отримали
цiкавий факт. Для iснування стацiонарного розподiлу числа вимог зазна-
ченного вище вигляду, якi знаходяться на обслуговуваннi в нашiй моделi,
ми повиннi зменшувати iнтенсивнiсть b спiльного потоку за допомогою ко-
ефiцiєнта µ1

µ1+µ2
, якщо зайнятi всi m1 приладiв. Отже, iнтенсивнiсть потоку

y3(t) повинна дорiвнювати b µ1

µ1+µ2
. Аналогiчно, якщо X2(t) = m2, iнтенсив-

нiсть b спiльного вхiдного потоку y3(t) має дорiвнювати b µ2

µ1+µ2
.

Результат теореми 2 означає, що процес обслуговування X(n)(nt) можна
наближено представити так

X(n)(nt) ∼ n

(
α1

α2

)
+

√
n

(
ξ1(t)

ξ2(t)

)
,

де вектор (ξ1(t), ξ2(t)) має нормальний розподiл з середнiм (0, 0) i коварiа-
цiйною матрицею C.
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