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Abstract. We propose a new iterative method of solving the prob-
lem of equilibrium programming (Ky Fan inequality, equilibrium
problem) in finite-dimensional space. Recently developed Vedel-Se-
menov iterative two-phase proximal method is modified by using
Bregman distance. Bregman distance enables effective use of the
geometry of the feasible set of problem in some important cases.
For example, the Kullback-Leibler divergence for simplex of mixed
strategies in matrix or bimatrix games. The analysis of the conver-
gence of the method is based on the assumption that the solution
of equilibrium problem exists and the bifunction is pseudo-monotone
and Lipschitz-type.
Keywords: Bregman distance, equilibrium problem, variational ine-
quality, two-phase method, convex minimization, bifunction, pseudo-
monotonicity, Lipschitz condition, convergence.

Резюме. В работе предложен и исследован новый итерацион-
ный метод решения задачи о равновесии в конечномерном про-
странстве. С использованием расстояния Брэгмана модифици-
рован двухэтапный проксимальный алгоритм, недавно разрабо-
танный Я. И. Ведель и В. В. Семёновым. Расстояние Брэгмана
позволяет в некоторых случаях эффективно учесть геометрию
допустимого множества задачи. Анализ сходимости метода про-
веден в предположении о существовании решения задачи о рав-
новесии и при условиях псевдомонотонности и липшицевости би-
функции.
Ключевые слова: расстояние Брэгмана, задача о равновесии,
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вариационное неравенство, двухэтапный алгоритм, выпуклая ми-
нимизация, бифункция, псевдомонотонность, липшицевость, схо-
димость.

1. Введение

Важным и популярным направлением современного прикладного нели-
нейного анализа является исследование задач о равновесии (неравенств Ки
Фаня, задач равновесного программирования) вида [1]

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)

где C — подмножество пространства Rd, F : C × C → R ∪ {+∞} — би-
функция. В виде (1) можно сформулировать задачи математического про-
граммирования, вариационные неравенства, игровые задачи и поиск непо-
движных точек [1, 2, 3, 4, 5]. Приведем две типичные формулировки.

(1) Если F (x, y) = φ(y) − φ(x), где φ : C → R, то задача (1) является
задачей условной минимизации

φ→ min
C

.

(2) Пусть I — конечное множество индексов. Для каждого i ∈ I заданы
множество Ci и функция φi : C → R, где C =

∏
i∈I Ci. Для x =

(xi)i∈I ∈ C обозначим xi = (xj)j∈I,j ̸=i. Точку x̄ = (x̄i)i∈I называют
равновесием Нэша, если для всех i ∈ I выполняются неравенства

φi(x̄) ≤ φi(x̄
i, yi) ∀ yi ∈ Ci.

Определим функцию F : C × C → R следующим образом

F (x, y) =
∑
i∈I

(
φi(x

i, yi)− φi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C является равновесием Нэша тогда и только тогда,
когда она является решением задачи (1).

Алгоритмам решения равновесных и близких задач посвящено большое
количество работ, например, [3, 5–13, 30]. В методах, рассмотренных в ра-
ботах [5, 14, 15, 16], на каждом шаге решаются вспомогательные равнове-
сные задачи с сильно монотонными бифункциями. Частным случаем задач
о равновесии являются вариационные неравенства. Для их решения Г. М.
Корпелевич предложила экстраградиентный метод [17]. Обобщению и ис-
следованию этого алгоритма посвящено большое количество публикаций
[18–20]. Отметим работы [21–23] где предложены и исследованы итераци-
онные алгоритмы, в которых на каждом шаге необходимо решать вспо-
могательные сильно выпуклые задачи минимизации. Данные алгоритмы
являются аналогами экстраградиентного метода для задач о равновесии.

В 1980 Л. Д. Попов [24] предложил для поиска седловых точек выпукло-
вогнутых функций, определенных в конечномерном евклидовом пространс-
тве, интересную модификацию метода Эрроу-Гурвица. В недавних работах
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[25, 26] предложено несколько модификаций метода Л. Д. Попова для ре-
шения вариационных неравенств с монотонными операторами. В статье
[27] предложен двухэтапный проксимальный алгоритм для решения задач
о равновесии, являющийся адаптацией метода Л. Д. Попова к общим за-
дачам равновесного программирования. В данных методах используется
евклидово расстояние и проекция. В некоторых ситуациях предпочтитель-
ней применение других расстояний, таких как расстояние Альбера [29, 30]
или Брэгмана [31], что позволяет эффективно учесть геометрию допусти-
мого множества.

В работе предложен и исследован новый итерационный метод решения
задачи о равновесии. С использованием расстояния Брэгмана модифици-
рован двухэтапный проксимальный алгоритм [27]. Анализ сходимости ме-
тода проведен в предположении о существовании решения и при условиях
псевдомонотонности и липшицевости бифункции.

Опишем кратко структуру статьи. В следующем пункте сформулирова-
на задача о равновесии и приведены необходимые теоретические сведения.
Далее приведены основные сведения о расстоянии Брэгмана и описан пре-
длагаемый итерационный метод. Четвертый пункт посвящен доказатель-
ству сходимости. В последний, пятый, пункт вынесены заключительные
замечания.

2. Задача о равновесии
Для непустого выпуклого замкнутого множества C ⊆ Rd и бифункции

F : C × C → R ∪ {+∞} рассмотрим задачу о равновесии:

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (2)

где F (y, y) = 0 для всех y ∈ C.
Рассмотрим так называемую дуальную (для задачи (2)) задачу о равно-

весии [7]:
найти x ∈ C : F (y, x) ≤ 0 ∀ y ∈ C. (3)

Множества решений задач (2) и (3) обозначим S и S∗. Теоремы об услови-
ях, гарантирующих непустоту множеств S и S∗, можно найти в [1, 2, 3, 32].
Множество S∗ выпуклое и замкнутое в случае, когда функции F (x, ·) выпу-
клые и замкнутые (полунепрерывны снизу) на C, поскольку

S∗ =
∩
y∈C

L(y),

где L(y) = {x ∈ C : F (y, x) ≤ 0}. Множество S вообще может и не быть
выпуклым. Однако, если функции F (x, ·) выпуклые и замкнутые на C, а
функции F (·, y) полунепрерывны сверху на C, то множество S выпуклое и
S∗ ⊆ S. Кроме того, если бифункция F псевдомонотонна1, то S = S∗ [7].

В дальнейшем будем предполагать, что S∗ ̸= ∅.

1Бифункцию F называют псевдомонотонной, если для всех x, y ∈ C из нера-
венства F (x, y) ≥ 0 следует F (y, x) ≤ 0.
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3. Расстояние Брэгмана и алгоритм

Пусть ∥·∥ — некоторая норма (не обязательно евклидова), а (·, ·) — стан-
дартное скалярное произведение на Rd. Пусть g : Rd → R — непрерывно
дифференцируемая и сильно выпуклая (с параметром σ > 0 относительно
нормы ∥·∥2) на выпуклом множестве O ⊇ C функция. Расстояние Брэгмана
(ассоциированное с функцией g) [31] на множестве O определяется соотно-
шением

D(a, b) = g(a)− g(b)− (∇g(b), a− b) ∀a, b ∈ O.

При g(x) = 1
2∥x∥

2
2, где ∥ · ∥2 — евклидова норма, имеем

D(x, y) =
1

2
∥x− y∥22.

Для стандартного симплекса ∆d =
{
x ∈ Rd : xi ≥ 0,

∑
i xi = 1

}
и отри-

цательной энтропии g(x) =
∑

i xi lnxi (она сильно выпукла относительно
ℓ1-нормы на ∆d) получаем расстояние Кульбака-Лейблера на ∆d

D(x, y) =
∑
i

xi ln

(
xi
yi

)
∀x, y ∈ ∆d.

Имеет место полезное тождество.

Лемма 1 (3-точечное тождество). Для произвольных a, b и c выполняется
тождество

D(a, c) = D(a, b) +D(b, c) + (∇g(b)−∇g(c), a− b).

Из сильной выпуклости g следует оценка

D(a, b) ≥ σ

2
∥a− b∥2. (4)

С этого момента будем рассматривать только бифункции F , удовлетво-
ряющие условию: для всех x ∈ C функция F (x, ·) выпукла и замкнута на
множестве C. В данном случае задачи

F (a, y) +
1

λ
D(y, b) → min

y∈C
(a, b ∈ C, λ > 0)

всегда имеют единственное решение. Предположим возможность их эффе-
ктивного решения. Например, это возможно в случае симплекса ∆d, ли-
нейности F по второму аргументу и расстояния Кульбака-Лейблера. Дей-
ствительно, решение задачи

d∑
i=1

aixi +
1

λ

d∑
i=1

xi ln

(
xi
yi

)
→ min

x∈∆d

(a ∈ Rd, y ∈ ∆d, λ > 0)

2Для функции g имеет место неравенство

g(a)− g(b) ≥ (∇g(b), a− b) +
σ

2
∥a− b∥2 ∀a, b ∈ O.
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имеет вид

zi =
yie

−λai∑d
j=1 yje

−λaj
, i = 1, ..., d.

Для приближенного решения задачи о равновесии (2) предлагаем следу-
ющий итерационный

Алгоритм 1. Для x1, y1 ∈ C генерируем последовательность элементов
xn, yn ∈ C при помощи итерационной схемы{

xn+1 = argminy∈C
{
F (yn, y) +

1
λD(y, xn)

}
,

yn+1 = argminy∈C
{
F (yn, y) +

1
λD(y, xn+1)

}
,

где λ > 0.

На каждом шаге алгоритма 1 следует решить две выпуклые задачи с
сильно выпуклыми функциями. Правило выбора параметра регуляризации
λ укажем ниже.

Замечание 1. Если g(·) = 1
2∥ · ∥

2
2 , то алгоритм 1 принимает вид{

xn+1 = proxλ·F (yn,·)xn,

yn+1 = proxλ·F (yn,·)xn+1,

где proxg — проксимальный оператор [33], ассоциированный с собственной
выпуклой замкнутой функцией g

H ∋ x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
∥y − x∥22

)
∈ dom g.

Двухэтапный проксимальный алгоритм предложен в [27, 28]. В случае ва-
риационного неравенства, то есть, при F (x, y) = (Ax, y − x), он принимает
вид  x1 ∈ C, y1 ∈ C,

xn+1 = PC(xn − λAyn),
yn+1 = PC(xn+1 − λAyn),

где PC — оператор метрического проектирования на множество C. Частный
случай этой схемы предложен Л. Д. Поповым [24] для поиска седловых
точек выпукло-вогнутых функций, определенных в конечномерном евкли-
довом пространстве. В недавних работах Ю. В. Малицкий и В. В. Семёнов
[25, 26] доказали сходимость этого алгоритма для неравенств с монотон-
ными и липшицевыми операторами, действующими в бесконечномерном
гильбертовом пространстве, а также предложили несколько его модифи-
каций.

Замечание 2. Для вариационных неравенств алгоритм 1 можно записать
в виде 

x1 ∈ C, y1 ∈ C,
xn+1 = ΠC

(
(∇g)−1(∇g(xn)− λAyn)

)
,

yn+1 = ΠC

(
(∇g)−1(∇g(xn+1)− λAyn)

)
,
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где ΠC — оператор проектирования Брэгмана на множество C [31], опре-
деляемый правилом

ΠCx = argminy∈C D(y, x).

Данный метод разработан в диссертации Ю. В. Малицкого [34].

Перейдем к исследованию алгоритм 1. Прежде всего заметим, что при
выполнении для некоторого номера n ∈ N равенств

xn+1 = xn = yn (5)

имеет место включение yn ∈ S и условие стационарности: yk = xk = yn для
всех k ≥ n. Действительно, равенство

xn+1 = argminy∈C

{
F (yn, y) +

1

λ
D(y, xn)

}
означает [33], что

F (yn, y)− F (yn, xn+1) +
(∇g(xn+1)−∇g(xn), y − xn+1)

λ
≥ 0 ∀y ∈ C.

Из (5) следует
F (yn, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

то есть, yn ∈ S.
Учитывая это соображение, практическому варианту алгоритма 1 можно

придать следующий вид.

Алгоритм 2. Задаем x1 ∈ C, y1 ∈ C, λ > 0 и ε > 0.
1. Для xn и yn вычисляем

xn+1 = argminy∈C

{
F (yn, y) +

1

λ
D(y, xn)

}
.

2. Если max {∥xn+1 − xn∥, ∥yn − xn∥} ≤ ε, то СТОП3, иначе вычисля-
ем

yn+1 = argminy∈C

{
F (yn, y) +

1

λ
D(y, xn+1)

}
.

3. Полагаем n := n+ 1 и переходим на шаг 1.

Далее будем предполагать, что для всех номеров n ∈ N условие (5) не
имеет места и перейдем к обоснованию сходимости алгоритма 1.

4. Анализ сходимости
Для доказательства сходимости алгоритма нам потребуются следующие

факты.

Лемма 2. Пусть неотрицательные последовательности (an), (bn) тако-
вы, что

an+1 ≤ an − bn.

Тогда существует предел limn→∞ an ∈ R и
∑∞

n=1 bn < +∞.

3Естественно, можно использовать условие max {D(xn+1, xn), D(yn, xn)} ≤ ε.
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Лемма 3. Элемент x ∈ C является решением задачи о равновесии (2)
тогда и только тогда, когда

F (x, y) +
1

λ
D(y, x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (6)

где λ > 0.

Доказательство. Элемент x ∈ C удовлетворяет (6) тогда и только тогда,
когда является решением выпуклой задачи

F (x, y) +
1

λ
D(y, x) → min

y∈C
,

то есть, удовлетворяет неравенству

F (x, y)− F (x, x) +
(∇g(x)−∇g(x), y − x)

λ
= F (x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Таким образом, x ∈ S. �

Анализ сходимости алгоритма начнем с доказательства важного нера-
венства для последовательностй (xn) и (yn), порождаемых алгоритмом 1.

Предположим, что бифункция F удовлетворяет условию: для всех x, y,
z ∈ C имеет место

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a ∥x− z∥2 + b ∥z − y∥2 ,

где a, b — положительные константы (липшицевость).

Замечание 3. Условие типа липшицевости введено G. Mastroeni в [6].

Имеет место

Лемма 4. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) и элемента z ∈ S∗ выполняется неравенствo

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn)−
(
1− 2λb

σ

)
D(xn+1, yn)−

−
(
1− 4λa

σ

)
D(yn, xn) +

4λa

σ
D(xn, yn−1). (7)

Доказательство. Имеем (дважды используя лемму 1)

D(z, xn+1) = D(z, xn)−D(xn+1, xn) + (∇g(xn+1)−∇g(xn), xn+1 − z) =

= D(z, xn)−D(xn+1, yn)−D(yn, xn)−
− (∇g(yn)−∇g(xn), xn+1 − yn) + (∇g(xn+1)−∇g(xn), xn+1 − z) . (8)

Из определения точек xn+1 и yn следует

λF (yn, z)− λF (yn, xn+1) ≥ (∇g(xn+1)−∇g(xn), xn+1 − z), (9)

λF (yn−1, xn+1)− λF (yn−1, yn) ≥ −(∇g(xn)−∇g(yn), yn − xn+1). (10)
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Использовав неравенства (9), (10) для оценки скалярных произведений в
(8), получаем

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn)−D(xn+1, yn)−D(yn, xn)+

+ λ {F (yn, z)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)} . (11)

Из включения z ∈ S∗ следует

F (yn, z) ≤ 0,

а липшицевость F гарантирует выполнение неравенства

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) ≤

≤ a ∥yn−1 − yn∥2 + b ∥yn − xn+1∥2 .

Использовав вышеприведенные оценки в (11), получаем

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn)−D(xn+1, yn)−D(yn, xn)+

+ λa ∥yn−1 − yn∥2 + λb ∥yn − xn+1∥2 . (12)

Член ∥yn−1 − yn∥2 оценим следующим образом

∥yn−1 − yn∥2 ≤ 2 ∥yn−1 − xn∥2 + 2 ∥yn − xn∥2 .

Учитывая эту оценку в (12), приходим к неравенству

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn)−D(xn+1, yn)−D(yn, xn)+

+ 2λa ∥yn−1 − xn∥2 + 2λa ∥yn − xn∥2 + λb ∥yn − xn+1∥2 . (13)

Оценивая в (13) нормы при помощи неравенства (4), получим

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn)−D(xn+1, yn)−D(yn, xn)+

+
4λa

σ
D(xn, yn−1) +

4λa

σ
D(yn, xn) +

2λb

σ
D(xn+1, yn),

а именно, неравенство (7). �

Перейдем непосредственно к доказательству сходимости алгоритма. До-
полнительно предположим, что бифункция F : C×C → R∪{+∞} полуне-
прерывна снизу на C×C и для всех y ∈ C функция F (·, y) полунепрерывна
сверху на C. Заметим, что при этих условиях S∗ ⊆ S. Имеет место

Лемма 5. Пусть λ ∈
(
0, σ

2(2a+b)

)
. Тогда все предельные точки последова-

тельности (xn) принадлежат множеству S.

Доказательство. Пусть z ∈ S∗. Положим

an = D(z, xn) +
4λa
σ D(xn, yn−1),

bn =
(
1− 4λa

σ

)
D(yn, xn) +

(
1− 4λa

σ − 2λb
σ

)
D(xn+1, yn).

Неравенство леммы 4 принимает вид

an+1 ≤ an − bn.
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Тогда из леммы 2 можем сделать вывод, что существует предел

lim
n→∞

(
D(z, xn) +

4λa

σ
D(xn, yn−1)

)
и

lim
n→∞

((
1− 4λa

σ

)
D(yn, xn) +

(
1− 4λa

σ
− 2λb

σ

)
D(xn+1, yn)

)
= 0.

Откуда получаем

lim
n→∞

D(yn, xn) = lim
n→∞

D(xn+1, yn) = 0 (14)

и сходимость числовой последовательности (D(z, xn)) для всех z ∈ S∗. Из
(14) следует

lim
n→∞

∥yn − xn∥ = lim
n→∞

∥yn − xn+1∥ = 0 (15)

и естественно
lim
n→∞

∥xn − xn+1∥ = 0.

Из неравенства

D(z, xn) ≥
σ

2
∥z − xn∥2

и (15) следует ограниченность последовательностей (xn), (yn).
Рассмотрим подпоследовательность (xnk

), сходящуюся к некоторой то-
чке z̄ ∈ C. Тогда из (15) следует, что ynk

→ z̄ и xnk+1 → z̄. Покажем, что
z̄ ∈ S. Имеем

F (ynk
, y) +

1

λ
D(y, xnk

) ≥ F (ynk
, xnk+1) +

1

λ
D(xnk+1, xnk

) ∀y ∈ C. (16)

Совершив предельный переход в (16), получим

F (z̄, y) +
1

λ
D(y, z̄) ≥ limk→∞

{
F (ynk

, y) +
1

λ
D(y, xnk

)

}
≥

≥ limk→∞

{
F (ynk

, xnk+1) +
1

λ
D(xnk+1, xnk

)

}
= F (z̄, z̄) = 0 ∀y ∈ C.

Откуда по лемме 3 следует включение z̄ ∈ S. �

Замечание 4. Имеют место асимптотики

limn→∞n ·D(yn, xn) = limn→∞n ·D(xn+1, yn) = 0

и
limn→∞

√
n · ∥yn − xn∥ = limn→∞

√
n · ∥xn+1 − yn∥ = 0.

Уточним результат леммы 5.

Лемма 6. Пусть, дополнительно, S = S∗ (например, если бифункция
F псевдомонотонна на C). Тогда порожденные алгоритмом 1 последова-
тельности (xn), (yn) сходятся к решению z̄ ∈ S задачи (2).
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Доказательство. Пусть z̄ ∈ S = S∗ и xnk
→ z̄, ynk

→ z̄. Существует предел

lim
n→∞

D(z̄, xn) = lim
n→∞

{g(z̄)− g(xn)− (∇g(xn), z̄ − xn)}

и

lim
n→∞

D(yn, xn) = lim
n→∞

{g(yn)− g(xn)− (∇g(xn), yn − xn)} = 0.

Поскольку D(z̄, xnk
) → 0, то D(z̄, xn) → 0. Откуда xn → z̄ и yn → z̄. �

Суммируя изложенное, сформулируем основной результат.

Теорема 1. Пусть C ⊆ Rd — непустое выпуклое замкнутое множество,
для бифункции F : C × C → R ∪ {+∞} выполнены условия

(1) F (x, x) = 0 для всех x ∈ C;
(2) для всех x, y ∈ C из F (x, y) ≥ 0 следует F (y, x) ≤ 0 (псевдомоно-

тонность);
(3) F : C × C → R ∪ {+∞} полунепрерывна снизу на C × C;
(4) для всех x ∈ C функция F (x, ·) выпукла на C;
(5) для всех y ∈ C функция F (·, y) полунепрерывна сверху на C;
(6) для всех x, y, z ∈ C имеет место

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a ∥x− z∥2 + b ∥z − y∥2 ,

где a, b — положительные константы (липшицевость).

Предположим, что S ̸= ∅ и λ ∈
(
0, σ

2(2a+b)

)
. Тогда порожденные алгори-

тмом 1 последовательности (xn), (yn) сходятся к решению z̄ ∈ S задачи
о равновесии (2).

5. Заключительные замечания

В работе предложен и исследован новый итерационный метод реше-
ния задачи равновесного программирования. Метод является развитием (c
использованием метрики Брэгмана вместо евклидовой) двухэтапного про-
ксимального алгоритма [27, 28]. Алгоритм [27, 28] в свою очередь появился
как адаптация к общим задачам равновесного программирования метода
Л. Д. Попова [24, 25] поиска седловых точек выпукло-вогнутых функций.
Расстояние Брэгмана позволяет в некоторых случаях эффективно учесть
геометрию допустимого множества. Анализ сходимости метода проведен в
предположении о существовании решения и при условиях псевдомонотон-
ности и липшицевости бифункции.

В одной из ближайших работ будет рассмотрен следующий регуляризо-
ванный вариант метода{

xn+1 = argminy∈C
{
F (yn, y) +

1
λD (y, (1− αn)xn)

}
,

yn+1 = argminy∈C
{
F (yn, y) +

1
λD (y, (1− αn+1)xn+1)

}
,
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где λ > 0, (αn) — бесконечно малая последовательность положительных
чисел. Большой интерес представляет возможность использования рассто-
яния Брэгмана в схемах расщепления для решения вариационных нера-
венств [35–39] и в алгоритмах решения двухуровневых задач [40–43]. Та-
кже запланировано детальное теоретическое и экспериментальное изуче-
ние вариантов метода для поиска равновесий Нэша в биматричных играх
с использованием расстояния Кульбака-Лейблера. Еще одно перспектив-
ное направление заключается в развитии идей алгоритма 1 для решения
стохастических задач равновесного программирования.

Работа В. В. Семёнова выполнена при финансовой поддержке МОН
Украины (проект

”
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