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Resume. A two-step method for solving of nonlinear operator equati-
ons in Banach spaces, which is based on the Secant method, is
proposed and its semilocal convergence under weak ω-conditions for
divided differences of the first order is proved. The conditions of
convergence and rate of convergence of this method are analyzed,
uniqueness ball of the solution of the problem is found. The results
of the numerical solving of nonlinear equations with nondifferentiable
operator are presented.
Keywords: nonlinear equation, two-step iterative method, Secant
method, divided difference, difference method, semilocal convergence.

Резюме. Запропоновано двокроковий метод для розв’язування
нелiнiйних операторних рiвнянь в банахових просторах, побудо-
ваний на базi методу хорд, та обгрунтовано його напiвлокальну
збiжнiсть за слабких ω-умов для подiлених рiзниць першого по-
рядку. Встановлено умови збiжностi та швидкiсть збiжностi цьо-
го методу, знайдено область єдиностi розв’язку задачi. Наведено
результати чисельного розв’язування нелiнiйних систем рiвнянь
з недиференцiйовним оператором.
Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, двокроковий iтерацiйний
метод, метод хорд, подiлена рiзниця, рiзницевий метод, напiвло-
кальна збiжнiсть.

Вступ
Нехай задано рiвняння

F (x) = 0, (1)
де F : D ⊆ X → Y — неперервний оператор, диференцiйовностi якого,
взагалi кажучи, не вимагається, X,Y — банаховi простори, D — вiдкрита
опукла множина в X.
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Класичним методом розв’язування нелiнiйного рiвняня (1) є метод Нью-
тона [1, 2]

xn+1 = xn − F ′(xn)
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (2)

який потребує обчислення похiдної Фреше i має квадратичний порядок
збiжностi. У [3, 4] дослiджено двокроковий метод, який не потребує бiлiнiй-
них операторiв i має третiй порядок збiжностi. Iтерацiйна формула цього
методу має вигляд

yn = xn + F ′(xn)
−1F (xn),

xn+1 = yn − F ′(xn)
−1F (yn), n = 0,1,2, . . . .

(3)

Однак цi методи потребують обчислення оператора похiдної Фреше, що не
завжди можливо або важко обчислити.

Вiдомим рiзницевим методом розв’язування нелiнiйних рiвнянь, який не
вимагає похiдних, є метод хорд

xn+1 = xn − F (xn, xn−1)
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (4)

де F (xn, xn−1) — подiлена рiзниця першого порядку, x0, x−1 — заданi. Непе-
рервний лiнiйний оператор F (x, y) з X в Y називають подiленою рiзницею
першого порядку для оператора F за точками x i y (x ̸= y), якщо справ-
джується рiвнiсть

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (5)
Iтерацiйнi рiзницевi методи розв’язування нелiнiйних операторних рiв-

нянь розглядалися у працях [2]–[12] за рiзних умов. Зокрема, метод хорд
для розв’язування нелiнiйних операторних рiвнянь у банаховому просторi
дослiджувався авторами [2, 7, 8, 10] за умови, що подiленi рiзницi нелiнiйно-
го оператора F задовольняють умову Лiпшиця (Гьольдера) з невiд’ємною
постiйною L. У працi [13] вперше запропоновано узагальнену умову Лiпши-
ця, де замiсть сталої Лiпшиця використовується деяка додатна iнтегровна
функцiя, i за цiєї умови вивчено збiжнiсть методу Ньютона. Нами у [6, 12]
подiбну узагальнену умову введено для подiлених рiзниць при вивченнi
методу хорд.

У працi [3] запропоновано модифiкацiю методу Стеффенсена (3), яка
використовує подiленi рiзницi

yn = xn + F (xn − αnF (xn), xn + αnF (xn))
−1F (xn),

xn+1 = yn − F (xn − αnF (xn), xn + αnF (xn))
−1F (yn),

(6)

де n = 0,1,2, . . ., αn ∈ [0, 1] — малий числовий параметр, який вибирається
користувачем. Вiн може використовуватися для контролю доброї апрок-
симацiї першої похiдної Фреше. Проте не задано конструктивного способу
вибору параметра αn.
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У цiй працi ми пропонуємо двокроковий метод без використання похi-
дних, у якому нема потреби задавати нiяких параметрiв,

yn = xn + F (xn, xn−1)
−1F (xn),

xn+1 = yn − F (xn, xn−1)
−1F (yn), n = 0,1,2, . . . ,

(7)

та дослiджуємо його напiвлокальну збiжнiсть (за умов типу Канторовича).
Зауважимо, що цей метод вiдрiзняється вiд звичайного двокрокового

методу хорд

yn = xn − F (xn, xn−1)
−1F (xn),

xn+1 = yn − F (xn, xn−1)
−1F (yn), n = 0,1,2, . . .

(8)

тим, що у першiй формулi (7) замiсть знака
”
мiнус“ взято знак

”
плюс“.

Методи (7) i (8), як i метод хорд (4), на вiдмiну вiд методiв (2) i (3), можна
застосовувати для розв’язування нелiнiйних рiвнянь з недиференцiйовним
оператором.

1. Означення

Позначимо через B(x0, r) = {x : ∥x − x0∥ < r} вiдкриту кулю радiуса r
з центром в точцi x0, а через B(x0, r) = {x : ∥x − x0∥ ≤ r} замкнену кулю
радiуса r з центром в точцi x0.

Умову на оператор подiленої рiзницi F (x, y)

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤ L(∥x− u∥+ ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D (9)

називають умовою Лiпшиця в областi D з постiйною L.
Проте L в умовах Лiпшиця не обов’язково має бути константою, а може

бути додатною iнтегровною функцiєю. У цьому випадку умова (9) може
бути замiнена на

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤
∫ ∥x−y∥+∥u−v∥

0
L(z)dz ∀x, y, u, v ∈ D. (10)

Умову (10) називають узагальненою умовою Лiпшиця, або такою, що
мiстить L у середньому [6]. Поклавши L = const, ми отримаємо розглянуту
вище класичну умову Лiпшиця (9).

У працях [3, 9] розглянуто iнше узагальнення умов Лiпшиця для подi-
лених рiзниць.

Будемо казати, що подiлена рiзниця задовольняє ω-умову, якщо

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤ ω(∥x− u∥, ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D, (11)

де ω : R+ × R+ → R+ є неперервна функцiя, неспадна за обома змiнними.
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При ω(u1, u2) = L(u1 + u2) отримаємо умову Лiпшиця, а при
ω(u1, u2) = L(up1 + up2) — умову Гьольдера. В загальному, умова (11) не
вимагає диференцiйовностi F .

Вивчення напiвлокальної збiжностi методу (7) ми проведемо саме за
ω-умов для подiлених рiзниць першого порядку.

2. Напiвлокальна збiжнiсть iтерацiйного процесу (7)

Використовуючи означення подiленої рiзницi, з формул (7) отримаємо

xn+1 = xn + F (xn, xn−1)
−1(F (xn)− F (yn)) =

= xn + F (xn, xn−1)
−1F (xn, yn)(xn − yn) =

= xn + F (xn, xn−1)
−1F (xn, yn)(−(F (xn, xn−1)

−1F (xn)) =

= xn − F (xn, xn−1)
−1F (xn, yn)F (xn, xn−1)

−1F (xn). (12)

Введемо позначення

Γn = F (xn, xn−1),

Φn = ΓnF (xn, xn + Γ−1
n F (xn))

−1Γn.

Умови iснування розв’язку, його єдиностi та збiжностi до нього iтерацiй
методу (7) встановлює

Теорема 1. Нехай F — неперервний нелiнiйний оператор, визначений у
вiдкритiй опуклiй областi D банахового простору X зi значеннями у бана-
ховому просторi Y . Припустимо, що iснує подiлена рiзниця першого по-
рядку оператора F , яка задовольняє умову

∥F (x, y)− F (u, v)∥ ≤ ω(∥x− u∥, ∥y − v∥) ∀x, y, u, v ∈ D, (13)

де ω : R+ × R+ → R+ є неперервна функцiя, неспадна за обома змiнними,
причому ω(0, x) = ω(x, 0) = 1

2ω(x, x).
Нехай x0 ∈ D. Припустимо, що:
1) ∥x1 − x0∥ ≤ η, ∥x0 − x−1∥ = α,
2) лiнiйний оператор Γ0 має обернений i ∥Γ−1

0 ∥ ≤ β,

3) max{∥Γ−1
0 F (x0)∥, ∥Φ−1

0 F (x0)∥} ≤ η.
4) Позначимо γ = max{η, α}, m = βω(η + γ, η + γ) i припустимо, що

рiвняння

t
(
1− m

1− 2βω(t+ γ, t+ γ)

)
− η = 0 (14)

має принаймнi один додатний корiнь, причому R найменший додатний
корiнь. Якщо βω(R+ γ,R+ γ) < 1

3 i B(x0, R) ⊂ D, тодi
M =

m

1− 2βω(R+ γ,R+ γ)
∈ (0, 1) i метод (7) є коректно визначений i
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генерована ним послiдовнiсть {xn}n≥0 належить B(x0, R) i збiгається до
єдиного розв’язку F (x) = 0 в B(x0, R).

Доведення. З умов теореми випливає, що x1 коректно визначене i

∥x1 − x0∥ ≤ η < R.

Отже, x1 ∈ B(x0, R).
Оскiльки ω є неспадна функцiя, то маємо

∥I − Γ−1
0 Γ1∥ ≤ ∥Γ−1

0 ∥∥Γ0 − Γ1∥ ≤ ∥Γ−1
0 ∥∥F (x0, x−1)− F (x1, x0)∥ ≤

≤ ∥Γ−1
0 ∥ω(∥x0 − x1∥, ∥x−1 − x0∥) ≤ βω(η, α) ≤ βω(R+ γ,R+ γ) < 1.

Отже, Γ−1
1 добре визначений i

| Γ−1
1 Γ0∥ ≤ 1

1− βω(η, α)
≤ 1

1− βω(R+ γ,R+ γ)
,

| Γ−1
1 ∥ ≤ β

1− βω(η, α)
≤ β

1− βω(R+ γ,R+ γ)
.

Зокрема, Φ−1
1 i x2 добре визначенi. Далi ми отримаємо

F (x1) = F (x1)− F (x0) + F (x0) =

= F (x1)− F (x0)− Φ(x0)(x1 − x0) = (F (x1, x0)− Φ0)(x1 − x0).

Тодi

∥x2 − x1∥ = ∥Φ−1
1 F (x1)∥ = ∥Φ−1

1 Γ1Γ
−1
1 F (x1)∥ ≤ ∥Φ−1

1 Γ1∥∥Γ−1
1 F (x1)∥ ≤

≤ ∥Φ−1
1 Γ1∥∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)∥∥x1 − x0∥.

Оцiнимо першi два множники. Отримаємо спочатку оцiнку для
∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)∥. З нерiвностей

∥I − Γ−1
0 F (x0, y0)∥ ≤ ∥Γ−1

0 ∥∥Γ0 − F (x0, y0)∥ ≤ βω(0, ∥x−1 − y0∥) ≤
≤ βω(0, ∥x−1 − x0∥+ ∥x0 − y0∥) ≤ βω(0, η + α) ≤ βω(R+ γ,R+ γ) < 1,

∥F (x0, y0)−1∥ ≤ ∥F (x0, y0)−1Γ0∥∥Γ−1
0 ∥ ≤ β

1− βω(0, η + α)
,

∥I − F (x0, y0)
−1Γ0∥ = ∥F (x0, y0)−1(F (x0, y0)− Γ0∥ ≤

≤ ∥F (x0, y0)−1∥∥F (x0, y0)− F (x0, x−1)∥ ≤ ∥F (x0, y0)−1∥ω(0, ∥y0 − x−1∥) ≤
≤ ∥F (x0, y0)−1∥ω(0, ∥y0 − x0∥+ ∥x0 − x−1∥) ≤

≤ βω(0, η + α)

1− βω(0, η + α)
≤ βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
≤ βω(R+ γ,R+ γ)

2− βω(R+ γ,R+ γ)
< 1
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отримаємо

∥Γ−1
1 (F (x1, x0)− Φ0)∥ = ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0 + Γ0 − Γ0)∥ ≤
≤ ∥Γ−1

1 ∥∥(F (x1, x0)− Γ0∥+ ∥Γ−1
1 Γ0∥∥F (x0, y0)−1Γ0 − I∥ ≤

≤ βω(η, 0)

1− βω(η, α)
+

1

1− βω(η, α)

βω(0, η + α)

1− ω(0, η + α)
=

=
1

1− βω(η, α)

(
βω(η, 0) +

βω(0, η + α)

1− ω(0, η + α)

)
≤

≤ 1

1− βω(η, α)

(1
2
βω(η, η) +

1
2βω(η + α, η + α)

1− 1
2βω(η + α, η + α)

)
≤

≤
1
2βω(η + α, η + α)

1− βω(η, α)

(
1 +

1

1− 1
2βω(η + α, η + α)

)
≤

≤
1
2βω(η + α, η + α)

1− βω(η, α)

4− βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
< 1.

Знайдемо оцiнку для ∥Φ−1
1 Γ1∥. Спочатку

∥y1 − x1∥ = ∥Γ−1
1 F (x1)∥ = ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)(x1 − x0)∥ ≤
≤ ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− Φ0)∥∥x1 − x0∥ < η.

Далi

∥I − Γ−1
1 F (x1, y1)∥ ≤ ∥Γ−1

1 (Γ1 − F (x1, y1)∥ ≤
≤ ∥Γ−1

1 (F (x1, x0)− F (x1, y1)∥ ≤ ∥Γ−1
1 ∥ω(0, ∥x0 − y1∥) ≤

≤ ∥Γ−1
1 ∥ω(0, ∥x0 − x1∥+ ∥x1 − y1∥) ≤

βω(0, 2η)

1− βω(η, α)
≤

≤ 1

2

βω(2η, 2η)

1− βω(η, α)
< 1,

∥F (x1, y1)−1Γ1∥ ≤ 1

1− 1

2

βω(2η, 2η)

1− βω(η, α)

≤ 2− 2βω(η, α)

2− βω(2η, 2η)− 2βω(η, α)
,

∥F (x1, y1)−1∥ ≤ ∥F (x1, y1)−1Γ1∥∥Γ−1
1 ∥ ≤

≤ β

1− βω(η, α)

2− 2βω(η, α)

2− βω(2η, 2η)− 2βω(η, α)
≤ 2β

2− 3βω(η + γ, η + γ)
.

Остаточно отримуємо

∥I − Γ−1
1 Φ1∥ = ∥I − F (x1, y1)

−1Γ1∥ ≤ ∥F (x1, y1)−1∥∥F (x1, y1)− Γ1∥ ≤
≤ ∥F (x1, y1)−1∥∥F (x1, y1)− F (x1, x0)∥ ≤ ∥F (x1, y1)−1∥ω(0, ∥y1 − x0∥) ≤

≤ 2βω(0, 2η)

2− 3βω(η + γ, η + γ)
≤ βω(η + γ, η + γ)

2− 3βω(η + γ, η + γ)
< 1.
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Далi

∥Φ−1
1 Γ1∥ ≤ 1

1− βω(η + γ, η + γ)

2− 3βω(η + γ, η + γ)

≤ 2− 3βω(η + γ, η + γ)

2− 4βω(η + γ, η + γ)
.

З iншого боку, оскiльки ω(η, η) ≤ ω(η + γ, η + γ), отримаємо

2− 3βω(η + γ, η + γ)

2− 4βω(η + γ, η + γ)

1
2βω(η + α, η + α)

1− βω(η, η)

4− βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
<

<
2− 3βω(η + γ, η + γ)

4(1− 2βω(η + γ, η + γ))

βω(η + γ, η + γ)

1− βω(η + γ, η + γ)

4

2− βω(η + γ, η + γ)
.

Спiввiдношення

2− 3βω(η + γ, η + γ)

(1− 2βω(η + γ, η + γ))

βω(η + γ, η + γ)

1− βω(η + γ, η + γ)

1

2− βω(η + γ, η + γ)
<

<
βω(η + γ, η + γ)

1− 2βω(η + γ, η + γ)

еквiвалентно наступнiй нерiвностi

2− 3βω(η + γ, η + γ) < (1− βω(η + γ, η + γ))(2− βω(η + γ, η + γ))

або
−(βω(η + γ, η + γ))2 < 0.

Очевидно, остання нерiвнiсть виконується завжди.
Тодi

∥x2 − x1∥ ≤

≤ 2− 3βω(η + γ, η + γ)

4(1− 2βω(2η, 2η))

βω(η + α, η + α)

1− βω(η, η)

4− βω(η + α, η + α)

2− βω(η + α, η + α)
×

× ∥x1 − x0 ∥ <
βω(η + γ, η + γ)

1− 2βω(η + γ, η + γ)
∥x1 − x0∥ < Mη.

Далi, використовуючи (14) i M < 1, отримаємо

∥x2 − x0∥ ≤ ∥x2 − x1∥+ ∥x1 − x0∥ ≤ (M + 1)η <
1

1−M
η = R.

Отже, x2 ∈ B(x0, R). Далi за iндукцiєю можна довести:

(a) ∥xn − x0∥ ≤
∑n−1

k=0 M
kη < R, а отже xn ∈ B(x0, R);

(b) з оцiнки ∥xn − xn−1∥ ≤ Mn−1∥x1 − x0∥ робимо висновок, що {xn} є
фундаментальною послiдовнiстю, що означає збiжнiсть її до деякого
x∗ ∈ B(x0, R);

(c) оскiльки

∥F (xn)∥ = ∥(F (xn, xn−1)− Φn−1)(xn − xn−1)∥ ≤
≤ ∥Γn∥∥Γ−1

n (F (xn, xn−1)− Φn−1)∥∥xn − xn−1∥ ≤ ∥Γn∥∥xn − xn−1∥
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i ∥xn − xn−1∥ → 0 при n→ ∞, ми отримуємо, що F (x∗) = 0.

Зауважимо, що

∥Γn∥ ≤ ∥Γ0∥+ ∥Γn − Γ0∥ ≤ ∥Γ0∥+ ω(R,R+ α).

Також доведемо єдинiсть розв’язку рiвняння F (x) = 0. Припустимо, що
y∗ — iнший розв’язок цього рiвняння в B(x0, R), тобто, F (y∗) = 0. Оскiльки

∥I − Γ−1
0 F (x∗, y∗)∥ ≤ ∥Γ−1

0 ∥∥F (x0, x−1)− F (x∗, y∗)∥ ≤
≤ βω(∥x0 − x∗∥, ∥x−1 − y∗∥) ≤ βω(∥x0 − x∗∥, ∥x−1 − x0∥+ ∥x0 − y∗∥) ≤

≤ βω(R,R+ α) < 1,

то оператор F (x∗, y∗) оборотний i з рiвностi

F (x∗, y∗)(x∗ − y∗) = F (x∗)− F (y∗)

ми маємо x∗ = y∗. �

3. Чисельнi експерименти

Для вивчення реальних обчислювальних властивостей запропонованого
методу (7) та iнших подiбних рiзницевих методiв нами проведено обчис-
лювальний експеримент на низцi тестових задач. Обчислення проводились
до виконання таких умов:

∥xk+1 − xk∥ ≤ ε i ∥F (xk+1)∥ ≤ ε.

Ми використовували у розрахунках
”
максимум“-норму ∥x∥ = ∥x∥∞ =

= max
1≤i≤n

|xi| i точнiсть ε = 10−15 .

Щоб забезпечити добру початкову апроксимацiю матрицi Якобi та вда-
лий старт рiзницевих iтерацiйних методiв, ми вибирали додаткове поча-
ткове наближення x−1 = x0−10−4. Подiлена рiзниця першого порядку для
оператора F : Rn → Rn, тобто, для F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)), є матрицею
F (x, y) розмiрностi n× n. Її елементи обчислюються за формулою

F (x, y)i,j =
Fi(x

1, . . . , xj , yj+1, . . . , yn)− Fi(x
1, . . . , xj−1, yj , . . . , yn)

xj − yj
, (15)

де i, j = 1, 2, . . . , n.
Як тестовi задачi вибрано системи нелiнiйних рiвнянь, якi мiстять недифе-

ренцiйовну частину. Зауважимо, що метод Ньютона (2) та його двокрокову
модифiкацiю (3) не можна застосувати для розв’язування таких систем.

Приклад 1 [5].

3x2y − y2 − 1 + |x− 1| = 0,

x4 + xy3 − 1 + |y| = 0,

(x∗, y∗) ≈ (0, 8946553733346867, 0, 3278265217462975).
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Приклад 2 [9].

x2 − y + 1 + 1
9 |x− 1| = 0,

x+ y2 − 7 + 1
9 |y| = 0,

(x∗, y∗) ≈ (1, 159360850193451, 2, 361824342093).

Приклад 3 [3].
|x2 − 1|+ y − 1 = 0,

x+ y2 − 2 = 0,

(x∗, y∗)1 = (1, 1), (x∗, y∗)2 = (−2,−2),

(x∗, y∗)3 ≈ (1, 618033988749895, −0, 6180339887498949).

Приклад 4 [5].

z2(1− y)− xy + |y − z2| = 0,

z2(x3 − x)− y2 + |3y2 − z2 + 1| = 0,

6xy3 + y2z2 − xy2z + |x+ z − y| = 0,

(x∗, y∗, z∗) = (−1, 2, 3).

Таблиця 1. Кiлькiсть iтерацiй для знаходження розв’язку рiвняння

Приклад, Початкове Метод
розв’язок наближення хорд (4) (7) (8)

1 (1, 0) 9 8 9
(3, 1) 13 11 13
(4, 2) 15 13 14

2 (3, 1) 9 8 8
(3, 2) 9 7 8
(4, 3) 9 7 9

3 (1,5, 1,5) 7 5 6
(x∗, y∗)1 (3,5, 3,5) 9 7 8

(-2, 2) 25 9 –
3 (-3, -3) 8 6 7

(x∗, y∗)2 (-5, -5) 9 7 8
(-10, -10) 11 8 10

3 (2, -2) 9 7 8
(x∗, y∗)3 (5, -5) 11 8 10

(10, -10) 12 9 11
4 (-1,5, 2,5, 3,5) 10 9 9

(-1,5, 3,5, 5,5) 11 10 10
(-3,5, 4,5, 5,5) 14 12 14

(-5, 4, 5) 15 13 15
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У таблицi 1 наведено результати чисельного експерименту стосовно швид-
костi збiжностi деяких iтерацiйних методiв до розв’язкiв нелiнiйних систем
за рiзних початкових наближень. Для коректностi порiвняння у таблицi
подано початковi наближення, з яких всi методи збiгаються до однаково-
го розв’язку. Якщо система рiвнянь має декiлька розв’язкiв, то у таблицi
вказано, до якого з них методи збiгаються iз заданого початкового набли-
ження. Знак ”–” вказує на розбiжнiсть методу. Зазначимо, що запропонова-
ний метод (7), зазвичай, швидше збiгається за метод хорд (4) та його дво-
крокову модифiкацiю (8).

4. Висновки
У [9] вивчено напiвлокальну збiжнiсть методу хорд (4) за слабких ω-умов

для подiлених рiзниць першого порядку для оператора F . Ми дослiдили за
ω-умов для подiлених рiзниць напiвлокальну збiжнiсть двокрокового мето-
ду типу хорд (7) . Отриманi нами теоретичнi результати справджуються i
для рiвнянь з недиференцiйовним оператором. Числовi експерименти пока-
зують ефективнiсть запропонованого методу та доцiльнiсть його засто-
сування.
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